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前言

这是中国科学技术大学数学科学学院 2023年秋季学期《微分方程引论》课程（赵老师班）的配套
习题课讲义。《微分方程引论》是一门面向全校数学专业二年级学生的必修课，共 4学分，80学时，主
要介绍常微分方程和偏微分方程的基础理论。

这份讲义的完成离不开赵老师的悉心指导，也离不开同学们的积极反馈，在此表示衷心感谢。同

学们的收获是我们写这份讲义的最大动力。还记得赵老师引用了丘成桐先生的一段话来结束这学期的

课程，这里我们再重复一遍，与诸君共勉。

作为数学家，我们追求的不是敌国的财富，也不是千年的霸业，这些东西终究不免化

为尘土。

我们追求的乃是理论和方程，它们带领着我们在寻求永恒真理的道路上迈进。这些想

法比金子来得珍贵，比诗歌来得炫目，两者在简朴的真理面前黯然失色。

数学是诸多应用科学的基础，它能使国家富强。善用数学，能为现代社会维持其现状、

规划其未来，达到国家的长治久安。

發自我的手機

——丘成桐（1982年菲尔兹奖得主)



第一部分

常微分方程



第 1章 第一次习题课讲义

写在前面：本次习题课的隐式方程、压缩映射证明存在唯一性定理不要求掌握.

1.1 一阶隐式方程

前面我们通常考虑形如
dy

dx
= f(x, y)的方程,事实上给出了一个对一阶导数的显式表达.若无法给

出显式表达,则考虑更一般的一阶方程
F (x, y,

dy

dx
) = 0. (1.1.1)

本节探讨该方程的解.

1.1.1 微分法

设从中可以解出 y = f(x, p), p =
dy

dx
.

则两边对于 x求导,可得
p = f ′x + f ′p

dp

dx
.

即

(f ′x − p)dx+ f ′pdp = 0.

化简为关于 x, p的一阶显式微分方程.
1. 若该方程有通解 p = u(x,C),则方程 (1.1.1)有通解

y = f(x, u(x,C)), ∀C ∈ R.

2. 若该方程有特解 p = ω(x),则方程 (1.1.1)有特解

y = f(x, ω(x)).

由于 x, p有良好的对称性,故可能容易得到 x关于 p的表达但反解较为困难.故有:
3. 若该方程有通解 x = v(p, C),则方程 (1.1.1)有通解x = v(p, C),

y = f(v(p, c), p),
∀C ∈ R.

此时 p可以看作一个参数.
4. 若该方程有特解 x = z(p),则方程 (1.1.1)有特解x = z(p),

y = f(z(p), p).

此时 p可以看作一个参数.
注微分法适用于可用 x, p表示 y的部分方程.
例题 1.1求解克莱洛方程

y = xp+ f(p),



1.1 一阶隐式方程

其中 f ′′(p) 6≡ 0.
解两边对 x求导,有

p = p+ x
dp

dx
+ f ′(p)

dp

dx
.

即

(x+ f ′(p))
dp

dx
= 0.

1. p = C 为该方程的一个通解,则原方程有一个通解为

y = Cx+ f(C), ∀C ∈ R.

2. x+ f ′(p) = 0时, x = −f ′(p)为该方程的一个特解,则原方程有一个特解为x = −f ′(p)

y = −f ′(p)p+ f(p).

下考虑特解是否由通解得到,事实上由于 f ′′(p) 6≡ 0,由隐函数定理可解得 p = ω(x),且

x = −f ′(ω(x)).

对 x求导有,
1 = −f ′′(ω(x))ω′(x).

故

ω′(x) 6= 0.

即 ω(x)不为常数,这就证明了特解不能由通解得到.
注

1. 特解上任意一点 (x0, y0)处的切线为

y =
dy

dx
(x0)(x− x0) + y0 = ω(x0)x+ f(ω(x0)).

故通解与特解处的切线相对应,这也证明了特解不能由通解得到.
2. 对 f(p) = −1

4p
2的情形,通解为 y = Cx− 1

4C
2,特解为 y = x2.图像如图 1所示.

图 1.1: 例 1.1解的图像

该图像的特解恰好包络了所有通解.
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1.1 一阶隐式方程

1.1.2 参数法

对不明显包含自变量的方程,即
F (y, p) = 0, p =

dy

dx
.

设 y = g(t), p = h(t).

1. h(t) = 0时, y为常数满足 F (y, 0) = 0,则得到方程的特解.
2. h(t) 6= 0时,有

dx =
1

p
dy.

故

dx =
g′(t)

h(t)
dt.

故微分方程有通解 
x =

ˆ
g′(t)

h(t)
dt+ C

y = g(t).

例题 1.2求解微分方程
(
dy

dx
)2 + y2 = 1.

解令 y = cos t,
dy

dx
= sin t.

1. y = ±1为方程的特解.
2. y 6= ±1时,有

dx = −dt.

故方程有通解为 x = −t+ C

y = cos t.

即方程有通解

y = cos(C − x), ∀ C ∈ R.

对更一般的微分方程 (1.1.1),
若将 x, y, p均看为变量,则 (x, y, p) ∈ R3表示空间中的曲面. 令

x = f(u, v), y = g(u, v), p = h(u, v),

其中 u, v为参数.由
dy = pdx,

知

g′udu+ g′vdv = h(f ′udu+ f ′vdv).

即

(g′u − hf ′u)du+ (g′v − hf ′v)dv = 0.
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1.2 Riccati方程

1. 若该方程有通解 v = Q(u,C),则方程 (2.5.1)有通解x = f(u,Q(u,C)),

y = g(u,Q(u,C)).

2. 若该方程有特解 v = S(u),则方程 (2.5.1)有特解x = f(u, S(u)),

y = g(u, S(u)).

由于 u, v 有良好的对称性,故可能容易得到 u关于 v 的表达但反解较为困难. 此时有另一种对称
的表达方式,在此不做说明.

例题 1.3求解微分方程
(
dy

dx
)2 + y − x = 0.

解令
x = u, p = v, y = u− v2.

于是

du− 2vdv = vdu.

即

(1− v)du− 2vdv = 0.

1. v = 1为该方程的一个特解,故
y = x− 1

为原方程的一个特解.
2. v 6= 1时,有

du− 2v

1− v
dv = 0.

知通解为

u+ 2v + 2 In|v − 1| = C, ∀ C ∈ R.

即

u = −2v − In(v − 1)2 + C, ∀ C ∈ R.

故方程有通解为 x = −2v − In(v − 1)2 + C,

y = −2v − In(v − 1)2 − v2 + C.
∀ C ∈ R
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1.2 Riccati方程

1.2 Riccati方程

定义 1.1

♣

形如
dy

dx
= p(x)y2 + q(x)y + r(x).

的方程称作 Riccati方程.其中 p(x), q(x), r(x)在区间上连续,且 p(x) 6≡ 0.

该方程为形式最简单的非线性方程,但已经无法用初等方法解决.但有如下两个命题对解进行刻画.

定理 1.1

♥设方程的一个特解为 φ(x),则可用积分法求得通解.

证明 设 y(x) = u(x) + φ(x), y(x)为方程的解，则
du

dx
+

dφ

dx
= p(u+ φ)2 + q(u+ φ) + r.

将 φ为特解的条件带入,即有
du

dx
= (2φP + q)u+ pu2.

即转化为 Bernoulli方程.
例题 1.4 求解

dy

dx
+ ay2 = bx−2.

其中 a, b为常数.
解

1. y = 0不是解.
2. y 6= 0时,有

1

y2
dy

dx
+ a = b · 1

x2y2
.

即

−
d( 1y )

dx
+ a = b · 1

x2
· (1
y
)2.

令 z = 1
y ,则有

−dz

dx
+ a = b · 1

x2
· z2.

即转化为齐次方程.

定理 1.2

♥

对 Riccati方程的特殊情形
dy

dx
+ ay2 = bxm,

其中 a 6= 0, b,m均为常数.当 x 6= 0, y 6= 0时,当

m = 0, −2,
−4k

2k + 1
,

−4k

2k − 1
(k = 1, 2, · · ·)

时,该形式可化为可分离变量的方程.

9



1.3 习题讲解

证明 不妨设 a = 1,否则可以通过令 x′ = ax化简.故讨论方程
dy

dx
+ y2 = bxm.

1. m = 0时,
dy

dx
+ ay2 = b

为可分离变量的方程.
2. m = −2时,在例 1.4中已转化为齐次方程,进而可转化为可分离变量的方程.
3. m = −4k

2k+1 或m = −4k
2k−1 时,请参考丁同仁老师常微分方程讲义 P41定理 3，变换较为神奇，感觉

不太能看出来他的想法？

注本充分条件为 1725年 Daniel Bernoulli得到的结果.事实上该条件同样为必要条件,在 1841年被刘维
尔证明.表明即使是形式简单的 Riccati方程,大部分也是不能用初等积分的办法解的.

1.3 习题讲解

1.3.1 作业部分

第一次作业下一周才交，因此在下一次习题课讲.

1.3.2 补充习题

问题 1.1解一些方程：
1. y(1 + x2y2)dx = xdy.

2. (20丘赛) x
dy

dx
=
√
x6 − y2 + 3y.

3. (y′)4 + y2 = y4.
4. y + xy′ = 4

√
y′.

解
1. 首先 x = 0, y = 0都是特解. x, y 6= 0时,为了化齐次,我们从 “让人为难”的一项 1 + x2y2 着手.
存在两种可能的变换: x 7→ 1

x , y 7→ 1
y . 我们采用前一种 (后一种也可),令 u = 1

x . 则(
1 + y2/(

1

x
)2
)

1

x2
dx =

1

xy
dy ⇒ dy

du
= −y

u

(
1 +

y2

u2

)
.

作变换 z = y/u,则方程化为

u
dz

du
+ z = −z − z3 ⇒ u2z√

z2 + 2
= C(C 6= 0).

由此可得原方程的通积分为 y = Cx
√
2 + x2y2(C 6= 0), C = 0即对应特解 y = 0.

2. 从
√
x6 − y2一项着手,为了保证齐次,我们作变换 u = x3,则

dy

du
=

dy

dx

dx

du
=

√
x6 − y2 + 3y

3x3
=
y

u
+

sgnu
3

√
1− y2

u2
.

作变换 z = y
u ,则方程化为

z + u
dz

du
= z +

sgnu
3

√
1− z2 ⇒ z = sin

(sgnu
3

ln |u|+ C
)
.

由此可得原方程的通解为 y = x3 sin(C + sgnx ln |x|).
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1.3 习题讲解

3. 本题可以直接硬积分处理，但是做一些变换可以使其更加简单.如令 y = 1
cos z，则有

dy

dx
=

sin z

cos2 z
· dz
dx
.

因此，原方程可以化简为
dz

dx
= ± cos z√

sin z
.

故

±
√
sin z

cos z
dz = dx.

对其积分即可（Tip：分子分母同乘 cos z）

4. 设 y′ = p，p = 0时，y = 0为原方程的特解. p 6= 0时，

x =
4
√
p
− y

p
.

两边同时对 y求导，
1

p
= −1

p
+ (

y

p2
− 2

p
3
2

)
dp

dy
.

即
dy

dp
=

y

2p
− 1

p
1
2

.

即转化为一阶线性方程.
最终可解得原方程具有通解： 

x =
4
√
p
− C + Inp,

y =
√
p(C − Inp).

问题 1.2(一阶线性方程的周期解) 设微分方程
dy

dx
+ ay = f(x),

其中 a > 0为常数,而 f(x)为以 2π为周期的连续函数,试求方程的 2π周期解.
解
由定理 2.4,该方程的解为

y =Ce
−
´ x
x0

ads
+

ˆ x

x0

f(s)e−
´ x
s adtds

x0=0
= Ce−ax +

ˆ x

0
f(s)e−a(x−s)ds.

断言：方程的解有周期性等价于 y(0) = y(2π).
1. 由解的周期性, y(0) = y(2π).

2. 当 y(0) = y(2π)时,下证明 ∀x ∈ R,有 y(x) = y(x+ 2π).
令 u(x) = y(x+ 2π)− y(x),则

du

dx
=

dy(x+ 2π)

dx
− dy

dx
= (f(x+ 2π)− ay(x+ 2π))− (f(x)− ay(x)) = −au(x).

u(x)为齐次方程的解,而 u(0) = 0,故 u(x) ≡ 0,即 ∀x ∈ R,有 y(x) = y(x+ 2π).
则有方程

C = y(0)

11



1.3 习题讲解

= y(2π)

= Ce−2πa +

ˆ 2π

0
f(s)e−a(2π−s)ds

= Ce−2πa + e−2πa

ˆ 2π

0
f(s)easds.

解得

C =
e−2πa

1− e−2πa

ˆ 2π

0
f(s)easds.

问题 1.3对方程
dy

dx
+ p(x)y = q(x).

其中 p(x), q(x)均为以 ω为周期的周期函数.则:
1. 若 q(x) ≡ 0,该方程的任意非零解以 ω为周期,当且仅当

p̄ =
1

ω

ˆ ω

0
p(x)dx = 0.

2. 若 q(x) 6≡ 0,该方程有唯一的 ω周期解,当且仅当

p̄ =
1

ω

ˆ ω

0
p(x)dx 6= 0.

证明
1. 可以直接解得方程存在通解

y = Ce
−
´ x
x0

p(t)dt
.

故任意非零解以 ω为周期

⇔ y(x) = y(x+ ω), ∀ x ∈ R.

⇔ Ce
−
´ x
x0

p(t)dt
= Ce

−
´ x+ω
x0

p(t)dt
, ∀ x ∈ R.

⇔ e−
´ x+ω
x p(t)dt = 1.

由于 p为周期函数，则

e−
´ x+ω
x p(t)dt = e−

´ ω
0 p(t)dt = 1.

⇔ p̄ =
1

ω

ˆ ω

0
p(x)dx = 0.

2. 此时上一题中的断言仍然成立,我们只需证明方程存在唯一满足 y(ω) = y(0)的解 y(x)的充要条

件是 p̄ 6= 0. 设 y(x)满足初值 y(0) = y0,则

y(x) = e−
´ x
0 p(s)ds

(
y0 +

ˆ x

0
q(s)e

´ s
0 p(u)duds

)
.

计算可得

y(ω)− y(0) = y0(e
−ωp̄ − 1) + e−ωp̄

ˆ ω

0
q(s)e

´ s
0 p(u)duds.

若 p̄ 6= 0,则求得唯一的 ω-周期解,对应初值为

y0 =
e−ωp̄

1− e−ωp̄

ˆ ω

0
q(s)e

´ s
0 p(u)duds.

若 p̄ = 0,由解式可得方程要么不存在周期解,要么所有解都是周期解,因此不唯一.
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1.3 习题讲解

问题 1.4(分离型方程的初值问题解的局部唯一性) 考虑分离型方程的初值问题:
dx

dt
= X(x)T (t), x(ξ) = η. (1.3.1)

在 X(η) = 0时,初值问题存在解 x ≡ η. 我们希望能给出上述解在局部唯一的充分条件.
1. 首先给出初值问题解不唯一的例子:考虑方程 x′(t) =

√
|x|.

2. 下面给出判定初值问题 (2)解的局部唯一性的一个充分条件.设初值问题 (2)中的X(x), T (t)均为

连续函数,且在 η的某个邻域 (η − ε, η + ε)上成立 X(x) = 0 ⇔ x = η. 若反常积分∣∣∣∣ˆ η±ε

η

dy

X(y)

∣∣∣∣ = ∞,

则 (2)的解局部唯一.
3. 上述反常积分发散只能作为充分条件而非必要条件,考虑以下方程:

dx

dt
= −tsgn(x)

√
|x| =

− t
√
x, x ⩾ 0

t
√
−x, x < 0

证明
1. 若 x(t)是方程的解,则 −x(−t)也是方程的解,因此我们只需讨论方程的正解. 此时有

dx√
x
= dt⇒ 2

√
x = t+ C ⇒ x =

(t+ C)2

4
.

其中 t > −C. 方程的负通解为 −x(−t;C) = − (C−t)2

4 . 此外, 方程特解为 x ≡ 0. 因此初值条件
x(0) = 0下,初值问题存在两个不同的解:

x1(t) ≡ 0, x2(t) =


t2

4
, t ⩾ 0

− t2

4
, t < 0

= sgn(t)
t2

4
.

2. 假设此时 (2)的解在局部不唯一,设 x(t)是异于特解 x ≡ η 的解. 不妨设存在 ξ̄ > ξ,使得 x(ξ̄) =

η̄ ∈ (η, η + ε),设 t0 = sup{t < ξ̄ : x(t) = η}. 则在区间 t ∈ (t0, ξ̄]上,总成立
dx

X(x)
= T (t)dt⇒

ˆ x(t)

η̄

dx

X(x)
=

ˆ t

ξ̄
T (s)ds.

令 t → t+0 ,上式中 LHS为发散的反常积分, RHS为有限积分,矛盾! 因此初值问题的解在局部唯
一.

3. 若 x(t)是上述方程的解,则 −x(t)也是方程的解. 因此我们只需求方程的正解. 此时有
dx√
x
= −tdt⇒ 2

√
x =

C − t2

2
.

因此正通解为

x =
(C − t2)2

16
, −

√
C < t <

√
C(C > 0).

负通解为 x = − (C−t2)2

16 . 此时方程在初值条件 x(0) = 0下存在唯一解 x ≡ 0. 但是在 x = 0附近,
有 ˆ ε

0

dx

sgn(x)
√

|x|
= 2

√
ε,

ˆ 0

−ε

dx

sgn(x)
√
|x|

= −2
√
ε.

这说明反常积分收敛不是局部解唯一的必要条件.
问题 1.5(Gronwall不等式的应用举例) 已知方程 ẋ = −x+f(t, x),其中 f ∈ C(R2),且 |f(t, x)| ⩽ ϕ(t)|x|,
∀(t, x) ∈ R2. 若

´∞
0 ϕ(t)dt < +∞,证明方程的任一解在 t→ ∞时的极限为零.
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1.3 习题讲解

证明 任取方程的解 x(t)，令 y(t) = x(t)et,则
d

dt
(xet) = etf(t, x) ⇒ dy

dt
= etf(t, ye−t) ⇒ y(t) = η +

ˆ t

0
esf(s, y(s)e−s)ds.

由题设条件可得 t ⩾ 0时,有

|y(t)| ⩽ |η|+
ˆ t

0
es|f(s, y(s)e−s)|ds ⩽ |η|+

ˆ t

0
ϕ(t)|y(s)|ds.

由 Gronwall不等式可得

|y(t)| ⩽ |η|e
´ t
0 ϕ(t)dt ⩽ |η|e

´∞
0 ϕ(t)dt ≜M ⇒ |x(t)| ⩽Me−t.

因此 x(t)在 t→ +∞时的极限为零.
问题 1.6(压缩映射原理证明解的存在唯一性) 设 I = [a, b],设函数 f(t)在 I 上连续, K(t, s)在 I × I 上

连续,证明: 积分方程

x(t) = f(t) +

ˆ t

a
K(t, s)x(s)ds

在 I 上有唯一解.
证明 我们利用压缩映射原理证明. 设max

I×I
|K| =M ,在函数空间C(I)上,赋予范数 ‖x‖ = max

t∈I
e−M(t−a)|x(t)|,

则 C(I)成为 Banach空间. 构造算子

T : C(I) → C(I), (T x)(t) = f(t) +

ˆ t

a
K(t, s)x(s)ds.

则任取 x1, x2 ∈ C(I),有

e−M(t−a)|(T x1)(t)− (T x2)(t)| ⩽ e−M(t−a)

ˆ t

a
|K(t, s)||x1(s)− x2(s)|ds

⩽ e−M(t−a)

ˆ t

a
MeM(s−a) · e−M(s−a)|x1(s)− x2(s)|ds

⩽ ‖x1 − x2‖e−M(t−a)e−M(s−a)

∣∣∣∣t
a

⩽ (1− e−M(b−a))‖x1 − x2‖.

进而我们有 ‖T x1 − T x2‖ ⩽ θ‖x1 − x2‖,其中 θ = 1− e−M(b−a) ∈ (0, 1). 所以 T 是压缩映射,由压缩映
射原理可得 T 在 C(I)中存在唯一的不动点,进而积分方程在 I 上有唯一解.
下面是一个几乎一样的例子，请读者自行完成.
问题 1.7利用压缩映射原理证明: 当 |λ|充分小时,积分方程

φ(t) = λ

ˆ b

a
K(t, s)φ(s)ds

在 [a, b]上存在唯一解,这里K(t, s)在 a ⩽ t, s ⩽ b上是连续的.
证明 设 max |K| = M < ∞. 定义 C[a, b] 上的范数为 ‖φ‖ = max

[a,b]
eM(t−a)|φ(t)|, 则 (C[a, b], ‖ · ‖) 为

Banach空间. 定义算子 T : C[a, b] → C[a, b]为

(T φ)(t) = λ

ˆ b

a
K(t, s)φ(s)ds.

则我们有

|(T φ)(t)− (T ψ)(t)| ⩽ |λ|
ˆ b

a
M |φ(s)− ψ(s)|ds = |λ|

ˆ b

a
Me−M(s−a) · eM(s−a)|φ(s)− ψ(s)|ds

⩽ |λ|‖φ− ψ‖
ˆ b

a
Me−M(s−a)ds ⩽ |λ|(1− e−M(b−a))‖φ− ψ‖.
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1.4 补充内容

因此当 λ满足 |λ| < (1− e−M(b−a))−1 时, T 成为压缩映射,进而存在唯一的不动点,即积分方程存在唯
一解 φ ∈ C[a, b].
问题 1.8(赵班，21mid，课本 P97 5，Picard迭代方法) 设函数 f(x, y)在矩形区域 0 ⩽ x ⩽ a, |y| < b上

连续,且当 y1 ⩽ y2 时, f(x, y1) ⩽ f(x, y2). 对于所有的 x, f(x, 0) ⩾ 0. 通过构造 Picard序列证明: 初值
问题

dy

dx
= f(x, y), y(0) = 0

在区间 0 ⩽ x ⩽ h上存在解,其中

h = min

{
a,

b

M

}
, M = max

R
|f(x, y)|.

证明 构造 Picard序列如下:

φ0(x) = 0, φk(x) =

ˆ x

0
f(s, φk−1(s))ds(k ⩾ 1).

当 x ∈ [0, h]时,我们有:
1. φ0(x) = 0.
2. 若 |φk(x)| ⩽ b,则

|φk+1(x)| ⩽
ˆ x

0
|f(s, φk(s))|ds ⩽

ˆ x

0
max
R

|f |ds ⩽Mh ⩽ b.

由归纳法即得 |φk(x)| ⩽ b, ∀x ∈ [0, h], ∀k. 另一方面,有
1. φ1(x) =

´ x
0 f(s, 0)ds ⩾ 0 = φ0(x).

2. 若 φk(x) ⩾ φk−1(x),则

φk+1(x)− φk(x) =

ˆ x

0
(f(s, φk(s))− f(s, φk−1(s)))ds ⩾ 0.

由归纳法即得 φ0(x) ⩽ φ1(x) ⩽ φ2(x) ⩽ · · · , ∀x ∈ [0, h]. 由上述可得在 [0, h]上, φk 逐点收敛于某个函

数 φ,且 φ0 ⩽ φ1 ⩽ · · · ⩽ φ.
另一方面,在 [0, h]上,我们已证明了 {φk}一致有界,又由

|φk(x)− φk(y)| =
∣∣∣∣ˆ x

0
f(s, φk−1(s))ds−

ˆ y

0
f(s, φk−1(s))ds

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ˆ x

y
|f(s, φk−1(s))|ds

∣∣∣∣ ⩽M |x− y|.

因此 {φk}等度连续. 由 Arzelà-Ascoli定理可得 {φk}存在一致收敛子列 {φkn},一致极限即为 φ. 由此
可得 ∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N,对任意 n ⩾ N, x ∈ [0, h],有

|φkn(x)− φ(x)| < ε.

故对任意 k ⩾ kN ,有

|φk(x)− φ(x)| = φ(x)− φk(x) ⩽ φ(x)− φkN (x) < ε.

即说明了 φk 在 [0, h]上一致收敛于 φ. 因此

φ(x) = lim
k→∞

φk(x) = lim
k→∞

ˆ x

0
f(s, φk(s))ds =

ˆ x

0
f(s, φ(s))ds.

所以 φ(x)是初值问题的一个解.

1.4 补充内容

该部分的 2、3两个内容在泛函分析或者数学分析 B3课程中会学到，此处不要求掌握.
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1.4 补充内容

1.4.1 Lip条件与局部 Lip条件

定义 1.2 (Lipschitz条件)

♣

设函数 f(x, y)在区域 D内满足

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ L|y1 − y2|,

常数 L > 0.称函数 f(x, y)在区域 D内对 y满足 Lip-条件.

定义 1.3 (局部 Lipschitz条件)

♣

设函数 f(x, y)在区域G上连续，求对于区域内任意一点 (x0, y0)，存在一个矩形Q，使得 (x0, y0) ∈
Q ⊂ G，且在 Q内满足 Lipschitz条件，此时称函数 f(x, y)在区域 D内对 y满足局部 Lip-条件.

注自然从函数 x2 + y2来看，对 y有连续的偏导数，因此满足局部 Lip条件，但是在 R上对 y不满足

全局 Lip条件.

定理 1.3 (有界闭集合中局部 Lip和全局 Lip的等价性)

♥G为有界闭集合，则连续函数 f 满足局部 Lip条件等价于满足全局 Lip条件.

证明 全局 Lip即得局部 Lip，只需要证明局部 Lip可以得到全局 Lip.
假设 f 在 G上不满足全局 Lip条件，则对 ∀n，∃ xn 6= yn，满足

|f(xn)− f(yn)| ⩾ n|xn − yn|.

由于 G为紧集，则 ∃{xn}的子列 {xnk
}，xnk

→ x0 ∈ G.

根据子列的选取，{xnk
}应满足：

|xnk
− ynk

| ⩽ |f(xnk
)− f(ynk

)|
nk

→ 0, as k → ∞.

这里利用了 f 在 G上的有界性，故 ynk
→ x0.

f 满足局部 Lip条件，故 ∃ Br(x0), r > 0，f 在 Br(x0) ∩G满足

|f(x)− f(y)| ⩽ L|x− y|.

故

nk ⩽ |f(xnk
)− f(ynk

|
|xnk

− ynk
|

⩽ L.

对较大的 nk 即得矛盾.

1.4.2 Banach不动点定理，压缩映射原理

定义 1.4 (压缩映射)

♣

(X ,d)为度量空间，若从 X 到 X 的映射 T 满足，∃ α ∈ (0, 1)，使得

d(Tx, Ty) ⩽ αd(x, y), ∀ x, y ∈ X.

定理 1.4 (Banach不动点定理，压缩映射原理)

♥完备度量空间到自身的压缩映射一定有不动点，且不动点唯一.
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1.4 补充内容

证明 任取 x0 ∈ X，定义迭代序列

xn+1 = Txn.

则 d(xn+1, xn) = d(Txn, Txn−1) ⩽ αd(xn, xn−1) ⩽ · · · ⩽ αnd(x1, x0).故

d(xn+p, xn) ⩽
p∑

k=1

d(xn+k, xn+k−1) ⩽
p∑

k=1

αn+k−1d(x1, x0) ⩽
αn

1− α
d(x1, x0) → 0, as n→ ∞.

该表达式对任意 p成立，因此 {xn}为基本列.
由 X 的完备性可知，∃ x∗ ∈ X，s.t. d(xn, x∗) → 0，as n→ ∞.

故

d(Tx∗, x∗) ⩽ d(Tx∗, Txn) + d(Txn, xn) + d(xn, x
∗) ⩽ αd(x∗, xn) + d(xn+1, xn) + d(xn, x

∗) → 0.

则 Tx∗ = x∗.

下说明唯一性. 假设 y∗也为不动点，则

d(x∗, y∗) = d(Tx∗, T y∗) ⩽ αd(x∗, y∗).

则 d(x∗, y∗) = 0，有 x∗ = y∗.

1.4.3 Arzela-Ascoli

参考课本 P82页.
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第 2章 第二次习题课讲义

Programmer: Talk is cheap, show me your code!

Mathematician: Talk is cheap, solve the ODE!

注记：本次习题课上讲解的内容包括本讲义第二部分 (作业题)的全部内容，以及第三部分的例题
1，例题 5，例题 7。本讲义中除了第二部分作业题以及第三部分例题 1-例题 3以外的内容均为拓展，本
课程不做要求。

2.1 知识回顾

警告：本节的目的是给出常微分方程的“解”和“积分曲线”的一个确切含义，大家如果学习时

没有感到什么困惑 (比如为什么 dy和 dx可以从求导符号 dy
dx 中脱离独立参与运算？)，就没有必要阅读

本节。把它放在第一部分只是为了和我在习题课上讲的顺序相符。

在课堂上，我们非常熟悉下面形式的方程

y′ = f(x, y),

其中等式两边都是 n维向量，f(x, y)是一个定义在D ⊂ Rn+1中的至少是连续的函数。我们所谓方程的

解是一个定义在某区间 I ⊂ R上的C1(向量值)函数 ϕ ∈ C1(I,Rn)，使得对任意的 x ∈ I，(x, ϕ(x)) ∈ D，

并且满足

ϕ′(x) = f(x, ϕ(x)),

请注意，上面的等式两边都是 n 维向量。这时我们说方程的一条积分曲线，指的便是一个解的图像
Γ(ϕ) ⊂ D。

事实上，我们还可以通过引入 yn+1 = x, y′n+1 = 1来将这个 n维的一阶微分方程化为 n + 1维的

一阶自治微分方程，即等式右端的 f 不依赖于自变量 x，

y′ = f(y),

不过这里等式两边都变成了 n+ 1维向量。

为了不让大家一开始就陷入令人绝望的抽象中，我们用最熟悉的 y′ = f(x, y) 举个例子，其中

等式两边都是在 R1 中。这里我们把它化为自治方程的操作就是令 y1 = y, y2 = x, f1(y1, y2) =

f(y2, y1), f2(y1, y2) = 1。于是原方程等价于下面的 2维一阶自治方程组y
′
1 = f1(y1, y2) = f(y2, y1)

y′2 = f2(y1, y2) = 1

因此，下面我们将总是讨论自治方程 (下面我们还是回到 n维方程的情况，这里一般 n ⩾ 2)。我
们先引入一些标准的定义来描述上面的情景。

定义 2.1
设 U ⊂ Rn是一个开集，我们说 U 上的一个向量场，是指一个连续的映射

X : U → Rn, p 7→ X(p) = X1(p)
∂

∂x1
+ · · ·+Xn(p)

∂

∂xn
.



2.1 知识回顾

♣

其中X1(p), · · · , Xn(p)是 U 上的 n个连续函数， ∂
∂x1 , · · · , ∂

∂xn 是 Rn中的一组基 ( ∂
∂xi 对应 Rn中

只有第 i个分量为 1，其余分量为 0的向量)。我们把 U 上所有向量场的集合记作 X(U)。

定义 2.2

♣

设 U ⊂ Rn是一个开集，我们说 U 上的一条 (正则)参数曲线，是指如下的 C1映射

γ : (a, b) → U, t 7→ γ(t)

并且满足对于任意的 t ∈ (a, b)，γ′(t) 6= 0。

这里“正则”指的就是 γ的切向量 γ′(t)处处不为 0，我们下面总是要求这点而省略“正则”二字。

定义 2.3

♣

设 U ⊂ Rn是一个开集，U 上的一个微分 1-形式是指如下的连续映射

ω : U → Rn, p 7→ ω(p) = ω1(p)dx
1 + · · ·+ ωn(p)dx

n.

其中 ω1, · · · , ωn是 U 上的 n个连续函数，dx1, · · · , dxn是 Rn中的 (另)一组基。我们把 U 上所

有微分 1-形式的集合记作 Ω1(U)。

这里在定义向量场和微分 1-形式时用到了 Rn中的两组基，即 ∂
∂x1 , · · · , ∂

∂xn 和 dx1, · · · , dxn。同学
们可以不去追究后面这组基究竟指的是哪些向量，以及这两组基的关系。实际上，这两组基 (因此向量
场在一点的取值和微分 1-形式在一点的取值)是生活在不同的线性空间中的，这两个线性空间互为对
偶空间，但是它们都同构于 Rn，同学们可以 (暂时)忽视这些细节。

定义 2.4

♣

设 U ⊂ Rn是一个开集，γ : (a, b) → U 是 U 上的一条参数曲线，ω ∈ Ω1(U)是 U 上的一个微分

1-形式。我们称微分形式 ω在映射 γ 下的拉回γ∗ω为如下的 (a, b)上的一个微分 1-形式 (我们用
t表示 R上的坐标)

γ∗ω =

(
n∑

i=1

ωi(γ(t)) · (γi)′(t)

)
dt,

其中 γ1, · · · , γn是 γ 的 n个分量。

用刚刚定义的术语，我们说一个常微分方程是指如下的方程

γ′(t) = X(γ(t)),

其中 γ : (a, b) → U 是待求的一条参数曲线，X ∈ X(U)是一个向量场。有时我们也加上一个初值条件

γ(0) = p ∈ U。
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
所以，一个常微分方程就和一个向量场一一对应。现在我们现在可以给积分曲线一个

新的定义。

定义 2.5

♣

设 U ⊂ Rn是一个开集，X ∈ X(U)是一个向量场。如果一条参数曲线 γ : (a, b) → U 满足

γ′(t) = X(γ(t)),

那么我们称参数曲线 γ 为向量场 X 的一条积分曲线。
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2.1 知识回顾

由于我们总是考虑正则参数曲线的情形，所以我们的定义不包含“奇解”，比如 γ(t) = p ∈ Rn 恒

为常数的解。

不过，这样定义的积分曲线是一个映射，而不是我们通常想象的几何对象，这有时会给我们带来

一些麻烦。比如我们经常遇到如下形式的方程 (比如柳斌书上定义 2.1中的方程)，

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (x, y) ∈ U ⊂ R2

首先要正确解释这个方程的含义：等式左边是一个 U 上的微分 1-形式 ω，我们要找到一条 U 中的

“积分曲线”，使得 ω“限制”在这条“积分曲线”上是 0。如果用参数曲线的语言来说，就是寻找

γ : (a, b) → U, t 7→ γ(t) = (x(t), y(t))，使得

γ∗ω =
(
P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t)

)
dt = 0.

可是很明显，这里有两个待定函数 x(t), y(t)，却只有一个方程，所以是定不下来 γ(t)的。事实上，我

们这里参数化的选取是不重要的，也就是即使变换参数化后，这个方程仍然成立。具体来说，如果 γ̃ :

(c, d) → U, t 7→ γ̃(t) = (x̃(t), ỹ(t))是另一个参数化，我们假设 γ 和 γ̃ 都是单射 (根据曲线的切向量不
为 0，通过缩小 (a, b)和 (c, d)这总是可以办到的)，并且 Im(γ) = Im(γ̃)，那么

γ−1 ◦ γ̃ : (c, d) → (a, b)

是一个 C1-同胚 (这里需要 γ 和 γ̃ 都是正则曲线，利用反函数定理可以说明这里 γ−1 ◦ γ̃ 是 C1 的，感

兴趣的同学可以尝试证明)。简单的计算表明，

(γ−1 ◦ γ̃)∗(γ∗ω) = P (x̃(t), ỹ(t))x̃′(t) +Q(x̃(t), ỹ(t))ỹ′(t) = γ̃∗ω,

从而可见 γ∗ω = 0当且仅当 γ̃∗ω = 0。

从这个例子我们可以看出，“积分曲线”应当是一个 (与参数化选取无关的)几何对象，它应该是
Im(γ)而不是映射 γ 本身。为此我们引入下面的定义。

定义 2.6

♣

我们称M ⊂ Rn是一个 d维子流形，如果对于任意的 p ∈M，都存在开集 U ⊂ Rn，V ⊂ Rn以

及微分同胚 Φ : U → V，使得

Φ(M ∩ U) = V ∩ (Rd × {0}).

对于 p ∈M，我们定义M 在 p点处的切空间TpM 为下面的线性空间 (这是 Rn的线性子空间)

TpM = {γ′(0) | γ : (−ε, ε) →M, γ(0) = p, γ ∈ C1}.

定义 2.7

♣

设 ω ∈ Ω1(U)是一个 R2中开集 U 上的一个微分 1-形式。对于常微分方程

ω = 0,

我们称它的积分曲线是一个 1维的子流形 Γ ⊂ U，使得

ι∗ω = 0,

其中 ι : Γ → U 是嵌入映射 (我们通常说 ω限制在 Γ上是 0)。

(1)利用子流形的语言，我们可以重述隐函数定理如下。设 Ω ⊂ Rn 是开集，f : Ω → Rm 是一个

C1的映射。如果对任意的 p ∈ f−1(0)，rank(df(p)) = m，那么 f−1(0)是一个余维数 (=背景空间维数
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2.2 习题讲解

−子流形维数)为m的子流形。于是隐函数定理将是一个决定子流形 (积分曲线)的有力工具。
(2)这里的定义只包含了 n = 2的场景，这时因为一般使一个微分 1-形式等于 0的东西是一个余 1

维的子流形，只有 n = 2时余维数为 1的子流形同时是维数为 1的子流形，所以只有 n = 2时才会出

现由微分 1-形式定义的方程。

我们直观上可以认为 1维子流形是一个在每个点的局部看都像是一条曲线的东西。事实上，每一个
1维子流形在局部上都由之前定义的参数曲线所给出，也就是对于任意的 p ∈ Γ，都存在开集 U ⊂ Rn，

以及参数曲线 γ : (a, b) → U，使得 Γ ∩ U = Im(γ)。此时子流形在 p处的切空间 TpΓ就是局部参数化

的切向量 γ′(γ−1(p))生成的 1维子空间。而且在这个局部上，我们可以认为 ι∗ω = γ∗ω。

令人开心的是，我们这里通过“子流形”的定义其实可以部分涵盖上面用参数曲线的定义。之所

以说是“部分涵盖”，是因为正则参数化的图像未必是一个子流形，比如参数化的像集可能出现“自交

点”，另一个著名的反例是环面上的无理稠密曲线 (可以参考柳斌书的 8.4节)。出现这些问题的本质原
因大概是局部上的分析性质不能决定整体上的拓扑性质，不过我们这里不细究这些。

定义 2.8

♣

设 U ⊂ Rn是一个开集，X ∈ X(U)是一个向量场，Γ ⊂ U 是一个 1维子流形。我们称向量场X

与子流形 Γ相切，指的是对于任意的 p ∈ Γ，有X(p) ∈ TpΓ。此时，我们也称 Γ是向量场X 的

一条积分曲线。

第一眼看，好像子流形与向量场相切只是保证了局部参数化的 γ′(t) = α(t)X(γ(t))，其中我们可

以假设 α(t) > 0(> 0不是本质的，我们要用 6= 0)，不过我们总可以通过调整子流形 Γ的局部参数化使

得这里的 α(t) = 1，从而与之前将参数曲线作为积分曲线的定义相符。

定理 2.1

♥

设 U ⊂ Rn是一个开集，X ∈ X(U)是一个向量场，Γ ⊂ U 是一个与X 相切的 1维子流形。那么

对于任意的 p ∈ Γ，存在开集 U ⊂ Rn，以及参数曲线 γ : (a, b) → U，使得 Γ ∩ U = Im(γ)，并

且 γ′(t) = X(γ(t))。

证明 先随便取一个 Γ的局部参数化 γ̃ : (a, b) → U，假设 γ̃′(t) = α(t)X(γ̃(t))，其中 α(t) > 0。我们令

ϕ : (a, b) → (0, c), t 7→ ϕ(t) =

ˆ t

a
α(s) ds,

其中 c =
´ b
a α(s) ds。于是 ϕ是C1的双射，且导数 ϕ′(t) = α(t) > 0，于是根据反函数定理，ϕ−1 : (0, c) →

(a, b), s 7→ ϕ−1(s)也是 C1 的，并且 (ϕ−1)′(s) = 1
α(ϕ−1(s))

。我们考虑参数化 γ = γ̃ ◦ ϕ−1 : (0, c) → U，

它满足

γ′(s) = γ̃′(ϕ−1(s))
1

α(ϕ−1(s))
=
α(ϕ−1(s))X(γ̃(ϕ−1(s)))

α(ϕ−1(s))
= X(γ(s)).

作为总结，我们有 3种关于积分曲线的 (不完全等价的)定义：
作为解函数的图像——优点是直观，缺点是涵盖的范围太小；

作为参数曲线——优点是直观，缺点是参数化的选取不唯一，以及参数化未必能得到几何上具有

良好结构的图形；

作为与给定向量场相切的子流形——优点是定义了一个几何对象，而不依赖于具体的参数化，而

且基本上能够涵盖上面两种定义，缺点是所有事情只能在局部上讨论，而且不直观。
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2.2 习题讲解

2.2 习题讲解

2.2.1 作业部分

� 练习 2.1(P27 2(2)) 求解微分方程 y′ = ya，其中 a =
1

5
, 1, 2，并作出积分曲线的草图。

解当 a =
1

5
时，y(x) = 0, x ∈ R是特解，通解计算如下

y−1/5dy = dx =⇒ 5

4
y

4
5 = x+ C =⇒ y = ±

(
4

5
(x+ C)

) 5
4

, x ⩾ C,

这里 C 为任意实数。还可以注意到将零解与通解拼接便得到 R上的解。
当 a = 2时，y(x) = 0, x ∈ R是特解，通解计算如下

y−2dy = dx =⇒ −1

y
= x+ C =⇒ y =

−1

x+ C
, x 6= −C,

这里 C 为任意实数。

当 a = 1时除零解仍是特解外，
dy

y
= dx =⇒ log |y| = x+ C =⇒ y = ±ex+C ,

于是通解为

y = Cex,

这里 C 为任意实数。

� 练习 2.2(P27 3) 设有微分方程
y′ = f(y),

其中 f(y)在 y = a的某个邻域内连续，且 f(y) = 0当且仅当 y = a。证明：对于直线 y = a上任一点

(x0, a)，该方程满足条件 y(x0) = a的解存在且唯一的充要条件为∣∣∣∣ˆ a±ε

a

1

f(y)
dy

∣∣∣∣ = +∞,

其中 ε是任意正数。

证明 由于 y = a显然是初值问题的解，我们只要证明 y = a是唯一的解等价于反常积分发散。

一边的证明是标准的。如果反常积分发散，且存在一个不恒为 a的解 y(x)，这是一个定义在 x0邻

域 (x0 − δ, x0 + δ)上的 C1函数且不妨设存在 x1 ∈ (x0, x0 + δ)使得 y(x1) > a (请注意，这里的不妨实
际上取了四种情况中的一个)，我们令

x2 = sup{x ∈ [x0, x1] | y(x) = a},

根据 y(x)的连续性知 x2 < x1，并且根据 x2的定义，y(x)在 (x2, x1]上是恒大于 a的。再注意到 f(y)

在 y > a上是不为零的 (实际上根据我们的不妨，它是恒正的)，从而 y′(x) = f(y(x)) > 0即 y(x)在

(x2, x1]上是严格递增的，根据反函数定理，y(x)具有 C1的反函数。现在在 (x2, x1]上我们有
y′(x)

f(y(x))
= 1,
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2.2 习题讲解

对两边在 [ξ, x1]上积分，其中 ξ ∈ (x2, x1)，并且利用换元得到

x1 − ξ =

ˆ x1

ξ
1dx =

ˆ x1

ξ

y′(x)

f(y(x))
dx =

ˆ y(x1)

y(ξ)

dy

f(y)
,

现在令 ξ → x+2，上式左边极限是 x1 − x2，而右边是发散的，这便得到了矛盾。

为了证明另一边，我们不妨假设 0 <
´ a+ε
a

1
f(y)dy < +∞。定义函数

X(y) = x0 +

ˆ y

a

1

f(t)
dt, y ∈ [a, a+ ε].

我们有 X(y) 在 [a, a + ε] 上连续，在 (a, a + ε) 上 C1，并且 X(a) = x0，X ′(y) =
1

f(y)
> 0。根据

反函数定理，存在 X(y)的反函数 Y (x)满足在 [x0, X(a + ε)]上连续，在 (x0, X(a + ε))上 C1，并且

Y (x0) = a，

Y ′(x) =
1

X ′(Y (x))
= f(Y (x)), x ∈ (x0, X(a+ ε)).

令 x→ x+0，得到

lim
x→x+

0

Y ′(x) = lim
y→0+

f(y) = 0,

这表明 Y (x)实际上在 [x0, X(a+ ε))上是 C1的。从而 Y (x)是初值问题不恒为 a的解，矛盾。

注对于一般的函数 F (x, y)，我们不能认为 F (x, y) = 0确定了一条过 (x0, y0)(这里 F (x0, y0) = 0)的
“曲线”(通常是我们要找的积分曲线)，因为这里 F 的定义域未必是包含 (x0, y0)的开集，我们无法直

接使用隐函数定理得到结果。比如这道题中使用“分离变量后两边积分”的办法得到的函数是

F (x.y) =

ˆ y

a

1

f(t)
dt− x+ x0, (x, y) ∈ R× [a,∞),

方程初始条件对应的点 (x0, a)位于 F 定义域的边界上。我们这里的推导是高度依赖 F 的具体形式的。

我们有下面这个经典的反例 (可以参考第一次习题课讲义)：

y′ = xf(y), y(0) = 0,

其中

y(x) =

−√
y, y ⩾ 0

√
−y, y < 0

这里积分
´ y
0

1
f(t)dt = −2

√
|y|是收敛的，于是“分离变量后两边积分”得到的函数

F (x, y) =

ˆ y

0

1

f(t)
dt−

ˆ x

0
xdx = −2

√
|y| − 1

2
x2, (x, y) ∈ R2

是良好定义的。但 F (x, y) = 0 不能确定一条过原点 (0, 0) 的积分曲线，因为只有一个点 (0, 0) 满足

F (x, y) = 0。事实上该方程满足初值 y(0) = 0的解是唯一的，只有零解。

� 练习 2.3(P32 2) 求出微分方程
y′ sin 2x = 2(y + cosx)

的当 x→ π

2
时仍有界的解。
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2.2 习题讲解

解由于问题在 π
2 的局部，我们先在 (0, π2 )上求解。对于 y(x) ∈ C1((0, π2 ))满足方程

⇐⇒ y′(x)− 2

sinx
y(x) =

2 cosx

sin 2x

⇐⇒
(
e
−
´ x
π/4

2
sin 2s

ds
y(x)

)′
= e

−
´ x
π/4

2
sin 2s

ds · 2 cosx
sin 2x

⇐⇒
(
y(x)

tanx

)′
=

cosx

sin2 x

⇐⇒ y(x) = tanx

(
C +

ˆ x

π/4

(
− 1

sin s

)′
ds

)
⇐⇒ y(x) = C tanx− 1

cosx
, x ∈ (0,

π

2
)

易见只有 C = 1时才能保证 y(x)在 x→ π
2 时有界 (此时 lim

x→π/2
y(x) = 0)。

同理，在 (π2 , π)上求解，得到相同的表达式。上面的计算表明，题目中要求的解限制在
π
2 的一个

空心邻域内一定形如

y(x) = tanx− 1

cosx
.

不难验证，如果补充定义 y(π2 ) = 0，则得到的在 π
2 邻域内定义的解 y(x)是 C1的。综上，我们得到题

目中要求的解在 π
2 的一个邻域内一定是

y(x) =


tanx− 1

cosx
, x near

π

2
, x 6= π

2

0, x =
π

2

� 练习 2.4(P33 4) 求出微分方程 y′ = 2y cos2 x− sinx的周期解。

解周期解一定是在 R上定义的解 (因为我们总考虑在一个区间上定义的解)。于是我们在 R上求解方
程：对于 y(x) ∈ C1(R)

⇐⇒
(
e−
´ x
0 2 cos2 sdsy(x)

)′
= −e−

´ x
0 2 cos2 sds sinx

⇐⇒ e−x− sin 2x
2 y(x) = C −

ˆ x

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

⇐⇒ y(x) = ex+
sin 2x

2

(
C −

ˆ x

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

)
, x ∈ R

下面我们断言如下事实： 对于满足解的局部唯一性的 (比如 f 对于 y 是局部 Lipschitz 的) 方程 y′ =

f(x, y)，其中 f 对于 x以 ω为周期，即 f(x+ ω, y) = f(x, y)，对任意的 (x, y) ∈ R2。那么方程的任一

周期解 y(x) ∈ C1(R)一定也以 ω为周期。

上述事实的证明：假设 y(x)是一个周期解，y(x + ω)也是解。由于周期解 y(x)的最大最小值一

定能被取到，即存在 x1, x2 ∈ R使得

y(x1 + ω) ⩽ y(x1), y(x2 + ω) ⩾ y(x2).

于是存在 x3 ∈ R使得
y(x3 + ω) = y(x3).

根据解的唯一性知 y(x+ ω) = y(x)，对于任意的 x ∈ R。
回到本题，根据上面的事实，我们只要要求 y(x)以 2π为周期，即

y(x+ 2π) = y(x), x ∈ R,
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2.2 习题讲解

而这又等价于

y(2π) = y(0).

于是我们可以确定

C = e2π
(
C −

ˆ 2π

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

)
,

即

C =
1

1− e−2π

ˆ 2π

0
e−s− sin 2s

2 sin sds.

综上，方程的周期解为

y(x) = ex+
sin 2x

2

(
1

1− e−2π

ˆ 2π

0
e−s− sin 2s

2 sin sds−
ˆ x

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

)
.

注 (1)如果我们要求 y(0) = y(2πn)，可以得到

C =
1

1− e−2πn

ˆ 2πn

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

=
1

1− e−2πn

n∑
k=1

ˆ 2πk

2π(k−1)
e−s− sin 2s

2 sin sds

=
1

1− e−2πn

n∑
k=1

e−2π(k−1)

ˆ 2π

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

=
1

1− e−2πn

1− e−2πn

1− e−2π

ˆ 2π

0
e−s− sin 2s

2 sin sds

=
1

1− e−2π

ˆ 2π

0
e−s− sin 2s

2 sin sds.

得到的结果相同。

(2)在 (1)中令 n→ ∞，可以得到 (容易验证下面的反常积分存在)

C =

ˆ ∞

0
e−s− sin 2s

2 sin sds.

于是解也可以被表达为

y(x) = ex+
sin 2x

2

ˆ ∞

x
e−s− sin 2s

2 sin sds.

(3) 两个周期函数之和未必是周期函数 (当然，当它们周期相同时显然是对的)。事实上可以证明：
对于周期分别为 T1 和 T2 的连续函数 f1(x)和 f2(x)，如果 T1

T2
/∈ Q并且它们不具有相同的正周期，那

么 f1 + f2一定不是非常值的周期函数。

上述结论的证明：留作习题 hhh。

� 练习 2.5(P33 5) 假设连续函数 f(t)满足 |f(t)| ⩽M, t ∈ R。证明：微分方程
dx

dt
+ x = f(t)

在 −∞ < t < +∞上只有一个有界解；进一步，如果 f(t)是周期函数，那么这个有界解也是周期的。
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2.2 习题讲解

证明 有界解一定是 (可以)定义在 R上的。对于 y(x) ∈ C1(R)满足方程

⇐⇒ d

dt

(
etx(t)

)
= etx(t)

⇐⇒ x(t) = e−t

(
C +

ˆ t

0
esf(s)ds

)
, t ∈ R

x(t)有界的必要条件是：当 t→ −∞时 (容易验证下面的反常积分存在)，

lim
t→−∞

ˆ t

0
esf(s)ds = −

ˆ 0

−∞
esf(s)ds = −C

即

C =

ˆ 0

−∞
esf(s)ds.

实际上这个条件也是充分的：

|x(t)| ⩽ e−t

ˆ t

−∞
esMds =M.

故唯一的有界解就是

x(t) = e−t

ˆ t

−∞
esf(s)ds.

如果 f(t)以 ω为周期，那么

x(t+ ω) = e−t−ω

ˆ t+ω

−∞
esf(s)ds = e−t−ω

ˆ t

−∞
es+ωf(s)ds = x(t).

即上述有界解也以 ω为周期。

另外一种不解方程的做法是设 x1(t), x2(t)是两个有界解，则 x1(t)− x2(t)满足

d(x1 − x2)

dt
+ (x1 − x2) = 0.

这个一阶线性方程的解要么恒为零，要么无界，于是 x1(t) = x2(t)，即有界解唯一。

当 f(t)以 ω为周期时，x(t+ ω)也是解，于是 x(t+ ω)− x(t)也满足
d(x(t+ ω)− x(t))

dt
+ (x(t+ ω)− x(t)) = 0.

同样的论证表明 x(t+ ω) = x(t)，即上述有界解 x(t)也以 ω为周期。

� 练习 2.6(P96 2) 求初值问题
dy

dx
= x+ y + 1, y(0) = 0

的 Picard序列，并由此取极限求解。

解写出 Picard序列，

y0(x) = 0,

y1(x) =

ˆ x

0
s+ 0 + 1 ds = x+

x2

2
,

y2(x) =

ˆ x

0
s+

(
s+

s2

2

)
+ 1 ds =

(
x+

x2

2

)
+

(
x2

2
+
x2

6

)
,

y3(x) =

ˆ x

0
s+

(
s+

s2

2

)
+

(
s2

2
+
s3

6

)
+ 1 ds =

(
x+

x2

2

)
+

(
x2

2
+
x3

6

)
+

(
x3

6
+
x4

24

)
,

yn+1(x) =

ˆ x

0
s+ yn(s) + 1 ds.
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2.2 习题讲解

于是我们可以归纳证明

yn(x) =

(
x+

x2

2

)
+

(
x2

2
+
x3

6

)
+

(
x3

6
+
x4

24

)
+ · · ·+

(
xn

n!
+

xn+1

(n+ 1)!

)
= 2

(
1 + x+

x2

2
+
x3

6
+ · · ·+ xn

n!

)
− 2− x+

xn+1

(n+ 1)!
.

对于任意的紧区间 [−M,M ] ⊂ R，上式第一项一致收敛到 2ex，最后一项一致收敛到 0，即 {yn}n⩾1 ⊂
C(R)紧一致收敛到 y(x) = 2ex − x − 2。在 Picard序列的定义式中取极限便可以验证 y(x)是方程在

[−M,M ]上的解，这里M > 0是任意的，于是 y(x)便是原方程在 R上的解。

注你能够直接用 Picard定理的结论来说明 {yn}n⩾1紧一致收敛到方程的解吗？

� 练习 2.7(P96 3) 在定理 3.1中，将函数 f(x, y)的条件用下面的条件替代：

|f(x, y)| ⩽ k(x)(1 + |y|),

|f(x, y1)− f(x, y2)| ⩽ k(x)|y1 − y2|,

其中 k(x)是可积函数。假设 f(x, y)是连续函数。证明：存在区间 x0 ⩽ x ⩽ x0 + α，使得 Picard序列
一致收敛到 Cauchy问题 (3.1)，(3.2)的解。

证明 区间的选取首先要使得 Picard序列有定义。沿用定理 3.1中的记号，首先选取 α使得ˆ x0+α

x0

k(s) ds <
b

1 + |y0|+ b
.

下面我们来证明：区间 [x0, x0 +α]上的 Picard序列一定落在矩形区域当中。首先对于 y0(x) = y0这是

显然的。假设 yn−1在 [x0, x0 + α]上始终满足 |yn−1(x)− y0| ⩽ b，那么

|yn(x)− y0| ⩽
ˆ x

x0

|f(s, yn−1(s))| ds ⩽
ˆ x

x0

k(s)(1 + |y0|+ b) ds ⩽ b,

于是在区间 [x0, x0 + α]上，Picard序列是良好定义的。
下面我们来证明 Picard序列的一致收敛性。

|yn+1(x)− yn(x)| ⩽
ˆ x

x0

|f(s, yn(s))− f(s, yn−1(s))| ds

⩽
ˆ x

x0

k(s)|yn(s)− yn−1(s)| ds

⩽
ˆ x

x0

k(s)

ˆ s

x0

k(t)|yn−1(t)− yn−2(t)| dtds

⩽ · · ·

⩽
ˆ x

x0

k(s1)

ˆ s1

x0

k(s2) · · ·
ˆ sn−1

x0

k(sn)|y1(sn)− y0| dsn · · · ds2ds1

⩽ b

n!

(ˆ x0+α

x0

k(s) ds

)n

.

于是
∞∑
n=0

‖yn+1 − yn‖L∞([x0,x0+α]) <∞,

从而根据
(
C([x0, x0 + α]), ‖ · ‖L∞([x0,x0+α])

)
的完备性，{yn}n⩾0一致收敛，且极限是初值问题的解 (利

用 f(x, y)在紧集上的一致连续性)。
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2.2 习题讲解

注 (0) 题目中的“可积”指的是 Lebesgue 可积，而不是 Riemann 可积，从而 k(x) 不必 (在任意小区
间内) 有界。Lebesgue 可积的定义是

´
R |k(x)| ds < ∞，事实上我们可以证明 (利用 Borel-Cantelli 引

理)Lebesgue可积函数在小区间上的积分可以充分小，即对于任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对任意的

x0 ∈ R，我们有
´ x0+δ
x0

|k(x)| dx < ε。Lebesgue积分理论是一套与 Riemann积分理论平行的理论，在这
套理论下可以做积分操作的函数类更广，积分与极限之间的关系更和谐，并且保留了我们对积分的一

些基本要求，比如积分算子
´
仍然是一个连续线性泛函。此外，Lebesgue积分理论相对 Riemann积分

理论的明显优势是在高维空间 Rn做积分时更加自由，而 Riemann积分会被“集合的几何”所束缚住。
此外，Lebesgue 积分可以容易地推广到一般的抽象测度空间 (比如概率空间等等) 以及在任意 Banach
空间中取值的测度 (比如谱投影等等)，因此 Lebesgue积分理论也被称作抽象积分理论。值得一提的是，
这种对积分的推广并不是毫无意义的抽象游戏，利用积分的思想 (来自于 Newton时期对函数图像下方
面积的计算)，我们可以解决更多的问题，比如我们可以在 Lebesgue 积分框架下把级数求和化归为一
种积分，把某种分布频率的信息化为一种积分 (一个例子是Weyl等分布定理，大家可以参考柳斌书的
8.4节)，从而可以将积分里发展的技术 (比如分部积分、微积分基本定理)迁移到其他的问题上。

(1)如果你不想始终担心 yn 是否会跑出 f(x, y)的定义区域，也就是定理 3.1中的矩形区域，可以
将 f 延拓成 [x0 − a, x0 + a]× R上的连续函数，

f̄(x, y) =


f(x, y0 + b), y > b

f(x, y), y0 − b ⩽ y ⩽ y0 + b

f(x, y0 − b), y < y0 − b

这里延拓后的 f̄ 仍然满足 Lipschitz 或者是本题中的第二个条件 (第一个条件在差一个常数倍下也满
足)。这样我们就可以直接定义 Picard序列，然后再去验证 Picard序列是落在原来的矩形区域之中的。

(2)由于这里题目中并没有要求区间的长度，我们有无穷多种放缩的方式。比如要求
´ x0+α
x0

k(s) ds <

1，然后把所有的 |yn(s)− yn−1(s)|放缩成
(´ x0+α

x0
k(s) ds

)n
(1 + |y0|)，然后利用等比级数求和来完成

一致收敛性的证明。

(3)题目中的第一个条件是可以去掉的，这时我们直接用 L∞范数做放缩

|yn+1(x)− yn(x)| ⩽
ˆ x0+α

x0

k(s)|yn(s)− yn−1(s)| ds ⩽
(ˆ x0+α

x0

k(s) ds

)
‖yn − yn−1‖L∞([x0,x0+α]),

选取 α使得
´ x0+α
x0

k(s) ds < 1即可。而且我们在上一次习题课中已经看到，这里区间长度的选取不是

本质的，因为我们可以换一个“压缩范数”来弥补区间长度的不足。

(4)如果 k(s)不可积怎么办？可以参考下面关于 Rosenblatt条件的例题。

2.2.2 补充习题

下面的 7道例题中，1-3题是基础题目的补充 (1-2题是作业题)，大家只需要掌握这些题目。第 4
题我们讨论椭圆方程的径向解，本质上是常微分方程问题，需要的主要技术来自数学分析，在后半学

期学习 Laplace方程的基本解时我们也会做类似的计算。第 5-6题是常微分方程的有趣应用举例，其中
第 6题关于反函数定理的证明是标准的。第 7题探究了常微分方程的解集结构，其中三小问的计算是
基本的，注记里的内容仅供感兴趣的同学阅读。

问题 2.1(Rosenblatt条件)
考虑初值问题

y′ = f(x, y), y(0) = y0,
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2.2 习题讲解

其中函数 f(x, y)在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a, −∞ < y < +∞上连续，且满足

|f(x, y)− f(x, z)| ⩽ q

x
|y − z|,

这里 q (0 < q < 1)为常数。证明：该初值问题的解在区间 [0, a]上是存在且唯一的。

证明 首先我们证明唯一性：假设存在两个 [0, a]上的解 y1(x), y2(x) ∈ C1([0, a])，我们要证明 y1(x) =

y2(x), x ∈ [0, a]。

假设存在 x0 ∈ (0, a)，y1(x0) 6= y2(x0)，那么我们找到最后一次相遇的地方 x1 = sup{x ∈ [0, x0] |
y1(x) = y2(x)}.根据 y1(x), y2(x)的连续性，0 ⩽ x1 < x0。x1 > 0的情况很容易，因为 f(x, y)在远离

x = 0的地方已经是 Lipschitz了，可以直接用 Picard定理的唯一性部分导出矛盾，细节留给大家完成。
下面我们考虑 x1 = 0的情形，也就是对任意的 0 < x < x0，y1(x) 6= y2(x)。

这里关键的观察是 y1(s)− y2(s)在 [0, a]上是 C1的且在 0处为 0，于是 1
s (y1(s)− y2(s))也是 [0, a]

上的连续函数。于是根据方程，我们有
|y1(x)− y2(x)|

x
⩽ 1

x

ˆ x

0
|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))| ds

⩽ 1

x

ˆ x

0
q
|y1(s)− y2(s)|

s
ds

⩽ q

x

ˆ x

0
sup

s∈[0,a]

|y1(s)− y2(s)|
s

ds

= q sup
s∈[0,a]

|y1(s)− y2(s)|
s

再在左边取 sup，就得到了

sup
x∈[0,a]

|y1(x)− y2(x)|
x

⩽ q sup
x∈[0,a]

|y1(x)− y2(x)|
x

,

由于 q < 1，这表明 y1(x)和 y2(x)在区间 [0, a]上只能恒等！

有许多同学希望利用 Gronwall不等式直接证明解的唯一性，也就是

|y1(x)− y2(x)| ⩽
ˆ x

0

q

s
|y1(s)− y2(s)| ds, x ∈ [0, a]

然后直接用 Gronwall不等式，得到

|y1(x)− y2(x)| ⩽ 0 · e
´ x
0

1
s
ds=0.

上面红色等号成立的原因是什么？(同学们可以尝试，即使你在 δ > 0处截断去估计，依旧证不出来为

0)。不过，其实这里等于 0的结论是对的，但需要重新证明！我们令

F (x) =

ˆ x

0

q

s
|y1(s)− y2(s)| ds,

于是得到微分不等式

F ′(x) ⩽ q

x
F (x), x ∈ (0, a] ⇐⇒

(
x−qF (x)

)′ ⩽ 0, x ∈ (0, a].

于是

x−qF (x) ⩽ lim
ε→0

ε−q

ˆ ε

0

q

s
|y1(s)− y2(s)| ds = lim

ε→0
ε1−q

(
1

ε

ˆ ε

0

q

s
|y1(s)− y2(s)| ds

)
= 0.

注意最后一个等号用到了大括号里面是有界的并且 q < 1！这样就说明了 F (x) = 0, x ∈ [0, a]，从而

y1(x) = y2(x), x ∈ [0, a]。
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2.2 习题讲解

存在性的证明也有很多，首先上面的计算实际上表明了

T : B → B, y 7→ (Ty)(x) =

ˆ x

0
f(s, y(s)) ds

在范数 ‖y‖ = sup
x∈[0,a]

|y(x)x |下是压缩映射 (压缩系数是 q < 1)，其中 B = {y ∈ C([0, a]) | ‖y‖ < ∞}，这

是一个 Banach空间 (请验证这一点！)。于是当 y0 = 0时，利用 Banach不动点定理就得到了存在唯一
性。这里要求 y0 = 0是因为 B 中的函数一定满足 y(0) = 0，对于一般的初值 y0 ∈ R，把 f(x, y)替换

成 f(x, y0 + y)，再把得到的解 y(x) ∈ B 加上 y0就是原初值问题的解。

也可以使用解的延伸定理证明存在性。根据延伸定理 (实则糅合了 Peano定理)，存在区间 I ⊂ [0, a]

上的解 y(x)，满足 y(x)的图像

Γ(y) = {(x, y) ∈ D = [0, a]× R | y = y(x)}

不落在 D的任意紧集之中。下面我们证明这个解的定义区间一定是全区间 [0, a]。

如若不然，假设这个解的定义区间是 I = [0, x0) ⊂ [0, a](为什么我们不考虑 I 是闭区间的情况？)，
我们要说明 y(x)在这个区间上是有界的，从而 Γ(y)落在D的一个紧集之中，与 y(x)的选取矛盾。一

般情况下我们要证明方程的解是有界/无界的，可以考虑使用 Gronwall不等式控制解的增长。这里我们
有

|y(x)| ⩽ |y(δ)|+
ˆ x

δ
|f(s, y(s))|ds

⩽ |y(δ)|+
ˆ x

δ
|f(s, y(s))− f(s, 0)|+

ˆ x

δ
|f(s, 0)|ds

⩽
(
|y(δ)|+

ˆ a

0
|f(s, 0)|ds

)
+

ˆ x

0

q

δ
|y(s)|ds

其中 0 < δ < x0 是一个固定的数使得当 x < δ 时 |y(x)|是有界的 (注意上面的式子是在 x ⩾ δ 时成立

的)。利用 Gronwall不等式，便得到了

|y(x)| ⩽
(
|y(δ)|+

ˆ a

0
|f(s, 0)|ds

)
e

q
δ
x, x ∈ [0, x0)

从而就证明了 y(x)在 [0, x0)是有界的。

注 (1)如果 y(x)的存在区间是 [0, a)怎么办？上面的证明有什么问题？

(2)使用 Picard迭代也可以证明 [0, a]上解的存在性，请大家自行尝试。

问题 2.2(解从开区间到闭区间的延伸)
假设函数 f(x, y)在闭区域 0 ⩽ x ⩽ a, −∞ < y < +∞上连续。记 ϕ(x, ξ)是微分方程 y′ = f(x, y)

满足初始条件 ϕ(0, ξ) = ξ的解。进一步，假设 ϕ(x, ξ)在区间 [0, x̄)上存在，x̄ < a。证明下列三个结论

之一成立：

(1) lim
x→x̄−0

ϕ(x, ξ)有限，此时解 y = ϕ(x, ξ)可以延伸至 x = x̄;
(2) lim

x→x̄−0
ϕ(x, ξ) = +∞;

(3) lim
x→x̄−0

ϕ(x, ξ) = −∞。
证明 我们先考虑 ϕ在 [0, x̄)上有界的情形，假设它的图像落在 [0, x̄]× [−b, b]中，其中 b是一个很大的

正数，那么 f(x, y)在上面是有界的，记

M = sup
(x,y)∈[0,x̄]×[−b,b]

|f(x, y)|.
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2.2 习题讲解

于是，ϕ在 [0, x̄)上是一致连续 (Lipschitz连续)的：

|ϕ(x1)− ϕ(x2)| ⩽
ˆ x2

x1

M dx =M |x1 − x2|.

于是极限 lim
x→x̄−

ϕ(x)存在 (利用Cauchy收敛准则)，我们就把这个极限定义为 ϕ在 x̄处的值，这样就把 ϕ

延拓到了 [0, x̄]上。这样得到的延拓自然是连续的，而且还是C1的，因为 lim
x→x̄−

ϕ′(x) = lim
x→x̄−

f(x, ϕ(x)) =

f(x̄, ϕ(x̄))极限存在 (你应该知道如何从此看出 ϕ在 [0, x̄]上是 C1的)。
下面我们证明，如果当 x→ x̄−时，ϕ(x)既不趋于正无穷、也不趋于负无穷，那么它是有界的。根

据我们的假设，存在B > 0使得 ϕ的图像会反复进入 [0, x̄]× [−B,B]中，仔细来说，对于任意的 δ > 0，

存在 x ∈ (x̄− δ, x̄)，使得 ϕ(x) ∈ [−B,B]。我们记

M2B = sup
(x,y)∈[0,x̄]×[−2B,2B]

|f(x, y)|,

并且取 δ = B
M2B
，我们找到这个 x ∈ (x̄ − δ, x̄)，使得 ϕ(x) ∈ [−B,B]。但是对于任意的 y ∈ (x, x̄)，

ϕ(y) ∈ [−2B, 2B] (为什么？请用反证法/比较定理写清楚)，这就说明 ϕ是有界的。

注这道题不需要使用延伸定理。延伸定理的作用是给出了定义在极大 (当方程有局部唯一性的时候实
际上是最大)区间上解的特征，也就是解的图像不会停留在定义域D的任意一个紧集之中 (黑话：延伸
到边界)。而定义在极大区间上的解的存在性是平凡的，我们用 Zorn引理构造就可以了 (当方程有局部
唯一性的时候不需要 Zorn引理)。

问题 2.3(22赵班，mid)
考虑方程

dx

dt
= k(t)− x2，其中 k(t)是 R上的连续函数，且 1 ⩽ k(t) ⩽ 2。

(a)证明：若 x(0) ⩾ 0，则解在 [0,+∞)上存在。

(b)若 x1(0) ⩾ 0, x2(0) ⩾ 0，证明：

lim
t→+∞

|x1(t)− x2(t)| = 0.

证明 (a)根据解的延伸定理，存在方程的解 x(t)满足 x(0) = 0，并且它的图像不落在 R2 中的任何一

个紧集之中。假设 x(t)的存在区间是 [0, a)，其中 a < +∞。我们等下证明：存在M > 0，使得在存在

区间 [0, a)上，0 ⩽ x(t) ⩽M，于是 x(t)的图像落在了 [0, a]× [0,M ]之中，而这是一个 R2中的紧集，

矛盾！于是 x(t)的存在区间是 [0,+∞)。

现在我们证明可以取M = max{x(0) + 1, 2}。如果存在 t1 > 0，使得 x(t1) > M，令

t2 = inf{t ∈ [0, t1] | x(t) ⩾M},

很明显 0 < t2 < t1，x(t2) =M，并且当 t < t2时，x(t) ⩽M，于是

x′(t2) = lim
h→0+

x(t2)− x(t2 − h)

h
⩾ 0,

但是根据方程

x′(t2) = k(t2)− (x(t2))
2 ⩽ 2− 4 = −2,

这就得到了矛盾！x(t) ⩾ 0的证明也是类似的，请同学们自行完成。

(b)由于 f(t, x) = k(t)−x2在 R2上有连续的对 x偏导数，于是方程的解具有唯一性，所以我们不

妨假设 x1(t) > x2(t)，对任意的 t ⩾ 0。此时我们观察 x1(t)− x2(t)满足的方程
d

dt
(x1(t)− x2(t)) = (x2(t))

2 − (x1(t))
2 = (x1(t) + x2(t))(x2(t)− x1(t)).
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2.3 补充内容

经过分析可以知道存在 ε > 0，使得对于充分大的 t > 0，有 x1(t) + x2(t) > ε，这就得到
d

dt
(x1(t)− x2(t)) ⩽ −ε(x1(t)− x2(t)),

这就说明了 lim
t→+∞

|x1(t)− x2(t)| = 0。

2.3 补充内容

问题 2.4(Rn中椭圆方程的径向解)
在这个题目中，我们希望证明 (非线性)椭圆方程在 BR = {x ∈ Rn | |x| ⩽ R} ⊂ Rn中的径向解是

存在唯一的，即存在唯一的径向函数 u ∈ C2(BR)满足方程

∆u = f(|x|, u), u(0) = u0,

其中 f(r, z)是定义在 [0, R]× R上的连续函数，并且对 z ∈ R满足 Lipschitz条件。所谓 u是径向函数

指的是对任意的 g ∈ O(n) (一般正交群)，都有 u(g · x) = u(x)。

(1) 证明：对任意的 x ∈ Rn，存在 g ∈ O(n)，使得 g · x = (|x|, 0) ∈ R× Rn−1。

(2) 证明：对于 BR 上的径向函数 u，存在唯一的 [0, R]上的函数 y，使得 u(x) = y(|x|)，对任意的
x ∈ BR。

于是我们要寻找的径向解 u 就与一个 [0, R] 上的函数 y 相对应，下面我们还要对应它们的正则

性。

(3) 证明：对于 BR 上 C2 的径向函数 u ∈ C2(BR)，它对应的 [0, R] 上的函数也是 C2 的，即 y ∈
C2([0, R])且满足 y′(0) = 0。

(4) 证明：对于 [0, R]上的函数 y ∈ C2([0, R])，如果 y′(0) = 0，那么它对应的径向函数 u ∈ C2(BR)。

于是我们要寻找的 C2 径向解 u ∈ C2(BR)就与一个 [0, R]上的 C2 函数 y ∈ C2([0, R])相对应，

下面我们还要对应它们满足的方程。

(5) 证明：对于径向解 u(x) = y(|x|)，关于 u ∈ C2(BR)的椭圆方程

∆u = f(|x|, u), u(0) = u0

等价于关于 y ∈ C2([0, R])的常微分方程 (我们用 r表示 y的定义域 [0, R]上的坐标)

y′′ +
n− 1

r
y′ = f(r, y), y′(0) = 0, y(0) = u0.

值得注意的是，这是一个奇异初值问题，也就是在 r = 0处方程本身是没有定义的。

(6) 证明：上面关于 y ∈ C2([0, R])的二阶常微分方程等价于一个关于 y ∈ C([0, R])的如下形式的积

分方程

y(r) = u0 +

ˆ r

0
k(r, s)f(s, y(s)) ds.

其中“核函数”k(r, s)是一个定义在三角形区域 0 ⩽ s ⩽ r ⩽ R上的连续函数。

(7) 我们研究如下的 Volterra积分方程。设 K(r, s, z)是定义在 0 ⩽ s ⩽ r ⩽ a, z ∈ R上的连续函数，
并且满足关于 z ∈ R的 Lipschitz条件

|K(r, s, z1)−K(r, s, z2)| ⩽ L|z1 − z2|.

证明：Volterra积分方程
y(r) = y0 +

ˆ r

0
K(r, s, y(s)) ds
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2.3 补充内容

存在唯一的定义在 [0, a]上的解 y ∈ C([0, a])。

(8) 验证 (6)中得到的积分方程就是一个 Volterra型方程，再利用 (7)的结论，证明 (6)中的积分方程
存在唯一的解 y ∈ C([0, R])，进而完成证明。

证明
(1) 这是显然的。(你需要利用一个线性代数的结论：一个模长为 1的行向量可以被扩充成一个正交
矩阵。)

(2) 定义 y(x) = u(x, 0)，其中 x ∈ [0, R]。根据 (1)，对于任意的 x ∈ BR，y(|x|) = u(|x|, 0) = u(g ·x) =
u(x)。唯一性是显然的。

(3) y ∈ C2([0, R])是显然的。

y′(0) = lim
x→0+

y(x)− y(0)

x
= lim

x→0

u(x, 0)− u(0)

x
= lim

x→0

u(−x, 0)− u(0)

−x
= lim

x→0

u(x, 0)− u(0)

−x
其中最后一个等号处使用了 u(x, 0) = u(−x, 0)。于是 y′(0) = 0。

(4) 注意到 u在BR上是 x 7→
√
x21 + · · ·+ x2n与 y的复合，于是 u ∈ C(BR)，并且 u ∈ C2(BR−{0})。

下面我们要证明 u ∈ C2(BR)。在 BR − {0}上，我们有 (用 r表示 |x| =
√
x21 + · · ·+ x2n)

∂u

∂xi
(x) = y′(r)

xi
r
.

可见当 x → 0时， ∂u
∂xi

(x) → 0 (因为 y′(0) = 0)。这就表明 y ∈ C1(BR) (为什么？)。类似地，在
BR − {0}上，我们有

∂2u

∂xi∂xj
(x) =

y′(r)

r
δij +

(
y′′(r)− y′(r)

r

)
xixj
r2

.

可见当 x → 0时， ∂2u
∂xi∂xj

(x) → y′′(0)δij (注意到根据 y′(0) = 0，我们有 lim
r→0

y′(r)
r = y′′(0)，所以

后面那项趋于 0)。这就表明 y ∈ C2(BR) (为什么？)。
(5) 如果 u ∈ C2(BR)满足椭圆方程，且 u(x) = y(|x|) = y(r)，那么

∆u(x) =
n∑

i=1

∂2u

∂x2i
(x) = y′′(r) +

y′(r)

r
(n− 1) = f(r, y(r)), r ∈ (0, R]

y(0) = u(0) = u0，y′(0) = 0已经在 (3)中证过。
反之，如果 y ∈ C2([0, R])满足

y′′ +
n− 1

r
y′ = f(r, y), y′(0) = 0, y(0) = u0.

那么在 x ∈ BR − {0}上有 ∆u(x) = f(|x|, u(x)) (还是上面的计算)。在 x = 0处，我们对上面的

计算式取 x→ 0的极限即得

∆u(0) = f(0, u0) = f(0, u(0)).

(6) 如果 y ∈ C2([0, R])满足微分方程，那么

r1−n
(
rn−1y′(r)

)′
= y′′(r) +

n− 1

r
y′(r) = f(r, y(r)).

于是积一次分可以得到

rn−1y′(r) =

ˆ r

0
sn−1f(s, y(s)) ds,

其中我们利用了 lim
r→0

rn−1y′(r) = 0。再积一次分得到

y(r) = u0 +

ˆ r

0
t1−n

ˆ t

0
sn−1f(s, y(s)) dsdt,
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2.3 补充内容

其中我们利用了
∣∣∣t1−n

´ t
0 s

n−1f(s, y(s))
∣∣∣ ⩽ ´ t0 |f(s, y(s))|ds作为 t的函数是有界的。下面我们交

换积分次序，得到

y(r) = u0 +

ˆ r

0
sn−1f(s, y(s))

ˆ t

s
t1−n dtds,

可见对应于 k(r, s) = sn−1
´ r
s t

1−n dt的 Volterra积分方程 (请大家自己验证 k(r, s)是 0 ⩽ s ⩽ r ⩽
R上的连续函数)。
反之，如果 y ∈ C([0, R])满足积分方程，我们容易得到 y ∈ C2((0, R])以及 y(0) = u0，下面的关

键是证明 y ∈ C2([0, R])并且 y′(0) = 0。首先对积分方程求一次导得到

rn−1y′(r) =

ˆ r

0
sn−1f(s, y(s)) ds, r ∈ (0, R]

做换元 s 7→ rs，得到
y′(r)

r
=

ˆ 1

0
sn−1f(rs, y(rs)) ds.

可见当 r → 0时，y′(r) → 0，从而 y ∈ C1([0, R])，y′(0) = 0，而且 lim
r→0

y′(r)
r = f(0,u0)

n 。对积分方

程求两次导得到对应的微分方程

y′′(r) +
y′(r)

r
(n− 1) = f(r, y(r)), r ∈ (0, R]

令 r → 0，得到

lim
r→0

y′′(r) =
f(0, u0)

n
,

这就证明了 y ∈ C2([0.R])并且 y′′(0) =
f(0, u0)

n
。

(7) 在 C([0, a])上赋予范数

‖y‖ = sup
r∈[0,a]

|y(r)|e−2Lr,

于是 (C([0, a]), ‖ · ‖)是一个 Banach空间。考虑如下映射

T : C([0, a]) → C([0, a]), y 7→ (Ty)(r) = y0 +

ˆ r

0
K(r, s, y(s)) ds.

这是一个压缩映射，因为

|(Ty1)(r)− (Ty2)(r)| ⩽
ˆ r

0
|K(r, s, y1(s))−K(r, s, y2(s))| ds

⩽
ˆ r

0
L|y1(s)− y2(s)|e−2Lse2Ls ds

⩽ ‖y1 − y2‖L
ˆ r

0
e2Ls ds

⩽ ‖y1 − y2‖
e2Lr

2
.

于是

‖Ty1 − Ty2‖ ⩽ 1

2
‖y1 − y2‖.

利用 Banach不动点定理，存在唯一的 y ∈ C([0, a])使得 Ty = y，即

y(r) = y0 +

ˆ r

0
K(r, s, y(s)) ds.

(8) 在 (6) 中得到的积分方程对应于积分核为 K(r, s, z) = k(r, s)f(s, z) 的 Volterra 积分方程。其中
Lipschitz条件来源于 f(s, z)对 z ∈ R的 Lipschitz条件以及 k(r, s)的有界性。根据 (7)，这个关于
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2.3 补充内容

y ∈ C([0, r])的积分方程的解是存在唯一的，于是关于 y ∈ C2([0, R])的微分方程的解是存在唯

一的，最后关于 u ∈ C2(BR)的椭圆方程的径向解是存在唯一的。

注 (1)一般的 Volterra积分方程能够化为微分方程吗？乍一看来 Volterra积分方程很不自然，因为积分
核 K 以及积分限中都含有自变量 x，不过根据 (6)中的计算我们知道，这里积分核中的 x通常来源于

将二阶微分方程化为积分方程过程中对二重积分的换序。

(2)在 (6)中利用 Picard迭代也可以得到 Volterra积分方程解的存在唯一性，请大家自行尝试。
(3)如果我们去掉 f(r, z)满足的 Lipschitz条件，同时要求 |f(r, z)| ⩽ L(r)(1 + |z|)，其中 L(r) ∈

C([0, a])，那么利用Peano定理 (的证明)我们也能得到BR上径向解的存在性 (要在第 (7)步中用Schauder
不动点定理代替 Banach不动点定理)。

问题 2.5(利用常微分方程证明恒等式)
试证明恒等式：

∞∑
n=1

1

n2
(
2n
n

) =
π2

18
.

证明 我们把两个数相等视为两个函数在某点处的值相等，进而如果我们能证明这两个函数恒等，那么

命题也就得证了。

我们令

f(x) =
∞∑
n=1

x2n

n2
(
2n
n

) ,
简单的计算表明右端幂级数的收敛半径是 2，于是 f(x)是一个 B(0, 2)上定义的光滑函数。我们下面

观察 f(x)满足的微分方程。

f ′′(x) =
∞∑
n=1

2n(2n− 1)x2n−2

n2
(2n)!

n!n!

=
∞∑
n=1

x2n−2

(2n− 2)!

(n− 1)!(n− 1)!

= 1 +
∞∑

m=1

m2x2m

m2
(
2m
m

) .
上面我们故意没有消去 m2 是因为如果没有分子上的 m2 那么右端就是 1 + f(x)了！不过现在还差一

点。我们观察到 x d
dxx

2m = 2mx2m，于是(
x
d

dx

)2

x2m = 4m2x2m,

从而我们得到了 f(x)满足的微分方程

f ′′(x) = 1 +
1

4

(
x
d

dx

)2

f(x) = 1 +
1

4
x2f ′′(x) +

1

4
xf ′(x),

整理得

f ′′(x) +
x

x2 − 4
f ′(x) =

4

4− x2
.

这时一个关于 f ′(x)的一阶线性方程，此外初值条件是 f ′(0) = 0, f(0) = 0。

直接求解这个方程，得到

f(x) = 2
(
arcsin

x

2

)2
,

代入 x = 1即可。
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注 (1)我们也可以把上面的所有函数视为 C上的函数，我们带入 x =
√
−1，得到

∞∑
n=1

(−1)n

n2
(
2n
n

) = 2

(
arcsin

√
−1

2

)2

= · · · .

你觉得这里到复数的推广有什么问题？

(2)初值问题
f ′′(x) +

x

x2 − 4
f ′(x) =

4

4− x2
, f ′(0) = 0, f(0) = 0

的解唯一吗？我们如何保证解出来的 f(x)就是我们想要的
∑∞

n=1
x2n

n2(2n
n
)
？(事实上这个问题也许从复变

函数的观点看会更容易回答。关于复变函数的常微分方程理论跟我们课堂上学习的基本是平行的，比

如我们依然可以用相同的手段证明 Picard存在唯一性定理，只不过要在全纯函数空间H(Ω)上操作。等

大家学习了复分析之后可以再来思考这个问题。)
(3)我们也可以尝试用类似的方法证明 Bassel恒等式

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

该如何定义函数 f(x)？计算过程中遇到什么问题？

问题 2.6(利用常微分方程证明反函数定理)
Rn中的反函数定理的陈述如下：Ω ⊂ Rn是一个非空开集，f : Ω → Rn是 Ω上的 C1映射。如果

存在 x0 ∈ Ω使得 df(x0)(f 在 x0 处的 Jacobi矩阵)可逆，那么存在 x0 的开邻域 U ⊂ Ω，f(x0)的开邻

域 V ⊂ Rn，使得 f |U : U → V 是 C1同胚。

本题中我们希望使用常微分方程的一般理论 (初值问题解的存在性、唯一性、解对初值及参数的可
微依赖性等)来给出反函数定理的证明。

(1) 证明：f 在 x0的某个邻域内是单射。

(2) 我们将映射 f 在 x0处局部写成 (为了简化记号，我们就认为这个局部是 Ω)

f(x) = y0 + df(x0)(x− x0) + r(x), x ∈ Ω,

其中我们记 f(x0) = y0。证明：r : Ω → Rn是 C1的映射，r(x0) = 0，并且在 x ∈ Ω处的微分为

dr(x) = df(x)− df(x0),

从而在 x0的附近，dr(x)非常小。

(3) 证明：r(x) = o(x− x0)，即对于任意的 ε > 0，存在 x0的邻域，使得 r(x)在这个邻域上有

|r(x)| ⩽ ε|x− x0|.

(4) 我们现在考虑一族函数 {ft : Ω → Rn}t∈[0,1]，

ft(x) = f(x0) + df(x0)(x− x0) + t · r(x), x ∈ Ω.

假设存在 x0的开邻域 U ⊂ Ω，f(x0)的开邻域 V ⊂ Rn，以及一族 C1的映射 {gt : V → U}t∈[0,1]
使得 ft(gt(y)) = y对任意的 y ∈ V (也就是说 gt是相应 ft的反函数)。现在固定一个 y ∈ V，并且

记 gt(y) = x(t)，证明：x(t)作为 [0, 1]上的函数满足

y = y0 + df(x0)(x(t)− x0) + t · r(x(t)), t ∈ [0, 1].

(5) 如果我们进一步假设 (4)中的 x(t)是 C1的，证明 x(t)满足方程

(df(x0) + t · dr(x(t))) · dx
dt

= −r(x(t)), x(0) = x0 + (df(x0))
−1 · (y − y0).
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根据 (2)中的想法，dr(x(t))应当是很小的矩阵，而 df(x0)是可逆的，于是 (df(x0) + t · dr(x(t)))
也应该是可逆的，从而上面的方程应该等价于

dx

dt
= − (df(x0) + t · dr(x(t)))−1 · r(x(t)), x(0) = x0 + (df(x0))

−1 · (y − y0).

至此，我们从假设存在反函数 (族)出发，得到了不同 t ∈ [0, 1]时 ft对应的反函数 gt在一个固定

的 y ∈ V 处取值 gt(y) = x(t)应该满足的方程。下面我们希望证明这个方程的解的确在 [0, 1]上

是存在的，从而得到要找的反函数。我们令

F (t, x) = − (df(x0) + t · dr(x))−1 · r(x), (t, x) ∈ [0, 1]× U,

其中 U ⊂ Rn 是 x0 的一个开邻域，使得对任意的 t ∈ [0, 1]，任意的 x ∈ U，(df(x0) + t · dr(x))
是可逆的。

(6) 证明：存在 y0 = f(x0)的邻域 V 使得上述初值问题对于任意的 y ∈ V 存在 [0, 1]上的解 x(t) ∈
C1([0, 1])。于是通过考虑 y 7→ x(1)，我们便得到了 f1 = f 的一个局部上的反函数。(提示：利用
(3)中对 r(x)的估计，通过缩小 U 和 V 使得 Peano定理给出的存在区间能够包含 [0, 1]。)

(7) 利用常微分方程解对初值的可微依赖性定理证明上面得到的反函数是 C1的，于是便完成了反函

数定理的证明。

证明
(1) 通过考虑 (df(x0))

−1f(x)，我们可以假设 df(x0) = Id (单位矩阵)。由于 f 是 C1 的，存在 δ > 0

使得对于任意的 x ∈ B(x0, δ)，‖df(x)− Id‖ ⩽ 1
2。于是对于任意的 x1, x2 ∈ B(x0, δ)，我们有

|f(x1)− f(x2)− (x1 − x2)| =
∣∣∣∣ˆ 1

0
(df((1− t)x1 + tx2)− Id)(x2 − x1) dt

∣∣∣∣
⩽
ˆ 1

0
‖df((1− t)x1 + tx2)− Id‖|x2 − x1| dt

⩽ 1

2
|x2 − x1|.

另一方面

|f(x1)− f(x2)− (x1 − x2)| ⩾ |x2 − x1| − |f(x1)− f(x2)|,

于是

|f(x1)− f(x2)| ⩾
1

2
|x1 − x2|.

这就证明了 f 在 B(x0, δ)上是单射。

(2) 这是显然的。
(3) 根据 (2)，我们有

|r(x)| =
∣∣∣∣ˆ 1

0
dr((1− t)x0 + tx)(x− x0) dt

∣∣∣∣ ⩽ ˆ 1

0
‖dr((1− t)x0 + tx)‖|x− x0| dt,

在 x0的附近 ‖dr((1− t)x0 + tx)‖可以任意小。
(4) 这是显然的。
(5) 在 (4)中得到的式子两边对 t求导即可。

(6) 总结一下，现在我们要研究初值问题

x′(t) = F (t, x(t)), x(0) = x0 + (df(x0))
−1 · (y − y0)
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2.3 补充内容

我们要证明这个初值问题存在 [0, 1]上的解。我们选取 V 比较小使得对于任意的 y ∈ V，

|x(0)− x0| = |x0 + (df(x0))
−1 · (y − y0)| ⩽

δ

2
,

其中 δ > 0是一个待定的常数，此外根据 (1)，我们可以假设 f 在 B(x0, δ)上是单射。我们在矩

形 [0, 1]×B(x0, δ)上应用 Peano定理，得到存在 [0,min{ δ
2M , 1}]上的解，其中

M = sup
(t,x)∈[0,1]×B(x0,δ)

|F (t, x)|.

根据 (3)中的结果，当 δ比较小时，可以使得对于任意的 (t, x) ∈ [0, 1]×B(x0, δ)有

‖df(x0) + t · dr(x)‖ ⩽ ‖df(x0)‖
2

,

并且

|F (t, x)| = | (df(x0) + t · dr(x))−1 · r(x)| ⩽ 2|r(x)|
‖df(x0)‖

<
δ

2
.

于是
δ

2M
> 1,

也就得到了在 [0, 1] 上解的存在性，并且对任意的 y ∈ V，所得到的解 x(t) 在 t = 1 处的值

x(1) ∈ B(x0, δ)。我们最后选取 U ′ = B(x0, δ) ∩ f−1(V )。

至此我们已经构造了 g1 : V → U ′ 满足 f(g1(y)) = y，对任意的 y ∈ V。再结合 f 在 U ′ 上是单

射，这就表明 g1是 f 的在 U ′上的反函数。

(7) 已经没有更多要说的了。

注总结一下，这里的核心想法是通过构造一族映射 {ft}t∈[0,1] 来将原始的 f = f1 与简单的 f0 (它是线
性、可逆的！)联系起来，而且这种联系是“连续的”，进而使用常微分方程的理论将 t = 0时的结果

“延伸到”t = 1时的结果 (对应于以 t = 0时为初值，定义在 [0, 1]区间上的解)。这个想法在偏微分方
程中也有重要应用 (连续性方法的雏形)，之后有机会可以再谈。

问题 2.7(常微分方程的解集结构)
在这个问题中，我们希望探究一般的常微分方程的解集结构。所谓解集的“结构”指的是它作为

集合以外附加的东西，比如线性空间结构、拓扑结构、光滑结构等。

(1) 求解方程
y′′′ = 0,

证明它的解集等同于 3维实线性空间 R3。

(2) 求解方程
y′√
1− y2

= 1,

证明它的解集等同于圆圈 S1。

(3) 求解方程
y′′ + 3y′y + y3 = 0,

证明它的解集等同于 (微分同胚)二维实射影空间 RP2。(提示：做如下的预设1，y(x) = P ′(x)
P (x)。为

1这里的“预设”对应于英文文献中的 ansatz。它的大意是当我们无法给出问题的全部答案时，我们先考虑一定形式的特殊解
(比如幂级数解法、分离变量法等)，而且幸运的是，很多情况下这些特殊解实际上给出了问题全部的解。
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2.3 补充内容

什么这个预设是合理的？)

证明
(1) 显然方程的解集是

{P (x) = a+ bx+ cx2 | a, b, c ∈ R},

即所有次数不超过 2的实系数多项式，这显然同构于 R3。

(2) 这个方程的解为
y(x) = sin(x+ C), C ∈ R

可见当 C1 − C2 ∈ 2πZ时，对应同一个解，于是方程的解集是 R/2πZ ' S1。

(3) 令 y(x) = P ′(x)
P (x)，带入方程，利用Mathematica计算得到 (请同学们动手计算一下)

y′′ + 3y′y + y3 = 0 ⇐⇒ P ′′′(x)

P (x)
= 0 ⇐⇒ P ′′′(x) = 0.

根据 (1)，P (x) = a+ bx+ cx2，a, b, c ∈ R不全为 0，于是方程的解为

y(x) =
b+ 2cx

a+ bx+ cx2
.

由于 a, b, c成比例放缩不改变解，所以实际上方程的解定义在 R3 − {0}/ ∼上，其中

(a1, b1, c1) ∼ (a2, b2, c2) ⇐⇒ ∃λ 6= 0, (a1, b1, c1) = λ(a2, b2, c2)

这就是 RP2。

这个预设是合理的，因为我们可以从 y(x) = P ′(x)
P (x) 中反解出 P (x) (一阶线性方程)。

注 (1)我们简要说明一下上述方程是如何构造出来的。我们从 y(n) = 0出发，这个方程的解空间是标

准的 Rn，也就是不超过 n− 1次多项式的 n− 1个独立的系数。如果我们希望方程的解在系数成比例

放大或缩小时保持不变，也就是定义在 RPn−1上，最自然的方式便是考虑使 y(x) = P ′(x)
P (x) 作为方程的

解，其中 P (x)就是 y(n) = 0的解。从这里反解出来 y(x)并带入原来 P (x)满足的方程便可以得到一个

解集是 RPn−1的方程 (同学们可以试一下 (3)中的方程就是 n = 3时这样构造的结果，n = 1, 2时太平

凡，n > 3时又难以想象，所以我也找不到其他更好的例子)。更一般的，RPn−1 可以视为 R× 作用在

Rn 上得到的商空间 (对应解的系数成比例放缩保持解不变)，那么我们也可以尝试其他的群作用在 Rn

上得到的商空间，比如平移、旋转等等，不过一般是很难和方程的解对应起来的 (你可以想象什么样的
解是在系数的平移/正交变换下不变的？)。

(2)之前有同学提问为什么书上关于“通解”的定义是

det

(
∂(y(x), y′(x), · · · , y(n−1)(x))

∂(C1, C2, · · · , Cn)

)
6= 0, x ∈ I

其中 I ⊂ R 是方程解的定义区间。从上面的例子可以看出，我们一般可以把一个 n 阶常微分方程的

解集想象成一个 n 维的 C1-流形 M，我们姑且称作是“解流形”。M 上通常有一族 (用 I 作为指标

集)天然的 (整体)坐标卡，我们就叫做“取值坐标卡”y 7→ (y(x), y′(x), · · · , y(n−1)(x))。而我们的通解

(C1, C2, · · · , Cn) 7→ y ∈ M 也是一些坐标卡，我们就叫做“通解坐标卡”(这些坐标卡通常不能单独覆
盖整个解流形，也就是一个通解一般给不出方程的所有解)。不难发现，上面通解定义中的条件正是通
解坐标卡与那些取值坐标卡之间的转移映射是 (局部)C1同胚的条件 (反函数定理)，从而保证了这些坐
标卡之间是相容的，它们共同决定了解流形M 上的一个微分结构。这就给出了一个关于通解定义的几

何解释。(当然还有更朴素的解释，也就是可以把 C1, C1, · · · , Cn 用 y(x), y′(x), · · · , y(n−1)(x)解出来，
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2.3 补充内容

可以参考书上的例 1.4，例 1.5，例 1.6。)
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第 4章 第四次、第六次习题课讲义

4.1 幂级数解法

写在前面：本部分会作为考试中计算部分的选考题之一，掌握了或许是多一种选择？

我们已经讨论了诸多方程的求解, 如在第二章给出的一阶线性方程以及特殊的一阶方程，第五章
给出的常矩阵高阶线性微分方程组、高阶常系数微分方程，我们已经给出了它们的一般算法以及显式

解. 但对于绝大部分的方程,并不存在如此普适的解法,也并不能做到给出显示解,我们在第一次习题课
已经告诉大家，最简单的一阶非线性方程 Ricatti方程若未知一个特解，没有普适性的解法. 这时我们
希望退而求其次,给出它们的级数解. 既然要将函数写为级数形式,自然避不开解析这一概念:

定义 4.1 (解析)

♣

设 U 为 Rn 中区域, f : U → R为光滑函数. 称 f 在 p = (p1, · · · , pn) ∈ U 处解析,是指在 p的某

个邻域内, f 可以展开成收敛幂级数

f(x1, · · · , xn) =
∑

α=(α1,··· ,αn)∈Nn

λα(x1 − p1)
α1 · · · (xn − pn)

αn .

注函数在某点解析,则必然光滑,这是由于幂级数在收敛半径内是内闭一致收敛的,一致收敛对于求导
与无穷求和换序拥有良好的性质,而多项式显然是无穷可微的;反之未必,请看下面的例题 1.1.
例题 4.1(光滑性与解析性) 考虑函数 f(x) = x−2e−

1
x (x > 0), 0(x ⩽ 0),则 f(x)在 x = 0处光滑但不解

析,此时 (4.1.1)的解为 y(x) = e−
1
x (x > 0), 0(x ⩽ 0),它在 x = 0处也是光滑但不解析. 该两个问题的证

明可以参考史济怀老师《数学分析教程》上册 P206类似的证明,思路为证明导数为 P ( 1x)e
−1/x 类似的

形式,则 0处光滑且任意阶的导数为 0. 由于若该函数能展开为幂级数的形式,则一定为 Taylor级数,故
该级数不收敛于该函数,该函数不解析.

4.1.1 Cauchy定理

首先简要讨论 Cauchy问题
dy

dx
= f(x, y), y(x0) = y0. (4.1.1)

在 (x0, y0) 附近可以用幂级数法求解的条件. 首先我们希望解保持解析的性质, 那么方程的右端函数
f(x, y) 也应保证解析的性质, 此时称微分方程也是解析的. 例题 1.1 说明: 如果 f 在某点附近不解析,
即使 f 光滑, (4.1.1)的解也可以不解析,也说明了我们确实需要 f(x, y)的解析性. 另一方面,如果 f 在

(x0, y0)附近解析,我们自然希望初值问题 (4.1.1)的解也能保持解析性质.

幸运的是，该结果确实是成立的，以下为 Cauchy在 1840年左右证明的理论.为了方便书写,此处
考虑 y为函数的情形,对于向量情形的证明类似. 全过程的证明请大家参考课本 6.1节详尽的证明.

定理 4.1 (Cauchy定理)

♥

若 (4.1.1)中的函数 f(x, y)在区域 R : |x− x0| < α, |y − y0| < β 上解析,则 Cauchy问题 (4.1.1)
在 x0的附近存在唯一的解析解.



4.1 幂级数解法

证明 证明的核心是引入”优函数”的概念: 对于解析函数 f(x, y) =
∑
aij(x − x0)

i(y − y0)
j ,我们希望

找到找到一个更易于控制和讨论的解析函数 F (x, y) =
∑
Aij(x−x0)i(y− y0)j ,它比 f(x, y)更”优”,即

满足 |aij | ⩽ |Aij |. 我们现在需要做的工作是:
1. 找到满足上述的优函数 F (x, y). 一个合适的优函数为:

F (x, y) =
M

(1− x−x0
a )(1− y−y0

b )
.

其中M,a, b > 0为某常数,且 0 < a < α, 0 < b < β.

则 F (x, y)在区域 |x− x0| < a, |y − y0| < b上优于 f(x, y).
证明: 设 f(x, y)在区域 |x− x0| < α, |y − y0| < β 可以展开为

f(x, y) =

∞∑
i,j=0

aij(x− x0)
i(y − y0)

j .

则 ∀ 0 < a < α, 0 < b < β,均有数项级数
∞∑

i,j=0

|aij |aibj

收敛,故存在常数M，使得 |aij | ≤ M
aibj

, ∀i, j.
考虑级数

∞∑
i,j=0

M

aibj
(x− x0)

i(y − y0)
j .

由于在区域 |x − x0| < a, |y − y0| < b上,
∑∞

i=0
(x−x0)i

ai
与
∑∞

j=0
(y−y0)j

bj
均绝对收敛,由数项级数

乘积收敛的 Cauchy定理可知,
∞∑

i,j=0

M

aibj
(x− x0)

i(y − y0)
j =M

∞∑
i=0

(x− x0)
i

ai
·

∞∑
j=0

(y − y0)
j

bj
=

M

(1− x−x0
a )(1− y−y0

b )
.

因此

F (x, y) =
M

(1− x−x0
a )(1− y−y0

b )

确实为 f(x, y)的优函数.
2. 证明 F (x, y)对应的 Cauchy问题 y′ = F (x, y), y(x0) = y0 在局部存在解析解,具体而言,在区间

|x− x0| < ρ上存在解析解 y = y(x),常数 ρ = a(1− e−b/2aM ).

证明: 注意到对于 F (x, y)的方程为可分离变量的方程,直接求初值问题的解,对两边同时积分,ˆ y

y0

1− y − y0
b

dy =

ˆ x

x0

M

1− x−x0
a

dx.

即
b

2

(
1− y − y0

b

)2 − b

2
= aM In(1− x− x0

a
).

进一步化简为

y = y0 + b− b[1 +
2aM

b
In(1− x− x0

a
)]

1
2 .

由于 |x− x0| < ρ < a, In(1− x−x0
a )可以展开为 x− x0的幂级数,且

|2aM
b

In(1− x− x0
a

)| < 1,

而 |s| < 1时, (1 + x)
1
2 可以展开为幂级数,因此 y可以被展开为幂级数.
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4.1 幂级数解法

3. 给出 (4.1.1)的形式解, 这里的形式解即为不考虑敛散性的前提下给出的级数解, 从形式解的构造
即可说明解的唯一性. 并证明 (2)中初值问题的解也是此时求出的形式解的优函数,进而形式解确
实是收敛的,于是证明了存在性. 具体而言：
f(x, y)已在 R上展开为如下幂级数：

f(x, y) =

∞∑
i,j=0

aij(x− x0)
i(y − y0)

j .

做初值问题 (4.1.1)的形式幂级数解：

y(x) = y0 +

∞∑
i=1

ci(x− x0)
i. (4.1.2)

直接计算可知：

c1 = y′(x0) = f(x0, y0) = a00;

c2 =
1

2!
y(2)(x0) =

1

2!
(f ′x(x0, y0) + f ′y(x0, y0)y

′(x0)) =
1

2!
(a10 + a01a00).

而考虑级数的一般项 aij(x− x0)
i(y − y0)

j ,只有对 x求 i次导,对 y求 j 次导后在 (x0, y0)处的导

数非 0,且为值 i!j!aij ,因此可知 ck 均可以被 aij 所表达,按照如此的方式唯一确定了形式幂级数
解 (4.1.2).
另一方面, cm 最终的形式应该为关于 aij 的多项式,且多项式的系数为正数 (均由求导所得,仅与
标号有关!). 接下来考虑初值问题

dy

dx
= F (x, y), y(x0) = y0.

F (x, y)的定义见 (1),且已经证明 F (x, y)为 f(x, y)的优函数,将其展开为幂级数则有

F (x, y) =

∞∑
i,j=0

Aij(x− x0)
i(y − y0)

j .

且 |aij | ⩽ |Aij |, ∀ i, j.做该初值问题的形式幂级数解：

y(x) = y0 +

∞∑
m=1

Cm(x− x0)
m.

和初值问题 (4.1.1)类似的分析, Cm最终的形式应该为关于 Aij 的多项式,且多项式的系数为正数,因此
|cm| ≤ |Cm| = Cm,故

∑∞
m=1Cm(x− x0)

m为
∑∞

m=1 cm(x− x0)
m的优级数.

由 (2)的结论,该形式解在区间 |x − x0| < ρ上收敛,因此该区域上
∑∞

m=1 cm(x − x0)
m 亦收敛,形

式解确实为初值问题 (4.1.1)的解,这样就证明了存在性,则命题证毕.

上述定理完全可以推广到一阶方程组的情形, 这启发我们把幂级数解法推广至高阶方程. 我们知
道: 首一的二阶线性方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0可以写为一阶方程组y

′
1(x) = y2

y′2(x) = −p(x)y2 − q(x)y1

若 p(x), q(x)在 x0附近解析,则由 Cauchy定理可得上述方程组在 x0附近也存在解析解,这也就说明首
一的二阶线性方程存在解析解. 因此根据定理 1.1(Cauchy定理),我们直接可以得到：
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4.1 幂级数解法

定理 4.2 (首一二阶齐次方程解析解的存在唯一性)

♥

对于方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (4.1.3)

其中 p(x), q(x)在区间 |x− x0| < r上解析,则方程在区间 |x− x0| < r上有收敛的幂级数解

y =
∞∑
n=0

cn(x− x0)
n,

其中 c0, c1为任意常数,其由初始条件决定.

注该定理的证明由定理 1.1即得,但是需要注意解的存在区间. 注意到该方程等价的微分方程组为y
′
1(x) = y2

y′2(x) = −p(x)y2 − q(x)y1

其中函数 y1 与 y2 均在 R上解析,因此在定理 1.1的推导过程中 β 为无穷,可推出在 |x − x0| < r上均

存在解析解.
例题 4.2(20宁班, mid) 给出方程 x′′ + x sin t = 0的 O(t6)的通解.
解设方程的幂级数解为 x(t) =

∑∞
i=0Cit

i,由于 sin t展开为 Taylor级数为
∑∞

j=0
(−1)j

(2j+1)! t
2j+1,代回原方

程可得
∞∑
i=0

Cii(i− 1)ti−2 +
∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)!
t2j+1

∞∑
i=0

Cit
i = 0.

整理比较系数可得

Ci+2(i+ 1)(i+ 2) +
∑

2j+1+k=i
j,k⩾0

(−1)j

(2j + 1)!
Ck = 0.

写出前面几项系数的递归式如下:

C2 = 0, 6C3 + C0 = 0, 12C4 + C1 = 0, 20C5 + C2 −
C0

6
= 0, 30C6 + C3 −

C1

6
= 0.

求解可得 O(t6)的通解

x(t) = C0 + C1t−
C0

6
t3 − C1

12
t4 +

C0

120
t5 +

C0 + C1

180
t6 + o(t6).

4.1.2 幂级数解法

更进一步,对于方程A(x)y′′+B(x)y′+C(x)y = 0,其中函数A(x), B(x), C(x)均在区间 |x−x0| < r

上解析. 假定 A(x)不为 0,则方程两端同除以 A(x),划归为已知的情形.
注解析为点态的性质,因此考察的实际为 x0 点的邻域上面是否存在解析解,因此此处的限制本质是考
虑 A(x0)是否为 0;同除以 A(x)后仍应该确保 B(x)

A(x) 与
C(x)
A(x) 的解析性.

例题 4.3(Hermite方程) 求解 Hermite方程

y′′ − 2xy′ + λy = 0 (−∞ < x < +∞).

其中 λ为常数.
解设该方程有幂级数解

y =
∞∑
n=0

cnx
n.
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4.1 幂级数解法

带入方程即知
∞∑
n=2

n(n− 1)cnx
n−2 − 2x

∞∑
n=1

ncnx
n−1 + λ

∞∑
n=0

cnx
n = 0.

比较同幂次的系数有：

2c2 + λc0 = 0;

6c3 − 2c1 + λc1 = 0;

n(n− 1)cn − 2(n− 2)cn−2 + λcn−2 = 0.

则

cn+2 =
2n− λ

(n+ 2)(n+ 1)
cn n = 0, 1, 2 · · ·

该表达式即给出了幂级数解的系数.
注当 λ为非负偶数后,该幂级数解成为多项式,称作 Hermite多项式.
例题 4.4(Legendre方程) 求解 Legendre方程

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0.

其中 n为常数.
解 |x| < 1时, −2x

1−x2 = 1
1+x − 1

1−x 与
n(n+1)
1−x2 均为解析的,因此 |x| < 1区域上存在唯一的解析解.

之后的过程即为设出形式解,根据方程求解系数的关系,完整过程见课本 P228.
对于 A(x)在 x0处值为 0的情形,考虑 1.1.3中的广义幂级数解法.

4.1.3 二阶线性方程的广义幂级数解

上文中我们证明了某些二阶线性方程可以使用幂级数法求解. 但如果二阶线性方程

A(x)y′′(x) +B(x)y′(x) + C(x)y(x) = 0 (4.1.4)

无法化为首一且系数函数解析的形式时,幂级数法可能失效. 我们考虑如下两个例子：
例题 4.5考虑微分方程 x2y′′ − 2y = 0的解在点 x = 0附近的性态.
解该方程为 Euler方程，这里只考虑 x > 0时 x = 0附近的性态，令 x = et,则有 d

dt(
d
dt − 1)y− 2y = 0.

该方程具有通解 y = c1e
2t + c2e

−t = c1x
2 + c2

1
x .

1. 一方面，该方程在 x → 0的有界解为 y = cx2，则 y(0) = y′(0) = 0.表明该方程不具有 y(0) =

1, y′(0) = 0的解. Cauchy问题不存在解！这里的 1可以替换为任意非 0的数字.
2. 另一方面， 1

x 在 x→ 0时无界，因此在 x = 0处也不能展开成收敛的幂级数.
例题 4.6考虑微分方程 x2y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0的解在点 x = 0附近的性态.
解设它在 x = 0附近存在非平凡的幂级数解 y(x) =

∑∞
i=0 cix

i,代入可得
∞∑
i=0

cii(i− 1)xi + (3x− 1)

∞∑
i=0

ciix
i−1 +

∞∑
i=0

cix
i = 0 ⇒

∞∑
i=0

(ci(i+ 1)2 − ci+1(i+ 1))xi = 0.

由此可得 ci+1 = (i + 1)ci,因此 ci = i!c0. 因此幂级数解为 y(x) =
∑∞

i=0 c0i!x
i. 若 c0 = 0,即对应零解,

这是平凡的;若 c0 6= 0,则幂级数的收敛半径为零,即级数只在 x = 0处收敛,矛盾!
例题 4.7求微分方程 x2y′′ + xy′ + (x2 − 1

4)y = 0的两个线性无关解.
解令 u(x) = y

√
x，则 u(x)满足：
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4.1 幂级数解法

1. u′ = y′
√
x+ y 1

2
√
x
,

2. u′′ = y′′
√
x+ y′ 1√

x
− 1

4y
1

x
3
2
.

因此 u′′ + u = 0.该方程的线性无关解为 u1 = cosx,u2 = sinx.由此可知原方程的两个线性无关解为

y1 =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
x2k−

1
2 ,

y2 =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+

1
2 .

考察该形式，并不是普通意义下的幂级数. 我们本节的目标就是通过引入所谓广义幂级数来求解
(4.1.4)在正则奇点 x0附近的解. 在幂级数的基础上,如上例我们对指数进行恰当的微操,得到

∞∑
i=0

Ci(x− x0)
i+ρ,

其中 ρ为实常数,则上式称为广义幂级数.ρ称为指标.

定义 4.2 (正则奇点)

♣

设 (4.1.4)可以重写为

(x− x0)
2P (x)y′′ + (x− x0)Q(x)y′ +R(x)y = 0. (4.1.5)

其中 P,Q,R在 x0 附近是解析的,并且满足 P (x0) 6= 0, Q(x0)
2 + R(x0)

2 6= 0,则称 x0 是 (4.1.4)
的一个正则奇点.

我们证明如下核心定理:

定理 4.3

♥(4.1.5)给出的方程在正则奇点 x0附近存在收敛的广义幂级数解.

证明 与 Cauchy定理的证明一样,我们仍旧先给出形式解,再验证形式解确实局部收敛. 设 (4.1.5)在 x0

附近的形式广义幂级数解为

y(x) =
∞∑
i=0

Ci(x− x0)
i+ρ.

自然地要求 C0 6= 0，否则改变指标的定义. 方程 (4.1.5)在局部可以写为

(x− x0)
2y′′(x) + (x− x0)

( ∞∑
i=0

qi(x− x0)
i

)
y′(x) +

( ∞∑
i=0

ri(x− x0)
i

)
y(x) = 0.

将广义幂级数代入,比较系数可得

Ci(i+ ρ)(i+ ρ− 1) +
∑

j+k=i
j,k⩾0

(rj + (k + ρ)qj)Ck = 0.

方便起见,令 f0(ρ) = ρ(ρ− 1) + q0ρ+ r0, fj(ρ) = qjρ+ rj(j ⩾ 1),则上式可写为

C0f0(ρ) = 0, Cif0(ρ+ i) +

i−1∑
k=0

Ckfi−k(ρ+ k) = 0.

为了便于确定系数,我们希望找到合适的 ρ使得 f0(ρ) = 0且 f0(ρ+ i) 6= 0(i ⩾ 1). 这是可以做到的,事
实上,设二次方程 f0(ρ)的两个根为 ρ1, ρ2. 若均为实根,则选取 ρ = max{ρ1, ρ2};若为共轭复根,则选取
ρ = ρ1 或 ρ2 均可. 在如此选取的 ρ下,由递归式可以将 C1, · · · , Ci, · · · 唯一地表示为有关 C0 的形式,
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4.1 幂级数解法

为方便起见，以下不妨设 C0 = 1.
下面我们证明:上述得到的广义幂级数解在局部是收敛的. 首先估计 qj , rj的上界. 设幂级数

∑
qj(x−

x0)
j 和

∑
rj(x− x0)

j 在邻域 |x− x0| < h内收敛,任取 R < h,则存在常数M > 0,使得

|qj | ⩽
M

Rj
, |rj | ⩽

M

Rj
.

由于 ρ已经给定，根据 f 的定义，不妨设M 也使得 |fj(ρ)| ⩽ M
Rj (j ⩾ 1).

其次估计 f0(ρ+ i). 设 f0(ρ)的另一个根是 ρ′,则 ρ+ ρ′ = 1− q0. 将 ρ的定义带入可得

f0(ρ+ i) = (ρ+ i)(ρ+ i− 1) + q0(ρ+ i) + r0 = 2iρ+ q0i+ i2 − i = i(ρ− ρ′) + i2.

记 d = (ρ− ρ′) ⩾ 0,则 |f0(ρ+ i)| ⩾ i(i+ d).
断言: |Ci| ⩽ (MR )i, i = 1, 2, · · · . 利用归纳法证明断言.
对于 i = 1,我们有

|C1| =
|f1(ρ)|

|f0(ρ+ 1)|
⩽ M

R(d+ 1)
⩽ M

R
.

设断言对于 i− 1(i ⩾ 2)成立,那么由递归式可得 (一个马后炮,不妨设M > 2)

|Ci| ⩽
i−1∑
k=0

|Ck|
|fi−k(ρ+ k)|
|f0(ρ+ i)|

⩽
i−1∑
k=0

(
M

R

)k |fi−k(ρ)|+ k|qi−k|
i(i+ d)

⩽
i−1∑
k=0

Mk+1

Ri

k + 1

i(i+ d)
⩽ 1

Ri(i+ d)

i∑
k=1

M j =
M i − 1

Ri(i+ d)

M

M − 1

⩽ 2(M i − 1)

Ri(i+ d)
<

(
M

R

)i

.

断言证毕,因此广义幂级数解 y(x) =
∑
Ci(x− x0)

i+ρ在 x0的一个邻域内收敛.
注这个定理演示了估计系数以证明解析性的一般手法,此后在 PDE部分的 Laplace方程部分也可以利
用类似的手法与梯度估计来证明调和函数的解析性.
下面演示如何利用广义幂级数解法求解变系数的二阶常微分方程.

例题 4.8(赵班，21mid) 用 (广义)幂级数方法求解方程

2xy′′ + (1− 2x)y′ − y = 0.

解设方程的广义幂级数解为 y(x) =
∑∞

k=0Ckx
k+ρ,则有

y′(x) =

∞∑
k=0

Ck(k + ρ)xk+ρ−1, y′′(x) =

∞∑
k=0

Ck(k + ρ)(k + ρ− 1)xk+ρ−2.

代入方程可得
∞∑
k=0

Ck(k + ρ)(2k + 2ρ− 1)xk+ρ−1 −
∞∑
k=0

Ck(2k + 2ρ+ 1)xk+ρ = 0.

即有

C0ρ(2ρ− 1)xρ−1 +
∞∑
k=0

(2k + 2ρ+ 1)(Ck+1(k + ρ+ 1)− Ck)x
k+ρ = 0.

不妨设 C0 = 1. 考虑两种情况:
1. ρ = 0,则 Ck+1(k + 1) = Ck(k ⩾ 0). 因此 Ck = 1

k! ,故一个解为
∑∞

k=0
xk

k! = ex.
2. ρ = 1

2 ,则 Ck+1(k +
3
2)− Ck = 0(k ⩾ 0). 因此 Ck = 2k

(2k+1)!! ,故一个解为
∑∞

k=0
2k

(2k+1)!!x
k+ 1

2 .
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4.2 习题讲解

综上可得方程通解为

y(x) = C1e
x + C2

∞∑
k=0

2k

(2k + 1)!!
xk+

1
2 .

4.2 习题讲解

4.2.1 作业部分

作业部分针对于国庆后三次课的作业，对应课本 5.1与 5.2节.
� 练习 4.1(P173 5.1 T2) 设当 x ∈ (a, b)时,线性方程组 dy

dx = A(x)y+ f(x)中的函数 f(x)不恒为 0,证明
该方程组有且至多有 n+ 1个线性无关解.
证明

1. 首先证明方程组存在 n+ 1个线性无关解.
设该方程对应的齐次方程 dy

dx = A(x)y 的 n 个线性无关解为 φ1(x), φ2(x), · · ·φn(x), 方程 dy
dx =

A(x)y + f(x)具有特解 φ∗.
claim: φ1 + φ∗, φ2 + φ∗, · · ·φn + φ∗, φ∗为 n+ 1个线性无关的解.
考察方程

c1(φ1 + φ∗) + c2(φ2 + φ∗) + · · ·+ cn(φn + φ∗) + cn+1φ
∗ = 0.

即

c1φ1 + c2φ2 + · · ·+ cnφn +
n+1∑
i=1

ciφ
∗ = 0.

若
∑n+1

i=1 ci 6= 0, φ∗ = −1∑n+1
i=1 ci

(c1φ1+ c2φ2+ · · ·+ cnφn),为齐次方程组 dy
dx = A(x)y的解,与 f(x)

不恒为 0矛盾. 故
∑n+1

i=1 ci = 0,进而 c1φ1+ c2φ2+ · · ·+ cnφn = 0.由 φ1(x), φ2(x), · · ·φn(x)的线

性无关性知 ci = 0, ∀ i = 1, 2, · · ·n.故 c1 = c2 = · · · = cn+1 = 0,即φ1+φ
∗, φ2+φ

∗, · · ·φn+φ
∗, φ∗

线性无关,且均为方程 dy
dx = A(x)y + f(x)的解.

2. 再证明不可能存在 n+ 2个线性无关的解.
若 ϕ1(x), ϕ2(x), · · ·ϕn+2(x)为 n+2个线性无关的解,则 ϕ2−ϕ1, · · ·ϕn+2−ϕ1为方程 dy

dx = A(x)y

的 n+ 1个解,下说明这 n+ 1个解也是线性无关的：

考虑方程

d1(ϕ2 − ϕ1) + · · ·+ dn+1(ϕn+2 − ϕ1) = 0.

即

−
n+1∑
i=1

diϕ1 + d1ϕ2 + · · · dn+1ϕn+2 = 0.

由 ϕ1, ϕ2, · · ·ϕn+2 的线性无关性,即知 di = 0, i = 1, 2, · · ·n+ 1,故 ϕ2 − ϕ1, · · ·ϕn+2 − ϕ1 线性无

关.这与齐次方程 dy
dx = A(x)y仅能有 n个线性无关的解矛盾.

综合两点可说明该方程组有且至多有 n+ 1个线性无关解.
注

1. 部分同学只说明了 1、2中的一点.
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4.2 习题讲解

2. 本题中经典的错误是证明了 {φi}ni=1 与 φ∗ 的线性无关性,即说明了结论,然而 {φi}ni=1 甚至不是

非齐次方程的解.
� 练习 4.2(P173 5.1 T3) 证明：向量组 

1

0

0

 ,


x

0

0

 ,


x2

0

0


不可能同时满足任何一个三阶齐次线性微分方程组.
证明 考虑方程

c1


1

0

0

+ c2


x

0

0

+ c3


x2

0

0

 = 0.

则

c1 + c2x+ c3x
2 = 0.

若 c1, c2, c3不全为 0,该次数不超过 2的方程在任意区间上不只有两个解,矛盾.因此该三个向量线
性无关,且均为三阶齐次方程的解,故构成基本解组.
而 ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2

0 0 0

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

与该三个向量构成基本解组矛盾.
注

1. 部分同学的证明中出现了逻辑问题：W = 0不能推出向量组的线性相关性,而定理 5.3中W = 0

可以推出线性相关性建立在该向量组构成一个齐次方程的基解矩阵上, 证明中也用到了 Liouvile
定理. 而线性相关性推W = 0是容易的,利用初等变换对矩阵行列式的改变即得. 我们来看下面
的例子： ∣∣∣∣∣ x2 x|x|

2x 2|x|

∣∣∣∣∣ = 0.

但是 (
x2

2x

)
,

(
x|x|
2|x|

)

在 R上不线性相关,由于 x > 0时, (
x2

2x

)
=

(
x|x|
2|x|

)

而 x < 0时, (
x2

2x

)
= −

(
x|x|
2|x|

)

这实际上是不同区间上线性相关系数不同所引起的.
2. 对于本题还有别的想法：由于矩阵中 0元素较多, 带入方程直接考察 A(x)第一列的性质也可以
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4.2 习题讲解

得出矛盾;取方程初值为 y(1) =


1

0

0

时,对于该初值三个向量组均为满足该初值的解,与解的存

在唯一性矛盾.
� 练习 4.3(P173 5.1 T4) 求解微分方程组

dx

dt
=

2

t
x+ 1,

dy

dt
=

1

t
x+ y.

解第一个方程为仅关于 x的一阶线性方程,可计算得

x = c1t
2 − t.

带入第二个方程,有
dy

dt
=

1

t
(c1t

2 − t) + y.

可解得

y = −c1t− c1 + 1 + c2e
t.

故方程的解为 (
x

y

)
= c1

(
t2

−t− 1

)
+ c2

(
0

et

)
+

(
−t
1

)
.

注
1. 对于系数不为常数的方程,请勿使用神奇的特征值法.
2. 考试中过程应尽量完善, 对于类似本题较为简单的题目, 就算是一阶方程也最好写一些求解的核
心步骤,以免答案错了痛失过程分!考试中解方程过程分一定会占一定的比重,不然每个题直接写
结果, 然后带入验证方程成立就完了显然是不合情合理的. 如果直接写出了基解矩阵, 注意验证
Wronsky的非 0.

3. 对于变系数的二阶线性方程组, 若已知对应齐次方程的一个特解, 可以利用 Liouvile 方程求出另
一个线性无关的特解,即得到齐次方程的通解,再用常数变易法求非齐次方程的特解,进而给出该
方程的通解.如果特解不给的话需要根据方程的结构猜 (樂).

� 练习 4.4(P189 5.2 T1(4)(8)) 求解常系数矩阵线性齐次微分方程组
dy

dx
= Ay

1. A =


1 −1 −1

1 1 0

3 0 1


2. A =


2 −1 −1

2 −1 −2

−1 1 2


解以下呈现了计算该类型方程必要的步骤,考试中请不要省略.

1. det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 1 1 1

−1 λ− 1 0

−3 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ2 − 2λ+ 5).

该方程具有三个一重特征值 λ1 = 1, λ2 = 1 + 2i, λ3 = 1− 2i.
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4.2 习题讲解

(该两步务必不要算错,有部分同学抄错了矩阵.)

对应的特征向量为 ξ1 =


0

1

−1

 , ξ2 =


2i

1

3

 , ξ3 =


−2i

1

3

 .

故基解矩阵为


0 2ie(1+2i)x −2ie(1−2i)x

ex e(1+2i)x e(1−2i)x

−ex 3e(1+2i)x 3e(1−2i)x

 .

写基解矩阵的时候不要忘记乘 e的次幂!

用实部虚部代替复值得到 Φ(x) =


0 −2ex sin 2x 2ex cos 2x

ex ex cos 2x ex sin 2x

−ex 3ex cos 2x 3ex sin 2x

 .

(该步转换对于非齐次方程有极好的简化计算效果,最终呈现的一定需要为实矩阵！此时还应该注
意解被替换为实部列和虚部列,不要错位.)
则方程的通解为 y = Φ(x) · c.
其中 c为任意三维常值向量.
(该步骤也需要加上,才算是完整给出了解的结构.)

2. det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 2 1 1

−2 λ+ 1 2

1 −1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)3.

该方程具有一个三重特征值 λ = 1.

(A− I)3 =


1 −1 −1

2 −2 −2

−1 1 1


3

= 0

取 (A− I)3X = 0的线性无关解为：ξ10 =


1

0

0

 , ξ20 =


0

1

0

 , ξ30 =


0

0

1

 .

(这里的 ξi0表示第 i个向量 × 0次矩阵 A− λI .)

则 ξ11 = (A− I)ξ10 =


1

2

−1

 , ξ21 = (A− I)ξ20 =


−1

−2

1

 , ξ31 = (A− I)ξ30 =


−1

−2

1

 .

ξ12 = (A− I)2ξ10 =


0

0

0

 , ξ22 = (A− I)2ξ20 =


0

0

0

 , ξ32 = (A− I)2ξ30 =


0

0

0

 .

故基解矩阵为 Φ(x) = ex


x+ 1 −x −x
2x −2x+ 1 −2x

−x x x+ 1

 .

方程的通解为 y = Φ(x) · c.
其中 c为任意三维常值向量.

注请严格遵守该解法,部分同学使用了 Jordan型直接求解矩阵 eAx = P eJxP−1,由于基解矩阵在列变
换下仍然为基解矩阵,因此 P−1可以直接忽略,但 P 仍然是要算的. 该方法的计算量远大于定理 5.8给
出的算法,且容易算错.
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4.2 习题讲解

� 练习 4.5(P190 5.2 T2(1) T3(1)) 求解非齐次线性微分方程组

1.


dy

dx
= z + 2ex,

dz

dx
= y + ex.

2.


dy

dx
= z + tan2 x− 1,

dz

dx
= −y + tanx.

解
1. 我们给出两种解法, (a)由于该方程的特殊性, (b)的解法是标准的.

(a). 两个方程相加即得
d(y + z)

dx
= y + z + 3ex.

解得

y + z = (3x+ c1)e
x.

故

z = (3x+ c1)e
x − y.

带入方程 1,即得
dy

dx
= (3x+ c1)e

x − y + 2ex.

可以解得

y =
c1
2
ex + c2e

−x + (
3

2
x+

1

4
)ex.

则

z =
c1
2
ex − c2e

−x + (
3

2
x− 1

4
)ex.

故方程的解可以表示为 (
y

z

)
=

(
ex e−x

ex −e−x

)
· c+

(
(32x+ 1

4)e
x

(32x− 1
4)e

x

)
.

其中 c为任意二维向量.
(b). 考虑方程对应的齐次方程:

d

dx

(
y

z

)
=

(
0 1

1 0

)(
y

z

)
.

记该矩阵为 A. det(λI −A) = (λ+ 1)(λ− 1).

该方程具有两个一重特征值 λ1 = 1, λ2 = −1.

对应的特征向量为 ξ1 =

(
1

1

)
, ξ2 =

(
1

−1

)
.

故基解矩阵为 Φ(x) =

(
ex e−x

ex −e−x

)
,则 Φ−1(x) = 1

2

(
e−x e−x

ex −ex

)
.

则此方程组的一个特解为Φ∗ = Φ(x)

ˆ x

0

1

2

(
e−s e−s

es −es

)(
2es

es

)
ds =

(
(32x+ 1

4)e
x − 1

4e
−x

(32x− 1
4)e

x + 1
4e

−x

)
.

在这里其实就是常数变易法!请思考与高阶线性方程有什么异同.
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4.2 习题讲解

故方程的解可以表示为 (
y

z

)
=

(
ex e−x

ex −e−x

)
· c+

(
(32x+ 1

4)e
x

(32x− 1
4)e

x

)
.

其中 c为任意二维向量.
在最后写解的时候也可以消去一些可以被基解消去的部分.

2. 考虑方程对应的齐次方程:
d

dx

(
y

z

)
=

(
0 1

−1 0

)(
y

z

)
.

记该矩阵为 A. det(λI −A) = (λ+ i)(λ− i).

该方程具有两个一重特征值 λ1 = i, λ2 = −i.

对应的特征向量为 ξ1 =

(
i

−1

)
, ξ2 =

(
−i
−1

)
.

故复的基解矩阵为 Φ(x) =

(
ieix −ie−ix

−eix −e−ix

)
.

实的基解矩阵为 Φ(x) =

(
sinx − cosx

cosx sinx

)
.

此处也可以对列乘某一个非零系数,使其方便自己计算就行.

则 Φ−1(x) =

(
sinx cosx

− cosx sinx

)
.

则此方程组的一个特解为 Φ∗ = Φ(x)

ˆ x

0

(
sin s cos s

− cos s sin s

)(
tan2 s− 1

tan s

)
ds =

(
tanx

2

)
.

故方程的解可以表示为 (
y

z

)
=

(
sinx − cosx

cosx sinx

)
· c+

(
tanx

2

)
.

其中 c为任意二维向量.
注对于给定初值的非齐次线性微分方程组的求解,根据课本的定理 5.4,此时通解的表达式为

y(x) = Φ(x)
(
c+

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds
)
.

假设满足初值 y(x0) = y0,再上式中令 x = x0,则发现

c = Φ−1(x0)y0.

因此此时方程的解为

y(x) = Φ(x)
(
Φ−1(x0)y0 +

ˆ x

x0

Φ−1(s)f(s)ds
)
.

4.2.2 补充习题

问题 4.1(常系数线性微分方程组的周期性,类似课本 P190 5.2 T4) 证明常系数线性微分方程组 dy
dx = Ay

具有周期为 ω(ω 6= 0)的非零周期解的充要条件是 A具有形如 2kπ
ω i的特征根,其中 k ∈ Z.

证明 由于方程的通解为 y = eAxc,因此

∃周期为ω 6= 0的非零解 ⇔ ∃ C0 6= 0, s.t. eA(x+ω)C0 = eAxC0, ∀x
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4.2 习题讲解

⇔ ∃ C0 6= 0, s.t. eAx(eAω − I)C0 = 0, ∀x

⇔ ∃ C0 6= 0, s.t. (eAω − I)C0 = 0, ∀x

⇔ det(eAω − I) = 0

⇔ eAω − I存在零特征值

⇔ eAω的某个特征值为1.

设 λ1, · · · , λn 为 Aω 的特征值,则存在可逆阵 P ,使得 Aω = P

(
λ1 ∗

. . .
0 λn

)
P−1. 由上三角阵的乘积仍

为上三角阵可得 eAω 的特征值为 eλ1 , · · · , eλn . 所以

∃周期为ω 6= 0的非零解 ⇔ ∃Aω的某一特征值λj s.t. eλj = 1

⇔ ∃A的某一特征值 λ̃j =
2kπi

ω
.

问题 4.2(基解矩阵完全决定齐次线性微分方程组) 如果方程组 dy
dx = A(x)y与 dy

dx = B(x)y有一个相同

的基解矩阵,则 A(x) ≡ B(x).
证明 设这个相同的基解矩阵为 Φ(x),则

dΦ

dx
= A(x)Φ = B(x)Φ.

则

[A(x)−B(x)]Φ ≡ 0.

由于 Φ为基解矩阵,则对任意的 x,均有 Φ(x)非奇异,故对该 x均有 A(x) = B(x).由于 x的任意性,有
A(x) ≡ B(x).

问题 4.3(赵班, 20mid) 已知 y = x是方程 y′′ +
x

1 + x2
y′ − y

1 + x2
= 0的解,求该方程的通解.

解这一类问题的解法是标准的.

设方程与 y = x线性无关的一个特解为 φ(x),则W (x) =

∣∣∣∣∣ x φ

1 φ′

∣∣∣∣∣ = c1e
−
´ x
0

s
1+s2

ds
.

即

xφ′ − φ =
c1√

1 + x2
.

为关于 φ的一阶线性方程,
可以解得

φ(x) = −c1
√

1 + x2 + c2x.

问题 4.4(赵班, 22mid) 已知 ex为方程

y′′ +
x

1− x
y′ − 1

1− x
y = 0

的一个解,利用常数变易法求方程

y′′ +
x

1− x
y′ − 1

1− x
y = x− 1

的通解.
解对于求齐次方程解的过程正如上例题所示,可以求得齐次方程的通解为

ŷ = c1x+ c2e
x.
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4.2 习题讲解

令 y = y1, y
′ = y2,则

(
x

1

)
与

(
ex

ex

)
为方程 d

dx

(
y1

y2

)
=

(
0 1
1

1−x − x
1−x

)(
y1

y2

)
+

(
0

x− 1

)
的解.

令该方程有一个特解为 φ∗ =

(
x ex

1 ex

)(
c1(x)

c2(x)

)
,

带入方程有

(
x ex

1 ex

)(
c′1(x)

c′2(x)

)
=

(
0

x− 1

)
.因此 c′1(x) = −1, c′2(x) =

x
ex .

实际上用的是 cramer法则.

则所求方程的解为
(
x ex

)( −x+ c1
−x−1
ex + c2

)
= c1x+ c2e

x − x2 − x− 1.

问题 4.5(赵班, 20mid) 考虑方程 y′′+4y′+3y = f(x),其中 f(x)在 [a,∞)上连续,且满足 lim
x→+∞

f(x) = 0.
证明: 方程的任意解 y(x)均成立 lim

x→+∞
y(x) = 0.

证明 齐次方程的线性无关解组为 {e−x, e−3x}. 因此一个特解为

y(x) =

ˆ x

a

e−s−3x − e−x−3s

−2e−4s
f(s)ds =

1

2

ˆ x

a
(es−x − e3(s−x))f(s)ds.

注意到齐次方程的任一解Ae−x+Be−3x在+∞处的极限均为零,因此只需证明特解 y(x)满足 lim
x→+∞

y(x) =

0.
任取 ε > 0,则存在 R > max{a, 0},对任意 x > R,成立 |f(x)| < ε;另一方面,由题设可得 |f(x)|在

x ⩾ a上有界,设M ⩾ 0为其上界. 由此可得 x ⩾ R时

|y(x)| ⩽ 1

2

(ˆ R

a
+

ˆ x

R

)
|es−x − e3(s−x)||f(s)|ds

=
1

2

(ˆ R

a
+

ˆ x

R

)
(es−x − e3(s−x))|f(s)|ds

<
1

2

(
eR−x − ea−x − 1

3
e3(R−x) +

1

3
e3(a−x)

)
M +

1

2

(
2

3
− eR−x +

1

3
e3(R−x)

)
ε

<
1

2

(
eR−x − ea−x − 1

3
e3(R−x) +

1

3
e3(a−x)

)
M +

1

3
ε.

注意到 lim
x→+∞

(
eR−x − ea−x − 1

3e
3(R−x) + 1

3e
3(a−x)

)
= 0.

则存在 x0,使得 ∀x > x0,有
(
eR−x − ea−x − 1

3e
3(R−x) + 1

3e
3(a−x)

)
< 4ε

3M .
对任意 x > 2max{x0, R},成立 |y(x)| < ε. 因此 lim

x→+∞
y(x) = 0.

问题 4.6(赵班, 21mid) 考虑线性方程 y′′ + α(t)y = 0,其中 α(t)在 R上连续. 设 ϕ1(t), ϕ2(t)是两个线性

无关的解,且
lim

t→+∞
(|ϕ1(t)|+ |ϕ′1(t)|) = 0,

证明:
lim

t→+∞
(|ϕ2(t)|+ |ϕ′2(t)|) = +∞.

证明 令 z = ẏ,则原线性方程化为一阶方程组

d

dt

(
y

z

)
=

(
0 1

−α(t) 0

)(
y

z

)
≜ A(t)

(
y

z

)
.

由 ϕ1(t), ϕ2(t)线性无关知 (ϕ1(t), ϕ
′
1(t))

T , (ϕ2(t), ϕ
′
2(t))

T 是方程组的线性无关解.
由 Liouville公式可得

W (t) = ϕ1(t)ϕ
′
2(t)− ϕ′1(t)ϕ2(t) =W (t0)e

´ t
t0

tr(A(s))ds
=W (t0) ≜ C 6= 0.
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4.3 补充内容：扰动定理

由此可得

(|ϕ1(t)|+ |ϕ′1(t)|)(|ϕ2(t)|+ |ϕ′2(t)|) ⩾ |W (t)| = |C| > 0.

结合 |ϕ1(t)|+ |ϕ′1(t)| → 0可得 |ϕ2(t)|+ |ϕ′2(t)| → +∞(t→ +∞).
问题 4.7(赵班, 21mid) 求微分方程 x2y′′ − xy′ + 2y = x lnx的通解.
解这是 Euler方程. 作变换 t = lnx,则

dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
= x

dy

dx
,

d2y

dt2
=

d

dt

(
x
dy

dx

)
=

dx

dt

d

dx

(
x
dy

dx

)
= x2

d2y

dx2
+ x

dy

dx
.

代回方程可得
d2y

dt2
− 2

dy

dt
+ 2y = tet.

1. 齐次方程 d2y
dt2

− 2dy
dt + 2y = 0的通解为 y = et(C1 cos t+ C2 sin t).

2. 非齐次方程的一个特解为 tet.

综上可得方程通解为

y = et(C1 cos t+ C2 sin t) + tet = x(C1 cos lnx+ C2 sin lnx+ lnx).

注欧拉方程的解法也是标准的,令 x = et,规定 D = d
dt ,则有

xny(n) = D(D − 1) · · · (D − n+ 1)y.

即将方程转化为关于 t的常系数高阶线性微分方程.

4.3 补充内容：扰动定理

定理 4.4 (扰动定理)

♥

设 n 维向量值函数 f(x,y) 在 (x,y) 空间内的某个开区域 G 上是连续的，而且对 y 满足局部

Lip-条件.假设 y = ξ(x)是微分方程
dy

dx
= f(x,y) (4.3.1)

的一个解，令它的存在区间为 J .现在，在区间 J 内任取一个有界闭区间 a ⩽ x ⩽ b，则存在常

数 δ > 0，使得对任何初值 (x0,y0)，满足：

a ⩽ x0 ⩽ b, |y0 − ξ(x0)| ⩽ δ,

柯西问题 
dy

dx
= f(x,y).

y(x0) = y0.

的解 y = φ(x, x0,y0)也至少在区间 a ⩽ x ⩽ b上存在，并且在闭区域

Dδ : a ⩽ x ⩽ b, a ⩽ x0 ⩽ b, |y0 − ξ(x0)| ⩽ δ

上是连续的.

证明 该定理在课本中利用 picard迭代证明，本处采用另一种办法证明（此证明中的 y均表示向量，打
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4.3 补充内容：扰动定理

起来方便一些）.
1. 设 f 在 G上关于 y全局 Lip.
设以 (x0, y0)为初值的解为 y = y(x)，令 η(x) = y(x)− ξ(x)，则 η(x)满足方程

dη

dx
=

dy

dx
− dξ

dx
= f(x, y(x))− f(x, ξ(x)) = f(x, η(x) + ξ(x))− f(x, ξ(x)) =: g(x, η).

η(x0) = y(x0)− ξ(x0) = y0 − ξ(x0).

(4.3.2)

g(x, η)具有如下性质：

(a). 在 a ⩽ x ⩽ b, |η − ξ(x)| ⩽ δ上连续.
(b). |g(x, η)| ⩽ L|η|.由 f 的全局 Lip条件即得.
(c). g(x, η)关于 η满足 Lip条件，由于

|g(x, η1)− g(x, η2)| = |f(x, η1(x) + ξ(x))− f(x, ξ(x))− f(x, η2(x) + ξ(x)) + f(x, ξ(x))|

⩽ L|η1(x) + ξ(x)− η2(x)− ξ(x)| = L|η1(x)− η2(x)|.

故以 (x0, y0 − ξ(x0))为初值的方程 (4.3.2)存在唯一解.
由课本定理 3.6结合性质 b可知上述解可延拓到区间 a ⩽ x ⩽ b上.
下面利用 Gronwall的估计给出 δ的存在性.考察 η2满足的方程：

dη2

dx
= 2η

dη

dx
= 2ηg(x, η) ⩽ 2L|η|2.

η2(x0) = |y0 − ξ(x0)|2.
(4.3.3)

对方程 (4.3.3)利用 Gronwall不等式即得

η2(x) ⩽ e2L|x−x0||y0 − ξ(x0)|2 ⩽ e2L|b−a||y0 − ξ(x0)|2.

故

|η(x)| ⩽ eL|b−a||y0 − ξ(x0)|.

对 ∀ σ > 0，令 δ < e−L|b−a| σ
2，则当 |y0 − ξ(x0)| ⩽ δ时，

|η(x)| ⩽ eL|b−a||y0 − ξ(x0)| ⩽ eL|b−a|δ < σ.

下面说明解对初值的连续依赖性，采用反证.
否则 y = φ(x, x0, y0)关于 (x0, y0)不连续，即 ∃ ϵ > 0, ξi, ηi，满足 |(ξi, ηi)− (ξ0, η0)| < 1

i .

且 ∃ a ⩽ xi ⩽ b，使得 |φ(xi, ξi, ηi)− φ(xi, ξ0, η0)| ⩾ ϵ.

取该点列的子列 xi收敛于 x̄ ∈ [a, b].（此处为了方便后面证明将子列用 xi表示.）

引理 4.1 (Arzela-Ascoli)

♥

{φi(x)}为一列有界闭区间 I 上的连续函数，满足：

(a). 一致有界：|φi(x)| ⩽ k, ∀ i, ∀ x
(b). 等度连续：∀ ϵ > 0, ∃ δ，对 ∀x1, x2 ∈ I, |x1 − x2| < δ时，有

|φi(x1)− |φi(x2)| ⩽ ϵ, ∀ i

则 ∃ {φij (x)}在 I 上一致收敛.

记 φ(x, ξi, ηi)为 φi(x)，验证 Arzela−Ascoli的条件：
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4.3 补充内容：扰动定理

(a). φi(x)满足微分方程，进而满足对应的积分方程

φi(x) = ηi +

ˆ x

ξi

f(x, φ(x, ξi, ηi))dx.

故

|φi(x)| ⩽ |ηi|+M |x− ξi| ⩽ |y0|+ 1 +M(b− a).

其中M = max
a⩽x⩽b, |y−ξ(x)|⩽δ

f(x, y).故一致有界.

(b). 注意到
|φi(x1)− φi(x2)| =

ˆ x2

x1

f(x, φ(x, ξi, ηi))dx ⩽M |x1 − x2|.

故等度连续.
由引理 4.1，存在 {φi(x)}的某个子列在 I 上一致收敛于 ψ(x)，满足：

ψ(x) = y0 +

ˆ x

x0

f(x, ψ(x))dx.

与 |φi(xi)− φ0(xi)| ⩾ ϵ矛盾.
2. 回到 f 在 G上局部 Lip的情形.

引理 4.2 (有界闭集合中局部 Lip和全局 Lip的等价性)

♥G为有界闭集合，则连续函数 f 满足局部 Lip条件等价于满足全局 Lip条件.

证明 证明请见第一次习题课讲义.
回到原命题的证明.
1部分在证明 δ的存在时，给出了对 ∀ σ > 0, ∃ δ > 0,使得当 |y0−ξ(x0)| ⩽ δ时，有 |y(x)−ξ(x)| ⩽
σ.y(x)为初值为 y0的方程的解.该表述表明，对任意的管状区域 Σσ，存在 δ使得初值 y0与最初

给定的解曲线在 x0 处的差距小于 δ 时，可以使得以 y0 为初值的解曲线完全落入该管状区域 Σσ

内.下图为直观的展示.黄色区域代表管状区域 Σσ.

图 4.1: 扰动定理的直观图示

在给定 σ与 a, b的条件下，管状区域为一个紧集，在该紧集上满足局部 Lip条件，由引理 2.2知
满足全局 Lip条件，由 1即完成命题的证明.

注本证明中有几点耐人寻味：
1. ”σ − δ”语言的使用，是本证明中较难理解的地方.
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4.3 补充内容：扰动定理

2. 在证明 δ存在性时考虑 η2作为估计对象：由于我们只有对 |η|的估计，求导与绝对值不可换序.
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第 5章 第五次习题课讲义

5.1 习题讲解

5.1.1 作业部分

� 练习 5.1(P210 1 (4)) 求解微分方程 y′′ + y = 4 sinx。

解这是一个常系数二阶线性非齐次微分方程，首先求出齐次方程的通解 (齐次方程的解集构成 R2)。为
此，写出特征方程

λ2 + 1 = 0 =⇒ λ = ±i

于是齐次方程的通解是

y(x) = c1e
ix + c2e

−ix= C1 cosx+ C2 sinx.

我们再求非齐次方程的一个特解。为此，猜测特解具有如下的形式

ϕ(x) = x(a cosx+ b sinx),

其中 a, b ∈ R是待定的。将 ϕ(x)带入原方程，注意到 ϕ(x)中的后一项 (a cosx+ b sinx)就是齐次方程

的通解，根据 Leibniz法则， d2

dx2 作用在 (a cosx+ b sinx)身上二阶导与 1作用在 ϕ(x)上得到的这两项

一定消掉，而且对 x求两次导为 0，所以只剩下对 x和 (a cosx+ b sinx)分别求一次导那一项，

2 · (−a sinx+ b cosx) = 4 sinx =⇒ a = −2, b = 0

于是得到特解 ϕ(x) = −2x cosx。综上，原方程的解为

y(x) = C1 cosx+ C2 sinx− 2x cosx, C1, C2 ∈ R.

� 练习 5.2(P210 1 (6)) 求解微分方程 y′′ − 2y′ + y = 6xex。

解这是一个常系数二阶线性非齐次微分方程，首先求出齐次方程的通解。为此，写出特征方程

λ2 − 2λ+ 1 = 0 =⇒ λ = 1, 1

于是齐次方程的通解是

y(x) = (C1 + C2x)e
x.

我们再求非齐次方程的一个特解。为此，猜测特解具有如下的形式

ϕ(x) = x2(a+ bx)ex,

其中 a, b ∈ R是待定的。将 ϕ(x)带入原方程，注意到 ϕ(x)中的后一项 (a + bx)ex 就是齐次方程的通

解，根据 Leibniz法则， d2

dx2 作用在 (a+ bx)ex上二阶导、−2 d
dx 作用在 (a+ bx)ex上一阶导与 1作用在

ϕ(x)上得到的这三项一定消掉，于是只剩下

2(a+ bx)ex + 2 · 2x(ex(a+ bx+ b))− 2 · 2x(a+ bx)ex = 6xex,

化简一下得到

(2a+ 6bx)ex = 6xex =⇒ a = 0, b = 1



5.1 习题讲解

于是得到特解 ϕ(x) = x3ex。综上，原方程的解为

y(x) = (C1 + C2x)e
x + x3ex.

注 (1)能猜则猜，常数变易得到的解长得不一样。
(2)不要化为方程组求解，正如计算 2× (−

√
2)不要回到 Dedekind分割。

(3)如果解中含有过多的参量，比如同时含有 C1, C2, x0，则这个解不是通解，会被判定为错误。

(4)练习：考虑方程 y′ = f(x, y), y(x0) = y0，其中 f 是 R×C上的实值连续函数，x0, y0 ∈ R，证
明：若 y(x)是方程的解，那么 y(x)是实值函数。

� 练习 5.3(P210 2 (3)) 利用常数变易法求解微分方程 y′′ − y = x−1 − 2x−3。

解这是一个常系数二阶线性非齐次微分方程，首先求出齐次方程的通解。为此，写出特征方程

λ2 − 1 = 0 =⇒ λ = ±1

于是齐次方程的通解是

y(x) = c1e
x + c2e

−x.

我们再求非齐次方程的一个特解。为此，我们使用常数变易法，设特解具有如下的形式

ϕ(x) = C1(x)e
x + C2(x)e

−x,

其中 C1(x), C2(x)是两个待定的 C2函数。对 ϕ(x)求一次导数，得到

ϕ′(x) = C1(x)e
x − C2(x)e

−x + C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

−x.

我们令

C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

−x = 0. (5.1.1)

于是

ϕ′′(x) = C1(x)e
x + C2(x)e

−x + C ′
1(x)e

x − C ′
2(x)e

−x.

带入方程，得到

C ′
1(x)e

x − C ′
2(x)e

−x = x−1 − 2x−3. (5.1.2)

联立 (1)和 (2)得到下面的方程组C
′
1(x)e

x + C ′
2(x)e

−x = 0,

C ′
1(x)e

x − C ′
2(x)e

−x = x−1 − 2x−3.

整理一下得到 
C ′
1(x) =

1

2
e−x(x−1 − 2x−3),

C ′
2(x) =

1

2
ex(2x−3 − x−1).

解得
C1(x) = c1 +

ˆ x

+∞

1

2
e−s(s−1 − 2s−3) ds = c1 +

1

2
e−x(−x−1 + x−2)|x∞ = c1 +

1

2
e−x(−x−1 + x−2),

C2(x) = c2 +

ˆ x

+∞

1

2
es(2s−3 − s−1) ds = c2 −

1

2
ex(x−1 + x−2)|x∞ = c2 −

1

2
ex(x−1 + x−2).
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5.1 习题讲解

综上，原方程的解为

y(x) = c1e
x + c2e

−x +
1

2
(−x−1 + x−2)− 1

2
(x−1 + x−2)

= c1e
x + c2e

−x − x−1.

� 练习 5.4(P211 5) 考虑微分方程 y′′ + y = 0。设 y = c(x)和 y = s(x)分别是该方程满足初始条件

c(0) = 1, c′(0) = 0

和

s(0) = 0, s′(0) = 1

的解。不求解微分方程，请证明：

(1) c(x)是偶函数，s(x)是奇函数；
(2) s2(x) + c2(x) ≡ 1；

(3) s(α+ β) = s(α)c(β) + s(β)c(α)；

(4)如果 τ 是 c(x)在 x > 0上的第一个零点，则 c(x)和 s(x)均是以 4τ 为周期的。

证明 (1)显然如果 y(x)是方程的解，那么 y(−x)也是，再根据线性就知道 y(x) ± y(−x)也是方程的
解。特别的 c(x) − c(−x)是初值为 c(0) − c(−0) = 0，导数初值为 c′(0) − c′(−0) = 0的解，根据唯一

性定理，c(x)− c(−x) ≡ 0，即 c(x)是偶函数。类似地，s(x) + s(−x)是初值为 s(0) + s(−0) = 0，导

数初值为 s′(0)− s′(−0) = 0的解，根据唯一性定理，s(x) + s(−x) ≡ 0，即 s(x)是奇函数。

(2)我们证明下面关键的两件事

c′(x) = −s(x), s′(x) = c(x).

这是因为首先方程 y′′+y = 0的解 y(x)一定是光滑的，在方程两边求导便知道 y′(x)也是方程的解。特

别的，−c′(x)是初值为−c′(0) = 0，导数初值为−c′′(0) = c(0) = 1的解，根据唯一性定理−c′(x) = s(x)。

另一个式子是类似的。

回到原题，我们令 e(x) = s2(x)+ c2(x)。计算导数 e′(x) = 2(s(x)s′(x)+ c(x)c′(x)) = 2(s(x)c(x)−
c(x)s(x)) = 0，再结合 e(0) = s2(0) + c2(0) = 1便得到 e(x) ≡ 1。

(3)注意到 s(x + β)也是方程的解，初值为 s(0 + β) = s(β)，导数初值为 s′(0 + β) = c(β)。根据

线性，s(x)c(β) + s(β)c(x)也是方程的解，初值为 s(0)c(β) + s(β)c(0) = s(β)，导数初值为 s′(0)c(β) +

s(β)c′(0) = c(0)c(β)− s(β)s(0) = c(β)，根据唯一性定理 s(x+ β) = s(x)c(β) + s(β)c(x)，把 x改写成

α就得到了想要的结果。

(4)在 (3)中得到了 s(x + β) = s(x)c(β) + s(β)c(x)，求导数并把 x改写为 α 便得到 c(α + β) =

c(α)c(β)− s(β)s(α)。于是可以计算 c(x+ τ) = c(x)c(τ)− s(x)s(τ) = −s(x)s(τ)，接着算 c(x+ 2τ) =

−s(x+ τ)s(τ) = −c(x)s2(τ) = −c(x)，于是便得到了 c(x+ 4τ) = c(x)，即 c(x)以 4τ 为周期。再注意

到 s(x) = −c′(x)就知道 s(x)也以 4τ 为周期。

注 (1)光滑函数的 Taylor展开未必收敛到原函数，经典反例是 e−1/x2。但是在不求解方程的前提下我

们能够知道 y′′ + y = 0的解是解析的 (可以尝试证明这一点)，于是如果 y(0) = y′(0) = 0，那么根据

y′′ = −y ∈ C2(R)易知 y(n)(0) = 0，所以 y(x) ≡ 0。不过，我们没有必要走到解析的范畴里，因为在

光滑范畴里利用唯一性定理就可以了。

(2)不求解微分方程，请证明：(4)中所述的 τ 是存在的。于是我们可以定义
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5.1 习题讲解

定义 5.1

♣

我们定义圆周率为微分方程 y′′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0的唯一解 c(x)在 x > 0上的第一个

零点 τ 的两倍，记为 π，即 π = 2τ。

下面是一些有趣/无聊的小练习，感兴趣的同学可以完成。
证明：在 Lebesgue测度下，D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ⩽ 1} ⊂ R2的测度为 π。

证明：S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ⊂ R2的子流形测度为 2π。

从这里我们可以大致看到，即便是圆周率这样的小学生都习以为常的概念在现代分析学中也不是

平凡的，甚至从某种另类的意义上讲，微积分理论的发展的一个目的就是证明“圆周率是 π”。

� 练习 5.5(P331 6) 证明：如果齐次线性微分方程组 dx

dt
= A(t)x的每个解当 t→ +∞时都有界，则其零

解是 Lyapunov正向稳定的；如果每个解在 t→ +∞趋向于零，则其零解是 Lyapunov正向渐进稳定的。

证明 设方程的基解矩阵为 Φ(t)，不妨假设 Φ(0) = I。根据题意，存在M > 0使得 ‖Φ(t)‖ ⩽ M，对

任意的 t ⩾ 0。于是以 x0 出发的解为 x(t) = Φ(t)x0，满足 |x(t)| ⩽ ‖Φ(t)‖|x0| ⩽ Mx0，对任意的

t ⩾ 0。可见零解是正向稳定的。倘若更进一步，每个解都在 t→ +∞时趋于零，那么 ‖Φ(t)‖ → 0，于

是 |x(t)| → 0，可见零解是正向渐进稳定的。

� 练习 5.6(P331 7) 证明：如果齐次线性微分方程组 dx

dt
= A(t)x至少有一个当 t→ +∞时无界的解，则

其零解不是 Lyapunov正向稳定的。

证明 假设那个当 t→ +∞时无界的解为 x(t)，我们有 |x(t)| → ∞，当 t→ +∞。根据线性，对任意的
λ ∈ R，λx(t)也是方程的当 t→ ∞时无界的解，取 λ非常小，可见零解不是 Lyapunov正向稳定的。

� 练习 5.7(P331 8) 考虑微分方程组 
dx

dt
= a11(t)x+ a12(t)y,

dy

dt
= a21(t)x+ a22(t)y.

假设

lim
t→+∞

(a11(t) + a12(t)) = b > 0.

证明：该方程的零解不是 Lyapunov正向稳定的。

证明 设方程的一组基解是 ϕ1(t), ϕ2(t)，则Wronsky行列式W (ϕ1, ϕ2)(0) 6= 0。根据 Liouville公式，得
到

W (ϕ1, ϕ2)(t) =W (ϕ1, ϕ2)(0)e
´ t
0 a11(s)+a22(s) ds → ∞,

说明至少 ϕ1(t), ϕ2(t)中的一个是当 t→ +∞时无界的，根据上一题知零解不是 Lyapunov正向稳定的。

注 (1)总结一下，对于有限维的线性方程组，我们有
零解稳定 ⇐⇒ 每个解都有界 ⇐⇒ 一组基解有界，

零解渐近稳定 ⇐⇒ 每个解都趋于 0 ⇐⇒ 一组基解趋于 0。
(2)什么样的方程组是“无限维”的？对于无限维的情形上面的结论还对吗？
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5.1 习题讲解

(3)如果方程线性部分的矩阵 A(t)与 t有关，则不能使用特征值来判断稳定性。非自治系统不能

使用 Lyapunov第二方法。

� 练习 5.8P331 4 研究微分方程组 
dx

dt
= y,

dy

dt
= −1 + x2

的奇点的 Lyapunov稳定性。

解首先计算奇点，令 y = 0且 −1 + x2 = 0，得到两个奇点 (±1, 0)，下面分别讨论他们的稳定性。

对于奇点 (1, 0)，做换元 x̃ = x− 1, ỹ = y，原方程化为
dx̃

dt
= ỹ,

dỹ

dt
= x̃2 + 2x̃.

这样我们只要考虑零解的稳定性。线性化后得到的矩阵是常数矩阵，特征值是±
√
2，于是原方程 (1, 0)

这个奇点是不稳定的。

对于奇点 (−1, 0)，做换元 x̃ = x+ 1, ỹ = y，原方程化为
dx̃

dt
= ỹ,

dỹ

dt
= x̃2 − 2x̃.

这样我们只要考虑零解的稳定性。线性化后得到的矩阵是常数矩阵，特征值是±
√
2i，即使这两个特征

值对应 Jordan块是 1阶的也无法判断原方程的稳定性！下面考虑使用 Lyapunov第二方法。首先把方程
化为二阶方程

x̃′′ = x̃2 − 2x̃,

在方程两边乘上 x̃′，得到

x̃′x̃′′ = x̃2x̃′ − 2x̃x̃′,

注意到 x̃′x̃′′ =
(
1
2(x̃

′)2
)′，x̃2x̃′ = (13 x̃3)′，以及 2x̃x̃′ =

(
x̃2
)′，上式化为

d

dt

(
1

2
(x̃′)2 − 1

3
x̃3 + x̃2

)
= 0,

这表明 1
2(x̃

′)2 − 1
3 x̃

3 + x̃2应该是我们追寻的 Lyapunov函数。转化到原方程，我们令

V (x, y) =
1

2
ỹ2 − 1

3
x̃3 + x̃2,

它在 (0, 0)的某个邻域中正定 (因为三次方项是高阶无穷小)，并且 V ∗(x, y) = ỹ(x̃2−2x̃)−x̃2ỹ+2x̃ỹ = 0，

这说明零解是正向稳定的。同时这也说明零解不是正向渐近稳定的，这是因为对于从任意的 (x0, y0) 6=
(0, 0)出发的解 ϕ(t)，V (ϕ(t))保持不变且不为 0，所以 ϕ(t)不会趋于 (0,0)。

注 (1)这样转化为二阶方程，并且在方程两边乘上某个东西再化为全微分的方法只在特定的情况下奏
效，不过在偏微分方程中我们也会用类似的技巧来构造一个偏微分方程的能量。

(2)如果只能判断出 V ∗ 在零点的一个空心邻域内 ⩽ 0，则不能说明渐近稳定。如果 V ∗ 在零点的

任意一个空心邻域内都有零点也不能说明零解不是渐近稳定。

(3)如果没有特别说明，稳定性一定要判断到是否渐进稳定。
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5.1 习题讲解

� 练习 5.9(P331 5 (1)) 讨论以下微分方程组的零解的 Lyapunov稳定性：
dx

dt
= −y − xy2,

dy

dt
= x− x4y.

解线性化后得到的线性部分矩阵特征值为±i，所以无法判断原方程零解的稳定性。下面考虑 Lyapunov
第二方法。令

V (x, y) =
1

2
x2 +

1

2
y2,

它在零点的邻域内正定，并且 V ∗(x, y) = x(−y − xy2) + y(x − x4y) = −x2y2 − x4y2 在零点的空心邻

域内 ⩽ 0，于是零解是正向稳定的。

下面我们证明，零解还是正向渐近稳定的，事实上我们证明下面这个更强的结论：对于任意的

(x0, y0) ∈ R2，从 (x0, y0)出发的解 ϕ(t;x0, y0) → 0，当 t → +∞。我们用反证法，假设 ϕ(t;x0, y0)不

趋于零，由于 V ∗(ϕ(t;x0, y0)) ⩽ 0, |ϕ(t;x0, y0)| ⩽ |ϕ(0;x0, y0)|，对任意的 t ⩾ 0。我们记 r = |(x0, y0)|，
那么一定存在 (x1, y1) ∈ B(0, r) − {0}，以及一个递增的时间序列 {tn}n⩾1，使得 tn → +∞ 并且

ϕ(tn;x0, y0) → (x1, y1) (这里利用了 B(0, r) 的紧性)。根据连续性可知 V (ϕ(tn;x0, y0)) → V (x1, y1)。

考虑到 V (ϕ(t;x0, y0))是单调递减的，实际上可以得到 lim
t→+∞

V (ϕ(t;x0, y0)) = V (x1, y1)。下面我们声

称：从 (x1, y1)出发的解 ϕ(t;x1, y1) = (x(t), y(t))满足 V (ϕ(t;x1, y1)) ≡ V (x1, y1)，即沿着解 V 是常

数。事实上，由于 ϕ(tn;x0, y0) → (x1, y1) = ϕ(0;x1, y1)，根据解对初值的连续依赖性，我们得到对于任

意的 t ⩾ 0，ϕ(tn+ t;x0, y0) → ϕ(t;x1, y1)，于是 V (ϕ(t;x1, y1)) = lim
n→∞

V (ϕ(tn+ t;x0, y0)) = V (x1, y1)。

然而这表明 V ∗(ϕ(t;x1, y1)) = −x2(t)y2(t)(1 + x2(t)) ≡ 0，即 x(t)y(t) ≡ 0。对这个式子求导，得到

x′(t)y(t) + x(t)y′(t) = −y2(t)− x(t)y3(t) + x2(t)− x5(t)y(t) ≡ 0,

于是 x2(t) − y2(t) ≡ 0，再结合 x(t)y(t) ≡ 0 就得到 (x(t), y(t)) ≡ (0, 0)，而这与假设 (x(0), y(0)) =

(x1, y1) 6= (0, 0)相矛盾！综上，该方程组的零解是渐近稳定的。

注实际上我们证明了所谓 Lasalle不变性原理，使用的技巧主要是去分析解的极限点集合的行为。研究
解的极限集是微分动力系统中很基本的技术，值得一提的是，Poincare-Bendixson定理事实上确定了平
面动力系统的所有可能的极限性态，感兴趣的同学可以学习。

5.1.2 补充习题

问题 5.1(自治系统的稳定性)
(1) (Lienard方程)设 g(x)是 R上的 C1函数，且 g(0) = 0, xg(x) > 0。证明：微分方程

x′′ + x′ + g(x) = 0

的零解是渐进稳定的。

证明 首先将方程化为方程组 x
′
1 = x2

x′2 = −g(x1)− x2
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5.1 习题讲解

自然先尝试构造

V (x1, x2) =
1

2
x22 +

ˆ x1

0
g(t)dt,

显然该函数在 0的邻域内正定。下面计算

V ∗(x1, x2) = g(x1)x2 + x2(−g(x1)− x2) = −x22 ⩽ 0,

于是零解是稳定的。不过上面的计算得不到渐近稳定的结论，我们改用如下的 Lyapunov函数

V (x1, x2) =
1

2
x22 +

ˆ x1

0
g(t)dt+ cg(x1)x2,

其中 c > 0是一个待定的参数。(这种在原先 1
2x

2
2 +
´ x1

0 g(t)dt的基础上补上一项“交叉项”(
1

2
x22

)′(ˆ x1

0
g(t)dt

)′
= x2g(x1)

的方法是常用的。)此时我们有

V (x1, x2) ⩾
1

2
x22 +

ˆ x1

0
g(t)dt− c

2
g(x1)

2 − c

2
x22,

再考虑到

lim
x→0

g(x)2´ x
0 g(t)dt

= lim
x→0

2g(x)g′(x)

g(x)
= 2g′(0),

于是存在常数M > 0，使得在 0附近有 |g′(x1)| ⩽M，并且

g(x)2 ⩽M

ˆ x

0
g(s)ds.

于是

V (x1, x2) ⩾
1− c

2
x22 +

ˆ x1

0
g(t)dt

(
1− c

2
M
)
,

为了使得 V 在 0附近正定，只需要 0 < c < min{1, 2
M }。下面计算

V ∗(x1, x2) = (g(x1) + cg′(x1)x2)x2 + (x2 + cg(x1))(−g(x1)− x2)

= (−1 + cg′(x1))x
2
2 − cg2(x1)− cg(x1)x2

⩽ (−1 + cM)x22 − cg2(x1)− cg(x1)x2

⩽ (−1 + cM)x22 − cg2(x1) +
c

2
g2(x1) +

c

2
x22

=
(
−1 + cM +

c

2

)
x22 −

c

2
g2(x1).

于是取 c > 0使得 cM + c
2 < 1即可使得

V ∗(x1, x2) < 0, (x1, x2) 6= (0, 0),

可见零解是渐近稳定的。

注历史上，Lienard方程是在研究 RLC电路的震荡现象时写出的方程，其形式如下x
′ = y − F (x)

y′ = −x.

这里的 F (x)就对应于题目中 f(x)的积分，而且 g(x) = x。我们可以对这种情形 (指 g(x) = x)
作一个物理上的解释。

考虑单回路的 RLC电路，我们设 L = C = 1，这里的电阻 R是非线性的，对应的 Ome定律为
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5.1 习题讲解

U = F (I)。设 x为回路中的电流，设 y为电容上的电压降，那么根据 Kirchhoff定律有
dx

dt
− y + F (x) = 0,

此外根据电容的性质

y′ = −x,

(由于 C = 1，y就是电容储存的电荷，从而导数就是通过电容的电流。)整理一下就发现此时的
Kirchhoff方程就是 Lienard方程。同时这也提醒了我们这个系统 (电路)的能量函数应该是

E(x, y) = E(I, UC) =
1

2
LI2 +

1

2
CU2

C =
1

2
x2 +

1

2
y2,

这跟我们上面 (当 g(x) = x时)构造的 V (x, y)一致。

(2) (赵班，22mid)通过构造 Lyapunov函数讨论方程

y′′ + y′ + y3 = 0

的零解的稳定性。

解在上一题中取 g(y) = y3即可。

(3) (赵班，21mid)分析系统 x
′ = −y − x3

y′ = x− y3

的零解的稳定性。

解考虑 V (x, y) = 1
2(x

2 + y2)即可。

(4) (赵班，20mid)讨论方程组 
ẋ = (εx+ 4y)(z + 1)

ẏ = (−x+ εy)(z + 1)

ż = −z3

零解的稳定性。

解首先尝试线性近似，近似后的方程是 
ẋ = εx+ 4y

ẏ = −x+ εy

ż = 0

对应矩阵的特征值是 ε+ 2i, ε− 2i, 0。于是如果 ε > 0，零解是不稳定的。

对于 ε ⩽ 0的情况，线性近似就没用了，于是考虑 Lyapunov第二方法，我们待定如下形式的的
Lyapunov函数

V (x, y, z) = ax2 + by2 + cz2,

取 a, b, c > 0即可保证正定性。下面计算

V ∗(x, y, z) = 2ax(εx+ 4y)(z + 1) + 2by(−x+ εy)(z + 1) + 2cz(−z3)

= 2aε(z + 1)x2 + 2bε(z + 1)y2 − 2cz4 + (8a− 2b)xy(z + 1).

68



5.1 习题讲解

可见如果 ε < 0，并且取 8a = 2b，就使得 V ∗在 0的空心邻域 {z > −1} − {0}内小于 0，于是零

解是渐近稳定的。

最后对于 ε = 0的情况，上面的计算只能告诉我们零解是稳定的，而无法判断是否渐近稳定，我

们要单独处理。重写方程如下 
ẋ = 4y(z + 1)

ẏ = −x(z + 1)

ż = −z3

于是考虑如下的函数

V (x, y, z) = x2 + 4y2.

虽然它不满足在 0附近正定，但也没关系，因为

V ∗(x, y, z) = 2x · 4y(z + 1) + 8y · (−x(z + 1)) = 0,

所以从任意 (x0, y0) 6= (0, 0)出发的解都不会趋于 0，从而此时零解不是渐近稳定的。

问题 5.2(非自治系统的稳定性)
(1) (赵班，22mid)设常数 a > 0，f(t, y)和 ∂f/∂y关于 (t, y)在 0 ≤ t <∞, |y| < k上是连续的，k是

一个常数。并且 f 关于 0 ≤ t <∞一致成立下列极限

lim
|y|→0

|f(t, y)|
|y|

= 0.

设 b(t)关于 0 ≤ t <∞连续，并且 lim
t→∞

b(t) = 0，如果 t0充分大，证明：存在 δ > 0，使得对任

意的 |y0| < δ，微分方程
dy

dt
= −ay + b(t)y + f(t, y), y(t0) = y0

的解 y = y(t)在 [t0,∞)上存在，并且始终满足

lim
t→∞

|y(t)| = 0.

证明 取充分大的 t0，使得对于任意的 t ⩾ t0，|b(t)| < a
3。由于 lim

|y|→0

|f(t,y)|
|y| = 0，存在 δ > 0，使

得对任意的 |y| < δ，以及任意的 t ⩾ 0，有 |f(t, y)| ⩽ a
3 |y|。现在考虑方程以 y(t0) = y0 (其中

|y0| < δ)为初值的解 y = y(t)，在存在区间 (且 |y(t)| < δ的时间)上，它满足
dy

dt
= −ay(t) + b(t)y(t) + f(t, y(t)),

与之等价的是

eaty(t) = eat0y(t0) +

ˆ t

t0

eas (b(s)y(s) + f(s, y(s))) ds,

于是

eat|y(t)| ⩽ eat0 |y0|+
ˆ t

t0

eas
(a
3
|y(s)|+ a

3
|y(s)|

)
ds,

根据 Gronwall不等式，
eat|y(t)| ⩽ eat0 |y0|e

2
3
a(t−t0),
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5.1 习题讲解

即

|y(t)| ⩽ ea(t0−t)|y0|e
2
3
a(t−t0) = |y0|e

1
3
a(t0−t).

由此可见 y(t)实际上在 [t0,∞)上存在，并且始终满足 |y(t)| < δ。

(2) 设 n阶常数矩阵A的所有特征值的实部都小于 α，设 g(t,y)是一个 [0,∞)×Rn上的 (向量值)连
续函数，并且满足

|g(t,y)| ⩽ h(t)|y|,

其中 h(t)是一个 [0,∞)上的连续函数。证明：方程

y′ = Ay + g(t,y)

的任一解 y(t)满足估计

|y(t)| ⩽ C|y(0)|eαt+CH(t),

其中 H(t) =
´ t
0 h(s)ds，C > 0是一个与解 y(t)无关的常数。

证明 首先，由于 A的所有特征值都小于 α，所以存在 C > 0，使得对任意的 t ⩾ 0，有

‖eAt‖ ⩽ Ceαt.

接下来我们的目标还是把方程转化为积分方程之后使用绝对值不等式做估计，然后用 Gronwall
不等式得到结果。

(e−Aty)′ = e−At(y′ −Ay) = e−Atg(t,y),

于是化为积分方程

e−Aty(t) = y(0) +

ˆ t

0
e−Asg(s,y(s))ds.

注意我们不能直接在这一步取绝对值 (为什么？可以参考最后一小问)，要先化为

y(t) = eAty(0) +

ˆ t

0
eA(t−s)g(s,y(s))ds.

利用绝对值不等式，得到

|y(t)| ⩽ Ceαt|y(0)|+
ˆ t

0
Ceα(t−s)h(s)|y(s)|ds.

为了利用 Gronwall不等式，把 eαt除到等式左边，得到

e−αt|y(t)| ⩽ C|y(0)|+
ˆ t

0
Ch(s)(e−αs|y(s)|)ds.

使用 Gronwall不等式，得到
e−αt|y(t)| ⩽ C|y(0)|eCH(t),

即

|y(t)| ⩽ C|y(0)|eαt+CH(t).

(3) (赵班，21mid)设 n阶常数矩阵 A的所有特征值都有负的实部，n阶矩阵 B(t)在 [0,∞)上连续，

且满足 ˆ ∞

0
‖B(t)−A‖dt <∞.
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5.2 补充内容：平面线性系统的动力学分类

证明：方程组
dx

dt
= B(t)x

的零解是渐近稳定的。

证明 取 g(t, x) = (B(t)−A)x, h(t) = ‖B(t)−A‖，利用上一题的结果得到

|x(t)| ⩽ C|x(0)|eαt+CH(t).

注意到 α < 0并且 H(t)是有界的，所以 x(t) → 0。

(4) (赵班，21mid，again)以下是本题的另一解答，请找出其中的错误。
解把方程改写为 (假设初值为 x0)

dx

dt
= Ax+ (B(t)−A)x, x(0) = x0,

这等价于

x(t) = eAtx0 +

ˆ t

0
eA(t−s)(B(s)−A)x(s)ds.

由于 A的特征值实部均为负，存在 α > 0, M > 0，使得

‖eAt‖ ⩽Me−αt, ∀t ⩾ 0.

令 y(t) = e−Atx(t)，则根据 Gronwall不等式，

|y(t)| ⩽ |x0|+
ˆ t

0
‖B(s)−A‖|y(s)|ds

⩽ |x0|e
´ t
0 ∥B(s)−A∥ds

⩽ |x0|e
´∞
0 ∥B(s)−A∥ds ≜ N.

于是

|x(t)| ⩽ ‖eAt‖|y(t)| ⩽MNe−αt → 0, t→ +∞.

从而零解是渐近稳定的。

5.2 补充内容：平面线性系统的动力学分类

问题 5.3平面线性系统的动力学分类
本题中，我们考虑的方程为 R2上的线性方程(

x′

y′

)
= A

(
x

y

)
其中 A ∈ M2(R)是一个常数矩阵，我们一般简记为 X ′ = AX。根据常微分方程的基本理论，我们知

道这样方程 Cauchy问题的解在 R上存在唯一 (换句话说，向量场X(p) = A · p是完备的)，并且它的流

Φ : R× R2 → R2, (t, p) 7→ Φ(t, p) = ϕt(p)

是光滑映射。

为了对所有这样的系统进行分类，我们要指明容许的变换，为此引入下面的定义。
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5.2 补充内容：平面线性系统的动力学分类

定义 5.2

♣

设 A, B 是两个平面 (自治)动力系统，ΦA, ΦB 是他们对应的流，如果存在 R2 的自同胚 h，使

得对任意的 p ∈ R2和 t ∈ R有

h(ΦA(t, p)) = ΦB(t, h(p)),

那么则称 A, B 是 (拓扑)共轭的，称上面的 h为从 A到 B的共轭。

很明显，如果 h是从 A到 B的共轭，那么 h−1是从 B到 A的共轭。共轭是所有平面动力系统上

的一个等价关系，从而它们可以被分为若干共轭类。请注意，我们这里只是要求 h是同胚，而不是微

分同胚，否则我们将会看到，在微分同胚下的共轭类太多 (比如星形节点与两项节点不是微分同胚的，
而星形节点与焦点是同胚的！)

(1) 证明：对于某个系统 A，ϕAt 是一个从 A到 A的共轭。

(2) 证明：如果 h是从 A到 B 的共轭，那么 h−1是从 B 到 A的共轭。

(3) 证明：共轭是所有平面动力系统上的一个等价关系。
(4) 考虑两个一维的系统

x′ = λ1x, x′ = λ2x,

记它们对应的流为 Φ1和 Φ2。证明：如果 λ1和 λ2同号且非零，那么这两个系统是共轭的。

(5) 证明：对于两个矩阵 A, B ∈ M2(R)，如果存在 P ∈ GL2(R)，使得 PAP−1 = B，那么系统

X ′ = AX 和 X ′ = BX 是共轭的。

(6) 证明：如果 A, B ∈ M2(R)的特征值均一正一负，那么系统 X ′ = AX 和 X ′ = BX 是共轭的。

(提示：根据 (5)的结论，我们可以化到实相似标准型上考虑。)
(7) 证明：如果矩阵 A有两个实部为负的特征值，那么 A必然 (实)相似于如下三种 (实)矩阵之一

(a)

(
α β

−β α

)
(b)

(
λ 0

0 µ

)
(c)

(
λ 1

0 λ

)
其中，α, λ, µ < 0。

接下来，我们首先证明 (a), (b)两种情形都是共轭的。为此，令

B =

(
−1 0

0 −1

)
.

我们证明 (a), (b)两种情况均与系统 X ′ = BX 共轭，而且它们之间也共轭。

(8) 设 n(θ) = (cos θ, sin θ)是单位圆 S1 上的外法向量场。证明：当 A为 (a), (b)两种情形时，向量

场 X(p) = A · p在 S1上均是指向单位圆内的，即 X(p) · n(p) < 0对任意的 p ∈ S1。

(9) 证明：当 A为 (a), (b)两种情形时，对任意的初始位置 p ∈ R2，存在唯一的 t ∈ R，使得

ϕAt (p) ∈ S1.

(10) 令 A为 (a), (b)两种情形之一，对于系统 X ′ = AX，定义

τA : R2 − {(0, 0)} → R, (x, y) 7→ τA(x, y),

其中 τA(x, y)是从 (x, y)出发到达 S1 的时间，即唯一的那个 t ∈ R使得 ϕAt ∈ S1。证明：τA 是

连续的。(提示：使用隐函数定理。)
有了上面的准备，下面我们具体构造从系统 X ′ = AX 到 X ′ = BX 的共轭。
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5.2 补充内容：平面线性系统的动力学分类

(11) 定义如下的映射
H : R2 → R2, (x, y) 7→ ϕB−τA(x,y)(ϕ

A
τA(x,y)(x, y)),

当然，这里的定义要求 (x, y) 6= (0, 0)，我们补充定义H(0, 0) = (0, 0)。证明：H是从系统X ′ = AX

到 X ′ = BX 的共轭。

(12) 如果 A是情形 (c)中的矩阵，证明：对任意的 ε > 0，A实相似于(
1 ε

0 1

)
.

(13) 证明：对于充分小的 ε > 0，向量场

X(p) =

(
1 ε

0 1

)
· p

在 S1 上也指向单位圆的内部，从而证明如果 A实相似于情形 (c)中的矩阵，那么 X ′ = AX 也

与 X ′ = BX 共轭。

通过在方程两边同时加负号，以上的证明过程对于A具有两个正实部特征值的情形同样成立。于

是，我们证明了：具有两个正实部的特征值的平面线性系统相互共轭、具有两个负实部的特征值

的平面线性系统相互共轭、具有一正一负特征值的平面线性系统相互共轭。下面我们继续考察当

A有实部为 0的特征值时的分类问题。

(14) 设两个平面线性系统的特征值分别是±βi和±γi，其中 β, γ > 0是正的实数。证明：如果 β = γ，

那么它们是共轭的；如果 β 6= γ，那么它们不共轭。

(15) 证明：如果两个平面线性系统的都具有一个零特征值，另一个特征值非零且同号，那么它们是共
轭的。

(16) 证明：如果两个平面线性系统都具有两个零特征值，那么它们是共轭的。
(17) 证明：完成平面线性系统的动力学分类，其中要证明不同类的是不共轭的。

证明
(1) 根据流的群性质，我们有对任意的 p和 t

ϕAt (ϕ
A
s (p)) = ϕAs (ϕ

A
t (p)),

此外 ϕAt 自然是同胚，其逆映射是 ϕA−t。

(2) 由题意，对任意的 p和 t，我们有

h(ϕAt (p)) = ϕBt (h(p)),

在上式两边同时作用 h−1并且把 p改写成 h−1(p)即得

ϕAt (h
−1(p)) = h−1(ϕBt (p)).

(3) 自己与自己共轭是显然的，对称性由 (2)得到，假设 h是从系统 A到B的共轭，g是从系统B到

C 的共轭，那么对任意的 p和 t，有

g ◦ h(ϕAt (p)) = g(ϕBt (h(p))) = ϕCt (g ◦ h(p)).

(4) 这种简单的情况可以直接解出来解，

x1(t) = eλ1tx0, x2(t) = eλ2x0.
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5.2 补充内容：平面线性系统的动力学分类

令

h(x) =

x
λ2/λ1 , x ⩾ 0

− (−x)λ2/λ1 , x < 0

这是一个同胚。当 x0 ⩾ 0时，

h(x1(t)) = x
λ2/λ1

0 eλ2t = h(x0)e
λ2t.

当 x0 < 0时类似的计算表明 h是两个系统的共轭。

(5) 映射
h : R2 → R2, X 7→ PX

显然是一个同胚，并且

h(eAtX0) = PP−1eBtPX0 = eBth(X0),

这表明 h是从系统 X ′ = AX 到 X ′ = BX 的一个共轭。

(6) 根据 (5)，我们可以假设

A =

(
λ1 0

0 µ1

)
, B =

(
λ2 0

0 µ2

)
,

其中 λ1, λ2 > 0, µ1, µ2 < 0。那么容易验证映射

H : R2 → R2, (x, y) 7→ (h1(x), h2(y))

是从 X ′ = AX 到 X ′ = BX 的共轭，其中

h1(x) =

x
λ2/λ1 , x ⩾ 0

− (−x)λ2/λ1 , x < 0

h2(y) =

y
µ2/µ1 , y ⩾ 0

− (−y)µ2/µ1 , y < 0

(7) 这是线性代数的结论。
(8) 先考虑 (a)的情形。对任意的 p = (cos θ, sin θ) ∈ S1，我们有

X(p) · n(p) =

(
α cos θ + β sin θ

−β cos θ + α sin θ

)
·

(
cos θ

sin θ

)
= α(cos2 θ + sin2 θ) = α < 0.

对于 (b)的情形，类似的计算得到

X(p) · n(p) =

(
λ cos θ

µ sin θ

)
·

(
cos θ

sin θ

)
= λ cos2 θ + µ sin2 θ < 0.

(9) 存在性是显然的。如果不唯一的话，我们考虑“前两次”到达 S1 的时刻 (请严格写出“前两次”
的定义！)，设为 t1和 t2，其中对任意的 t1 < t < t2，|ϕAt (p)| ⩽ 1，于是

d

dt

∣∣∣
t=t2

|ϕAt (p)|2 = 2ϕAt2(p) ·X(ϕAt2(p)) = 2ϕAt2(p) · n(ϕ
A
t2(p)) < 0.

但是用左导数计算可得
d

dt

∣∣∣
t=t2

|ϕAt (p)|2 ⩾ 0,

这是个矛盾！
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5.2 补充内容：平面线性系统的动力学分类

(10) 考虑流映射
F : R× R2 → R, (t, x, y) 7→ |ϕAt (x, y)|2,

这是一个光滑的映射。并且对于 (t, x, y)满足 F (t, x, y) = 1，即 ϕAt (x, y) ∈ S1，有
∂F

∂t
(t, x, y) = 2ϕAt (x, y) ·X(ϕAt (x, y)) = 2n(x, y) ·X(ϕAt (x, y)) < 0,

于是根据隐函数定理，τ 在每个 (x, y) ∈ R2附近是光滑的，特别的，τ 是连续的。

(11) 根据 τ 在 R2 − {0} 上的连续性以及 ϕA, ϕB 的连续性，我们得到 H 在 R2 − {0} 上是连续的。
当 (x, y)非常靠近 (0, 0)时，τA(x, y)是一个很负的数，从而 −τA(x, y)是一个很大的正数，从而
ϕB−τA(x,y)

离 (0, 0)很近，这就证明了 H 在 (0, 0)处的连续性。H 的逆映射就是将 H 表达式中的

A, B 相交换得到的，其连续性的证明也是类似的。最后我们证明 H 是共轭。首先注意到

ϕAτA(x,y)−t(ϕ
A
t (x, y)) = ϕAτA(x,y)(x, y),

于是

τA(ϕAt (x, y)) = τA(x, y)− t.

从而

H(ϕAt (x, y)) = ϕB−τA(ϕA
t (x,y))

(ϕA
τA(ϕA

t (x,y))
(ϕAt (x, y))) = ϕBt ◦ϕB−τA(x,y)◦ϕ

A
τA(x,y)(x, y) = ϕBt (H(x, y)).

(12) (
1 0

0 ε

)−1(
λ 1

0 λ

)(
1 0

0 ε

)
=

(
λ ε

0 λ

)
.

(13) 对任意的 p = (cos θ, sin θ) ∈ S1，我们有

X(p) · n(p) =

(
λ cos θ + ε sin θ

λ sin θ

)
·

(
cos θ

sin θ

)
= λ(cos2 θ + sin2 θ) + ε sin θ cos θ,

当 ε非常小时，上式是小于 0的。其余证明过程仿照上面即可。

(14) 注意到此时两个系统都是具有周期的，它们共轭的一个必要条件是周期相等，即 β = γ。另外当

β = γ 时它们显然是共轭的。

(15) 通过 (4)中 R的自同胚构造即可。
(16) 显然。
(17) 留作习题答案略，读者自证不难。

75



第 6章 第七次习题课讲义

本次习题课带大家复习常微分方程部分的内容，回顾重要的定理结论和典型例题作业，并指出在

解答问题时需要注意的要点。

6.1 解一阶微分方程

此章节对应教材第二章的内容，主要有三点：1.恰当方程的求解；2.一阶线性微分方程的解的表
达式；通过换元解的微分方程。

6.1.1 恰当方程

回顾恰当方程的定义：若方程P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0满足存在Φ(x, y)使得 dΦ(x, y) = P (x, y)dx+

Q(x, y)dy，则称此方程为恰当方程。方程的解为 Φ(x, y) = C，C 为常数。

很多时候，题目给的方程并不是恰当方程，但是可以在式子两边乘上一个积分因子将其变成恰当

方程，因此如何找到积分因子是重要的。我们有如下定理：

定理 6.1

♥

若方程 P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0满足 1
Q(∂P∂y − ∂Q

∂x )与 y无关，记作G(x)，那么 µ = exp
´
Gdx

是积分因子。

对称地，若 1
P (

∂Q
∂x − ∂P

∂y )与 x无关，记作 H(y)，那么 µ = exp
´
Gdx是积分因子。

我们看一个例子：求解方程

y(1 + xy)dx− xdy = 0

计算得 ∂Q
∂x − ∂P

∂y = −2(1 + xy)，于是 H(y) = − 2
y，那么取积分因子 µ = 1

y2
，方程转化为

(
1

y
+ x)dx− x

y2
dy = 0

解得 x
y + 1

2x
2 = C，C 为常数。

对于一阶线性微分方程
dy

dx
+ p(x)y = q(x)

我们有公式

y = e
−
´ x
x0

p(t) dt
(C +

ˆ x

x0

e
´ s
x0

p(t) dt
q(s) ds) = Ce

−
´ x
x0

p(t) dt
+

ˆ x

x0

e−
´ x
s p(t) dtq(s) ds

注意：在具体计算时，需要把 x0取成某个具体的数，最终答案不能既有 x0又有 C！最好不要把 x0取

成∞，因为积分可能是无穷大。
怎么从一族解中找到某个特定的解（在无穷远处衰减、在某点附近有界⋯⋯）



6.2 存在唯一性

作业 P32 2,4,5

通过换元求解的方程有一些固定套路，但没有通法，需要靠同学们的经验。比如对于
dy

dx
= f(x, y)

当 f 是齐次的，或者有分式线性函数的形式时，我们有办法化简。我们看一个例子。求解方程
dy

dx
= x3y3 − xy

这里注意到右边都是 x/y的奇数次幂，如果两边同乘或除 x/y并把变量换成 x2/y2就可以化简：
ydy

xdx
= x2y4 − y2

令 t− y2, s = x2

dt

ds
= st2 − t

两边除以 t2，令 z = −1
t

dz

ds
= s+ z

解得

z = − 1

Ces + ses

带回 x/y，得到

y = ±(− 1

Cex2 + x2ex2 )
− 1

2

注意：1.要考虑每一步换元有没有漏掉解；2.算出结果后，可以带入检验是否正确，也可以反过来，如
果原方程有容易看出来的解，检验你是不是包含在结果内；3.题目不会特别复杂，如果换元越换越复
杂，可以考虑换个方向。

更多例子：参见第一次习题课补充题目（第七页）。

6.2 存在唯一性

这部分对应教材第三章的内容，定性理论较多。对于
dy
dx = f(x, y)

y(x0) = y0

Peano定理告诉我们当 f 是连续函数的时候，方程一定存在解；如果 f 还对 y是局部 Lipschitz的，那
么还有唯一性。延伸定理说的是任何一条解曲线一定会达到区域 G的任何紧子集以外。比较定理的结

果是如果两个方程可以比较大小，那么初值给在同一点的对应的两个解也有大小关系。

定理 6.2
设 f(x, y), F (x, y)在区域 G内连续，且 f(x, y) < G(x, y)。设 ϕ(x),Φ(x)分别是y′ = f(x, y)

y(x0) = y0
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6.3 解对初值连续依赖可微

♥

和 y′ = F (x, y)

y(x0) = y0

的解，那么 ϕ(x) < Φ(x)当 x > x0，ϕ(x) > Φ(x)当 x < x0。

定理 6.3

♥

设 f(x, y), F (x, y)在区域 G内连续，且 f(x, y) ≤ G(x, y)。设 ϕ(x),Φ(x)分别是y′ = f(x, y)

y(x0) = y0

的右侧最小解、左侧最大解和 y′ = F (x, y)

y(x0) = y0

的解，那么 ϕ(x) < Φ(x)当 x > x0，ϕ(x) > Φ(x)当 x < x0。

应用方面，存在唯一性定理和延伸定理会用来判断某个方程的解是整体存在或者只有有限存在区

间；比较定理可以用来估计存在区间的长度。理论方面，同学们应该要掌握 Picard定理的迭代构造逼
近解的方法，比较定理中最大最小解存在性的证明，特别要掌握怎么用 Arzela-Ascoli定理得到一族逼
近解。

注：我认为大家对于存在唯一性定理比较熟悉，这里没有贴具体定理的陈述。但是往年试题看在

这里考证明题的概率非常大，如果有不懂的地方一定要弄明白。

注意：请留意延伸定理的结论，这个定理不能得到一些奇奇怪怪的结果。

例：证明初值问题 y′ = x3 − y3

y(x0) = y0

的解在 [x0,+∞)上存在。

这类题目需要严格叙述解曲线是如何延伸的。见第三次习题课。

例：设 f(x, y)在矩形区域 0 ≤ x ≤ a, |y| ≤ b上连续，且对 y是递增的，且 f(x, 0) > 0∀x。构造皮卡序
列证明 

dy
dx = f(x, y)

y(0) = y

在 [o, h]上存在解，其中 h = min{a, b
max |f |}

提示：这道题比 Peano定理的证明简单。尝试证明构造的 Picard序列是递增的！

6.3 解对初值连续依赖可微

当方程右边的 f 对参数连续可微时，解对参数也是连续可微的。出题通常是计算在某点或者某条

曲线上解对参数的偏导数。
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6.4 一阶线性微分方程组

解法是固定的三步：写成积分方程、求变分、解微分方程。

注意：第二步求变分时复合函数求导要小心，注意哪些会出现对参数的偏导数，哪些会消失。第

三步需要解出解曲线带入。

例：考虑 
dy
dx = 2x+ µy2

y(0) = µ− 1

求 ∂y
∂µ |µ=0

见第三次习题课。

例：证明存在 λ = λ0使方程
dy
dx = λ(1 + sinx2 + sin y2) + x

y(0) = y(1) = 0

有解。

考虑 λ = 0, y(0) = 0的解，有 y(1) = 1
2。考虑 λ = −1, y(0) = 0的解，有 y(1) < 0。由解对参数

连续依赖性。

6.4 一阶线性微分方程组

主要分为两部分：一部分是常系数方程组的求解，一部分是变系数方程组的理论。

对于常系数方程组 dy
dt = Ay，我们这么理解方程的求解：首先系数矩阵可以经过相似变换变成

Jordan标准型。如果是可对角化的，那么方程组彼此独立，解无非是把 eλit 放到一起。对于 Jordan块
阶数大于 1的情况，eA会产生多项式乘 eλit的形式。因此对于一般的 A，解的形式是容易理解的：无

非是把 Jordan标准型的解向量的标准单位向量换成特征向量。若矩阵是可对角化的，那么方程的解是
eλitri，当 Jordan块有大于 1阶时，有 eλit(ri + tr′)，其中 r′ = (A− λi)ri。

注意：计算题不要真化成标准型、算过渡矩阵，你没那么多时间的！理论推导才这么干。高阶常

系数线性方程是一阶线性方程组的推论，当非齐次项有特殊的形式时我们有经验解法，这也是要求大

家掌握的，比起一般解法会节省非常多时间。

例：解方程 dy
dt = Ay其中 A = 

1 2
3 −2

3

0 2
3

1
3

0 −1
3

4
3


计算得到三个特征值均为 3。取特征向量 r1 = (1, 0, 0), r2 = (0, 1, 0), r3 = (0, 0, 1)。用 A− 3I 作用这三

个向量，得到 r11 = 0, r21 = (23 .−
1
3 ,−

1
3), r31 = (−2

3 ,
1
3 ,

1
3),用 (A− 3I)2 作用均为 0。那么得到的基解

矩阵为 
1 2

3x −2
3x

0 1− 1
3x

1
3x

0 −1
3x 1 + 1

3x


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6.5 定性理论

一般理论：方程的解空间是线性空间，维数等于方程个数。任何 n个线性无关的解构成基解矩阵，

每个解均可表示为基解矩阵乘某个向量。类似一阶线性方程，我们也可以从齐次方程的解得到非齐次

方程的解：对于 dy
dt = Ay + f，如果已知基解矩阵 Φ，则非齐次方程的解为

y(t) = Φ(t)(c+

ˆ t

t0

Φ−1(s)f(s) ds)

作业：P190
这部分习题见第四次讲义。

Wronski行列式也是一个重要的工具，对于给定解矩阵，其行列式满足
dW

dt
= etrAW

注意：变系数方程组不能用特征值说明解的行为！

例：考虑方程 y′′ + α(t)y = 0，设 ϕ1(t), ϕ2(t)是两个线性无关的解，若 |ϕ1(t)| + |ϕ′1(t)| → 0，证

明 |ϕ2(t)|+ |ϕ′2(t)| → ∞.

6.5 定性理论

动机：考虑方程 dx
dt = f(x)，在 f 的零点处，解会停留在此一点。我们想研究解在这点附近的行

为。(不考虑含时的情况)
不妨假设要考虑的零点就是 0。通常，f 可以在零点做线性化：f(x) = Ax+N(x)，其中 N(x) =

o(|x|)。此时零解的稳定性由线性方程决定。我们有

定理 6.4

♥

对于 dx
dt = Ax，零解是渐近稳定的，当且仅当所有特征值实部为负；零解是稳定的，当且仅当所

有特征值实部非正，且实部为零的特征值对应 Jordan块都是一阶的；否则零解是不稳定的。

注：特征值实部不等于零时，线性项占主导作用，所以所有特征值实部为负可以得到非线性方程

零解稳定性，而存在实部为正的特征值可以导出非线性方程零解不稳定性；但是对于实部为零的特征

值，相当于线性项不起作用，非线性项起主要作用，会有很多种复杂的情况。

第二方法（Lyapunov泛函）：如果能够找到这样的函数 V (x)：

1.V (x) ≥ 0，且 V (x) = 0当且仅当 x = 0；

2.V 沿方程的导数非正，∇V (x) · f(x) ≤ 0那么零解是稳定。如果 2中不等号是严格的，那么零解是渐
近稳定的。往往能出题的 Lyapunov函数并不多，做题时常见的比如 x2 + y2 这种都可以试试。例：考

虑系统 x′ = −y − x3

y′ = x− y3

的零解的稳定性。取 V = x2 + y2，计算得 dV
dt = −x4 − y4 < 0。于是零解是渐近稳定的。

更多例题见第五次讲义。

另一方面，在二维的情况下，我们希望画出奇点附近的相图。根据线性化矩阵 A的特征值，可以
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6.6 Sturm-Liouville边值理论

分为几类：

定理 6.5

♥

记 T = TrA,D = detA，则

1.D < 0时，奇点是鞍点；

2.D > 0, T 2 > 4D时，奇点是双向结点；

3.D > 0, T 2 = 4D时，奇点为单向结点或星形结点；

4.D > 0, 0 < T 2 < 4D时，奇点是焦点；

5.D > 0, T = 0时，奇点是中心。

例：考虑方程组 
dx
dt = x+ 2y

dy
dt = 5y − 2x+ x3

在 (0, 0)的类型。

线性化，得到矩阵 {
1 2

−2 5

}

得到 trA = 6detA = 9，对应单向结点或者星形结点。设特殊方向为 y = kx，带入线性化方程，

只有一解 k = 1，因此是单向结点。

注意：画相图时，要标注轨线的方向，比如对于奇点是中心的情况，要标注轨线是顺时针还是逆

时针旋转的。判断方向只要在特定点取值即可。

6.6 Sturm-Liouville边值理论

考虑边值问题 
d2y
dx2 + (λr(x) + q(x))y = 0

y(0) cosα− y′(0) sinα = 0

y(1) cos β − y′(1) sin β = 0

其中 r(x) > 0。对于这个二阶线性方程，我们提了两个边值条件，显然对于大多数 λ这个问题只有零

解，我们把使得问题有非零解的 λ叫做特征值，对应非零解叫做特征函数。主要结果是：

定理 6.6

♥

上述问题有无穷多个特征值 λ0 < λ1 < · · · , λn → +∞，且每个特征值 λn 对应的解空间是一维

的，特征函数在 (0, 1)上恰有 n个零点。

如同 Fourier级数，这些特征函数也有相似的性质：ˆ 1

0
r(x)ϕm(x)ϕn(x) = δmn

特征函数张成 L2([0, 1])
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6.6 Sturm-Liouville边值理论

例：考虑非齐次线性方程的 Sturm-Liouville边值问题
d2y
dx2 + (λr(x) + q(x))y = 0

y(0) cosα− y′(0) sinα = 0

y(1) cos β − y′(1) sin β = 0

其中 r(x) > 0。证明：λ不为对应齐次 Sturm-Liouville边值问题的特征值时，方程有且仅有一解；当
λ = λm时，方程有解的充要条件是

´ 1
0 f(s)ϕm(s) ds = 0对方程做正交分解，设 y = Σnynϕn(x)，那么

Σnyn(λ− λn)ϕn(x) = f(x)

两边与 ϕn做内积

yn(λ− λn) =

ˆ 1

0
f(s)ϕn(s) ds

于是 yn = 1
λ−λn

´ 1
0 f(s)ϕn(s) ds，由 f ∈ L2([0, 1])以及 λn → +∞知 Σny

2
n < ∞，即找到了非齐次方

程的解。同时也看到，当 λ = λm时，必须要
´ 1
0 f(s)ϕm(s) ds = 0才能使表达式有意义。

另解：当 λ不为特征值时，先任取此二阶非齐次线性方程的特解 ϕ(x)，以及二阶齐次线性方程的

两个线性无关的解 a(x), b(x)（我们知道这一定是存在的），那么 ϕ(x) + c1a(x) + c2b(x)也是非齐次方

程的解。然后设 ϕ的边值 δ = ϕ(0) cosα − ϕ′(0) sinα, η = ϕ(1) cos β − ϕ′(1) sin β，那么我们只要说明

可以选取 c1, c2消掉边值，也就是矩阵{
a(0) cosα− b′(0) sinα a(1) cos β − a′(1) sin β

b(0) cosα− b′(0) sinα b(1) cos β − b′(1) sin β

}

是满秩的。若不然，即存在 a, b的线性组合（非零）使得 c1a(x) + c2b(x)满足零边值条件，与 λ不是

特征值矛盾。

另一方面，当 λ = λm时，方程两边乘特征函数 ϕm积分，ˆ 1

0
(y′′ + (λr(x) + q(x))y)ϕm(x) dx =

ˆ 1

0
f(x)ϕm(x) dx

分部积分，左边化为

ˆ 1

0
(λr(x) + q(x))yϕm(x) + yϕ′′m(x) dx+ y′(1)ϕm(1)− y′(0)ϕm(0)− y(1)ϕ′m(1) + y(0)ϕ′m(0)

= y′(1)ϕm(1)− y′(0)ϕm(0)− y(1)ϕ′m(1) + y(0)ϕ′m(0)

那么一方面，当
´ 1
0 f(x)ϕm(x) dx = 0时，取 y是在 x = 0处满足边值条件的解，则 y(0)ϕ′m(0)−

y′(0)ϕm(0) = 0，因此 y′(1)ϕm(1) − y(1)ϕ′m(1) = 0，在 x = 1处也满足边值条件。另一方面，若 y 满

足边值条件，则
´ 1
0 f(x)ϕm(x) dx = 0。

祝同学们考试顺利！
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第 7章 番外篇：常微分方程部分思考题

常微分方程部分的学习就告一段落了，接下来我们会迎来偏微分方程部分的学习。为了给对常微

分方程感兴趣的同学一些思考的空间，我们准备了一些思考题。

Student: Dr. Einstein, aren’t these the same questions as last year’s [physics] final exam?

Dr. Einstein: Yes; But this year the answers are different.

[As with many of Einstein’s quotes, this narration may be fabricated.]

NOT REQUIRED

� 练习 7.1(延伸定理的简单应用)
1. f ∈ C(D)，D := (a, b)× (−∞,+∞)，且在 D上关于 y满足 Lipschitz条件，则微分方程

dy

dx
= f(x, y)

的每个解的最大存在区间为 (a, b).
2. 讨论初值问题 

dy

dx
= sin

y

x
, x > 0

y(x0) = y0

的解的最大存在区间.
3. f ∈ C(D)，D := (a, b)× (−∞,+∞)，存在 (a, b)上的非负连续函数 g(x)以及 [0,+∞)上的正连

续函数 h(r)，且存在非负常数 δ，满足

|f(x, y)| ≤ g(x)h(|y|),
ˆ +∞

δ

dr

h(r)
= +∞.

则初值问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

的解的最大存在区间为 (a, b).
� 练习 7.2(Picard迭代证明解的存在唯一性)

f ∈ C([0,+∞))，K(x, s)在区域 0 ≤ s ≤ x上连续，试利用 Picard迭代的方法证明方程

y = f(x) +

ˆ x

0
K(x, s)y(s)ds

在 x ≥ 0上存在唯一解.
� 练习 7.3(S-L理论证明思想的应用)

设 y(x)是微分方程 y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0在区间 [0,+∞)上的非零解，p(x), q(x) ∈ C(R).
(1)假设 y(x) = r(x) sin θ(x)，y′(x) = r(x) cos θ(x)，且 r(x)与 θ(x)均为 C2的. 证明：

dθ

dx
= cos θ2 + p(x) cos θ sin θ + q(x) sin θ2.

(2)假设 p(x)在 [0,+∞)有界，且存在m > 0，使得

q(x) ≥ p2(x)

4
+m, ∀ x > 0



证明：y(x)在 [0,+∞)上有无穷多个零点.
问题 7.1(扰动定理)
设函数 f(x, y)在 (x, y)空间内的某个开区域 G上是连续的，而且对 y满足局部 Lipschitz条件.假

设 y = ξ(x)是微分方程
dy

dx
= f(x, y)

的一个解，令它的存在区间为 J .在区间 J 内任取一个有界闭区间 a ⩽ x ⩽ b. 证明：对 ∀ σ > 0，存在

常数 δ > 0，使得对任何初值 (x0, y0)，满足：

a ⩽ x0 ⩽ b, |y0 − ξ(x0)| ⩽ δ,

初值问题 
dy

dx
= f(x, y)

y(x0) = y0

的解 y = φ(x, x0, y0)也至少在区间 a ⩽ x ⩽ b上存在，且满足

|φ(x, x0, y0)− ξ(x)| < σ, ∀ x ∈ [a, b].

问题 7.2(比较定理的算子形式)
给定区域D ⊂ R2上的二元函数 f(x, y)，对 y满足局部 Lipschitz条件，并取定 (x0, y0) ∈ D.假设

ϕ与 ψ与为 [x0, x0 + a]上的 C1函数，(x, ϕ(x)), (x, ψ(x)) ∈ D，且满足：

1. ϕ(x0) ≤ ψ(x0)

2. ϕ′(x)− f(x, ϕ(x)) ≤ ψ′(x)− f(x, ψ(x)), ∀ x ∈ [x0, x0 + a].

则必有以下两者之一成立：

1. ϕ(x) < ψ(x), ∀x ∈ [x0, x0 + a]；

2. 存在 c ∈ [0, a]满足 ϕ(x) = ψ(x), ∀ x ∈ [x0, x0 + c];

ϕ(x) < ψ(x), ∀ x ∈ (x0 + c, x0 + a].

问题 7.3 (非齐次 Sturm-Liouville边值问题)
考虑如下的非齐次 Sturm-Liouville边值问题，

d2y

dx2
+ (λr(x) + q(x))y = f(x),

y(0) cosα− y′(0) sinα = η0,

y(1) cos β − y′(1) sin β = η1,

其中函数 r(x), q(x), f(x)在区间 [0, 1]上连续，r(x) > 0，α, β, η0, η1是常数，并且 α, β 满足

0 ⩽ α < π, 0 < β ⩽ π.

它对应的齐次 Sturm-Liouville边值问题为
d2y

dx2
+ (λr(x) + q(x))y = 0,

y(0) cosα− y′(0) sinα = 0,

y(1) cos β − y′(1) sin β = 0.

证明：非齐次 Sturm-Liouville边值问题存在唯一解当且仅当 λ不是对应的齐次 Sturm-Liouville边
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值问题的特征值。

问题 7.4 (Liouville定理——相流保持相空间的体积元)
设 F (x, y, t), G(x, y, t)是 R2+1上的两个光滑函数，考虑如下平面上的方程组

dx

dt
= F (x, y, t),

dy

dt
= G(x, y, t).

假设对于任意的初值 (x(0), y(0)) = (x0, y0) ∈ R2，方程组的解 (x(t), y(t))在 t ∈ R上存在。考虑它对
应的流映射

ϕt : R2 → R2, (x(0), y(0)) 7→ (x(t), y(t)).

我们知道，对于任意的 t ∈ R，ϕt是一个微分同胚。
(1) 假设存在 R2+1上的光滑函数 H(x, y, t)，使得

F =
∂H

∂y
, G = −∂H

∂x
.

(此时我们称该方程组是一个 Hamilton系统)证明：对于平面中任意的有界区域 D ⊂ R2，有

Area(ϕt(D)) = Area(D), ∀t ∈ R.

(2) 在上一问的假设下，证明：对于平面中任意光滑曲线

γ : [0, 1] → R2, t 7→ γ(t),

其中 γ 是一个光滑函数，有

Length(ϕt ◦ γ) = Length(γ), ∀t ∈ R.

(注记：推广到一般情形 2n维的相空间，相流保持了任意维数子流形的测度。)
(3) 现在我们不对 F, G做额外的假设，证明：存在 R2+1上的光滑函数W (x, y, t)，使得对于平面中

任意的有界区域 D ⊂ R2，有ˆ
ϕt(D)

e−W (x,y,t)dxdy =

ˆ
D
e−W (x,y,0)dxdy, ∀t ∈ R.

(注记：我们通常记
√
g(x, y, t) = e−W (x,y,t)，从而非 Hamilton系统的相空间应该被视为带有某个

特殊的 Riemann度量。)
(4) (柳彬 P162习题 4)考虑二阶微分方程

x′′(t) + cx′(t) + g(x) = p(t),

其中 g, p均是 R上的光滑函数，c是常数。假设该方程的解在 t ∈ R上存在。考虑 (x, x′)-平面上
的变换

Φt : R2 → R2, (x(0), x′(0)) 7→ (x(t), x′(t)).

证明：对于 (x, x′)-平面中任意的有界区域 D ⊂ R2，有

Area(Φt(D)) = e−ctArea(D), ∀t ∈ R.

问题 7.5 (紧支向量场是完备的)
假设 f : Rn → Rn是光滑紧支的，证明：对于任意的 x0 ∈ Rn，初值问题

x′(t) = f(x(t)), x(0) = x0
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存在整体解。

问题 7.6 (柳彬 P248习题 8，2023丘赛)
设 f(t, x, y)是一个 [0, 1]× R上的 C1函数，φ是二阶微分方程

(⋆)
d2x

dt2
= f(t, x,

dx

dt
), t ∈ [0, 1]

的满足 φ(0) = a, φ(1) = b 的一个解，其中 a, b 是两个给定的实数。假设 ∂f
∂x (t, x, y) > 0，对任

意的 (t, x, y) ∈ [0, 1] × R2。证明：对于使得 |β − b| 充分小的 β ∈ R，存在 (⋆) 的一个解 ψ，满足

ψ(0) = a, ψ(1) = β。

问题 7.7 (2022丘赛)
令 f(x, y) ∈ C1(R2)，假设存在 C > 0使得对任意的 (x, y) ∈ R2，有 |∂f∂y (x, y)| ⩽ C。证明：对于

任意的 y0 ∈ R，如下的 ODE存在整体解：

(⋆)


dy

dx
= f(x, y(x)),

y(0) = y0.

此外，我们假设 f 关于 x是以 1为周期的，即对任意的 (x, y) ∈ R2，有 f(x + 1, y) = f(x, y)。证明：

如果 (⋆)有一个整体定义的有界解，那么 (⋆)有一个周期解。

问题 7.8 (Riccati方程解的爆破时间)
本题考虑 Riccati方程初值问题

y′ = x2 + y2, y(0) = α

的解 yα。我们的目标是证明下面的结果：

对于任意的 α ∈ R，均存在 bα > 0，使得 yα在 [0, bα)上存在，并且满足

lim
x→b−α

yα(x) = +∞.

此外，bα关于 α ∈ R是严格递减的。

α > 0的情形是简单的。对于 α ⩽ 0的情形，我们将借助 Sturm-Liouville边值问题证明背后的想
法。

(1) 证明：对于任意的 α > 0，存在 bα > 0，使得上述初值问题的解 yα在 [0, bα)上存在，并且满足

lim
x→b−α

yα(x) = +∞.

(提示：使用比较定理。)
(2) 证明：

π

4
⩽ b1 ⩽ 1。

(3) 证明： lim
α→+∞

bα = 0。

(4) 现在考虑如下方程
u′′ + x2u = 0.

假设 u(x) ∈ C2(R) 是方程的解且满足 (u(0), u′(0)) 6= (0, 0)，那么存在相空间上的极坐标表示，
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即存在 ρ(x) ∈ C2(R)以及 θ(x) ∈ C2(R)使得

u(x) = ρ(x) sin θ(x), u′(x) = ρ(x) cos θ(x),

并且 θ(0) ∈ [0, π) (你不需要证明这个事实)。证明：θ(x)满足方程

θ′ = 1 + (x2 − 1) sin2 θ.

(5) 证明：对于任意的 θ0 ∈ [0, π)，初值问题

θ′ = 1 + (x2 − 1) sin2 θ, θ(0) = θ0

的解在 [0,+∞)上存在。并且对于任意的 A > θ0，存在 x > 0，使得 θ(x) = A。

(6) 假设 θ1(x)和 θ2(x)分别是方程的解，且初值满足 0 ⩽ θ1(0) < θ2(0) < π。记它们第一次到达 π

的时间分别为 x1和 x2，即

xi = inf{x > 0 | θi(x) = π}, i = 1, 2.

证明：x1 > x2。

(7) 对于 α ∈ R，记 uα(x)为初值问题

u′′ + x2u = 0, u(0) = 1, u′(0) = −α

的解。并且记

xα = inf{x > 0 | uα(x) = 0},

为 uα(x)在R>0上的第一个零点。证明：xα < +∞。(提示：u(x) = 0当且仅当 θ(x) = kπ，k ∈ Z。
)

(8) 证明：如果 α1 < α2，那么 xα1 > xα2。

(9) 证明：−u
′
α(x)

uα(x)
是初值问题

y′ = x2 + y2, y(0) = α

的解。即当 0 ⩽ x < xα时，yα(x) = −u
′
α(x)

uα(x)
。

(10) 完成题目开头方框内结果的证明。
(11) 设 w(x)是初值问题

u′′ + x2u = 0, u(0) = 0, u′(0) = 1

的解，记

c = inf{x > 0 | uα(x) = 0}

为 w(x)在 R>0上的第一个零点。证明：0 < c < +∞，并且

lim
α→−∞

bα = c.

(提示：使用解对初值的连续依赖性。)
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第二部分

偏微分方程



第 8章 第八次习题课讲义

2023年 12月 18日早晨，醒来后发现合肥迎来了久违的初雪，甚为惊喜，希望与同志们分享这首
小词。

清平乐·画堂晨起
李白

画堂晨起，来报雪花坠。高卷帘栊看佳瑞，皓色远迷庭砌。
盛气光引炉烟，素草寒生玉佩。应是天仙狂醉，乱把白云揉碎。

8.1 习题讲解

8.1.1 作业部分

� 练习 8.1第二章习题 6 若 v ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄)满足

−∆v ⩽ 0, x ∈ Ω,

则称 v在 Ω上是下调和的。

(1)证明：对于任意球 B(x, r) ⊂ Ω，成立

v(x) ⩽ 1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

v(y)dy.

(2)证明：max
Ω̄

v(x) = max
∂Ω

v(x)。

(3)设 ϕ : R → R是光滑凸函数，且 u是 Ω上的调和函数。证明：v = ϕ(u)是 Ω上的下调和函数。

(4)设 u是 Ω上的调和函数。证明：v = |∇u|2是 Ω上的下调和函数。

解
(1)我们先证明 v(x)小于等于球面平均。为此，令

φ(r) =
1

|Sn−1|

ˆ
Sn−1

v(x+ r · ω)dσSn−1(ω),

其中 dσSn−1 是 Sn−1的球面测度。现在我们计算

φ′(r) =
1

|Sn−1|

ˆ
Sn−1

ω · (∇v)(x+ r · ω)dσ(ω)

=
1

|Sn−1|

ˆ
Sn−1

ν(ω) · (∇v)(x+ r · ω)dσ(ω)

=
r

|Sn−1|

ˆ
B(0,1)

(∆v)(x+ r · y)dy ⩾ 0

其中我们用 ν 表示单位球面 Sn−1上的外法向量场。于是，我们有

φ(r) ⩾ φ(0) = v(x).



8.1 习题讲解

最后
1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

v(y)dy =
1

|B(x, r)|

ˆ r

0

(ˆ
Sn−1

v(x+ ρ · ω)dσSn−1(ω)

)
ρn−1dρ

=
1

|B(x, r)|

ˆ r

0
|Sn−1|φ(ρ)ρn−1dρ

⩾ |Sn−1|
|B(x, r)|

ˆ r

0
v(x)ρn−1dρ

=
|Sn−1|
|B(x, r)|

rn

n
v(x)

= v(x)

(2)如果 v在 Ω̄内的最大值在 ∂Ω上取到，那么就证完了。如果 v在 Ω̄内的最大值在某个 x0 ∈ Ω

上取到，那么根据 (1)，对于足够小的球 B(x0, r) ⊂ Ω，有
1

|B(x0, r)|

ˆ
B(x0,r)

v(y)dy ⩾ v(x0),

从而 v(y) ≡ v(x0)，对任意的 y ∈ B(x0, r)。这说明 v的 v(x0)-水平集

{x ∈ Ω | v(x) = v(x0)} ⊂ Ω

是 Ω中的非空开集。另一方面根据 v ∈ C(Ω)知这是 Ω中的闭集，从而根据 Ω的连通性，

{x ∈ Ω | v(x) = v(x0)} = Ω.

最后再利用连续性就知道 v在 Ω̄上恒等于 v(x0)，从而 v的最大值也在 ∂Ω上取到。

(3)直接计算即可，
∂iϕ(u) = ϕ′(u)∂iu,

∂2i ϕ(u) = ϕ′′(u)(∂iu)
2 + ϕ′(u)∂2i u,

于是

∆ϕ(u) = ϕ′′(u)|∇u|2 + ϕ′(u)∆u = ϕ′′(u)|∇u|2 ⩾ 0,

所以 v = ϕ(u)是下调和函数。

(4)注意到 u ∈ C∞(Ω)，∂iu也是调和函数，而 ϕ(x) = x2 是光滑的凸函数，所以根据 (3)，每个
(∂iu)

2是下调和的，它们加起来 |∇u|2也是下调和的。

� 练习 8.2第二章习题 7 假设 {un} ⊂ C(Ω̄) ∩ C2(Ω)是 Ω上的调和函数列。如果 {un}在 ∂Ω上一致收

敛，则 {un}在 Ω̄上一致收敛，且收敛与一个调和函数。

解
由于 un − um ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω)是 Ω上的调和函数，于是根据极值原理，

‖un − um‖L∞(Ω̄) = ‖un − um‖L∞(∂Ω) → 0, n,m→ ∞

根据 Cauchy收敛准则知 {un}在 Ω̄上一致收敛到某个 u ∈ C(Ω̄)。为了证明 u是调和的，我们借助平

均值公式，而不用直接去估计导数的收敛性。对于任意的 x ∈ Ω以及球 B(x, r) ⊂ Ω，我们有

un(x) =
1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

un(y)dy,
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8.1 习题讲解

在等式两边取 n→ ∞的极限，得到

u(x) =
1

|B(x, r)|

ˆ
B(x,r)

u(y)dy,

所以 u ∈ C2(Ω)并且是调和的。

� 练习 8.3第二章习题 12 设 u(x)是球 B(0, R0)上的调和函数，对于 R ∈ (0, R0]记

ω(R) = sup
B(0,R)

u− inf
B(0,R)

u.

(1)利用 Harnack不等式证明：存在 η ∈ (0, 1)，使得

ω

(
R

2

)
⩽ ηω(R).

(2)如果 supB(0,R0) |u(x)| ⩽M0，则存在常数 α ∈ (0, 1)，C > 0，使得

ω(R) ⩽ C(M0 + 1)

(
R

R0

)α

, R ∈ (0, R0].

解
(1)我们假设B(0, R0/2)上 Harnack不等式的系数是 C > 1，事实上，这个 C对于R ⩽ R0均适用。

于是对于任意的 R < R0，在 B(0, R/2)上对函数 w(x) = u(x)− inf
B(0,R)

u使用 Harnack不等式，得到

sup
B(0,R/2)

u− inf
B(0,R)

u = sup
B(0,R/2)

w ⩽ C inf
B(0,R/2)

w = C inf
B(0,R/2)

u− C inf
B(0,R)

u,

整理一下得到，

C

(
sup

B(0,R/2)
u− inf

B(0,R/2)
u

)
⩽ (C − 1)

(
sup

B(0,R/2)
u− inf

B(0,R)
u

)

⩽ (C − 1)

(
sup

B(0,R)
u− inf

B(0,R)
u

)
即

ω

(
R

2

)
⩽
(
1− 1

C

)
ω(R).

如果 inf
B(0,R0)

u是有限的，那么上面的计算也可以适用在R = R0的情形。如果 inf
B(0,R0)

u = ±∞，就

不能使用上面的计算了，但是此时一定存在 η0 ∈ (0, 1)使得

ω

(
R

2

)
= η0ω(R),

否则

sup
B(0,R)

u = sup
B(0,R/2)

u, inf
B(0,R)

u = inf
B(0,R/2)

u,

这与 inf
B(0,R0)

u = ±∞相矛盾。这时我们只要把 η更改成原先的 1− 1
C 与 η0中较大的那个即可。

(2)我们先找到 R在哪一层，即找到 i ⩾ 1，使得
1

2i
⩽ R

R0
<

1

2i−1
.
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8.1 习题讲解

于是根据 (1)，
ω(R) ⩽ ω(

R0

2i−1
)

⩽ ηi−1ω(R0)

=

(
1

2

)(i−1) log1/2 η

ω(R0)

= 2log1/2 η
(

1

2i

)log1/2 η

ω(R0)

⩽ 2M02
log1/2 η

(
R

R0

)log1/2 η

实际上这里的指数 log1/2 η > 0如果不落在 (0, 1)中，可以把它放小一点。

� 练习 8.4第二章习题 18 求边值问题−∆u = f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u|∂Ω = g(x, y)

的 Green函数，其中
(1) Ω是上半平面；
(2) Ω是第一象限；
(3) Ω是带形区域 {(x, y) ∈ R2 | x ∈ R, 0 < y < l}，其中 l为正常数。

解
(1)我们用 x, y 表示 R2 中的点，用 x̃表示 x关于 ∂R2

+ 的反射点，那么通过在 x̃的位置放上一个

负的单位电荷，即可保证区域的边界电势为 0。于是 Green函数为

G(x, y) = Γ(y − x)− Γ(y − x̃).

(2)我们用 x2, x3, x4 分别表示 x关于 y-轴，x-轴，原点的对称点，通过在 x2, x4 处放上单位负电

荷，在 x3处放上单位正电荷，即可保证区域的边界电势为 0。于是 Green函数为

G(x, y) = Γ(y − x)− Γ(y − x2) + Γ(y − x3)− Γ(y − x4).

(3)我们记 x−n = x̃ + (0, 2nl), n ∈ Z，以及 x+n = x + (0, 2nl), n ∈ Z。于是通过在 x−n , x
+
n 上分别

放上负、正电荷，即可保证区域边界 R× {0, l}的电势为 0。于是 Green函数为

G(x, y) =
∑
n∈Z

Γ(y − x+n )− Γ(y − x−n ).

写出这个表达式后，我们还要验证级数是收敛的以及验证 G(x, y)的正则性，不过这点我们不做要求。

8.1.2 补充习题

问题 8.1二阶常微分方程的基础解系 考虑如下的二阶常微分方程

u′′(r) +
2

r
u′(r) + 5W 4(r) = 0,

其中 W (r) = (1 + r2/3)−1/2。求出这个方程的一个基础解系。(提示：注意到 W (r) 是方程 u′′(r) +
2
ru

′(r) + u5(r) = 0的解，并且对任意的 λ > 0，λ1/2W (λr)也是这个方程的解。)
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8.2 数学分析拾遗之子流形上的积分

解这是一个有趣的小问题，通过利用关于 λ的伸缩不变性，我们在 λ1/2W (λr)满足的方程两边对 λ求

导数，并且取 λ = 1就得到了一个解。另一个解可以通过标准的“买一送一”技巧得到。这样做可行

的原因是乘法算子 u 7→ 5W 4(r)u恰好是 u 7→ u5在W (r)处的线性化算子。

8.2 数学分析拾遗之子流形上的积分

To discover something in mathematics is to overcome an inhibition and a tradition. You cannot
move forward if you are not subversive.

——Laurent Schwartz

8.2.1 测度与积分

为了用更干净地的语言叙述子流形上的积分理论，我们要铺垫一些测度论的知识，核心是集合的

测度与函数的积分之间的对应关系。这一小节中较为繁琐的细节将被省略，感兴趣的同学可以参考任

意一本实分析教材。懒得看的或许可以直接跳过本小节。

在 Rn 中，我们用测度这个概念取刻画一个集合的大小/体积/面积/长度，比如说，我们愿意接受
[0, 1]n 的测度是 1、B(0, 1) ⊂ R3 的测度是 4π

3 的事实。抽象地来看，如果有一个空间 X (类比于 Rn)，
配上一族X 的子集组成的集合A (在X = Rn的情形下它包含诸如 [0, 1]n，B(0, 1)这样的集合)，我们
把 A中的集合成为可测集，再配上一个从 A到 [0,∞]的函数 µ，被称为测度 (即输入一个集合，输出
这个集合的大小)，那么我们把这个三元组 (X,A, µ)称为一个测度空间。当然，我们这里的测度函数，
不能任意假定，它需要满足一些基本的类似于体积的性质，比如对于两个不交的集合，它们的并集的

测度应该等于分别的测度之和。

在 Rn 上我们有标准的 Borel可测集族 B (它包含了所有的开集，闭集，以及可数个开集的交，可
数个闭集的并等等)，还有标准的 Lebesgue 测度，通常记为 m = mn，它满足 m([0, 1]n) = 1，并且

具有平移不变性，即对任意的可测集 A ∈ B 以及任意的 a ∈ Rn，我们有 m(a + A) = m(A)。可以

证明，Lebesgue测度是 Rn 上唯一满足上述性质的 σ-有限 Borel测度。此外，根据平移不变性还可以
推出旋转不变性，即对任意的正交矩阵 O ∈ O(n)和任意的可测集 A ∈ B，我们有 O(A) ∈ B，并且
m(O(A)) = m(A) (这是一个有趣的练习)。
现在我们已经可以对测度空间 (X,A, µ)中的一个可测子集 A ∈ A谈论测度，即它的大小了，如

此从此过渡到一个 X 上函数的积分呢？关键是使用特征函数来联系集合与函数。对于 X 中的可测子

集 A ∈ A，我们定义它的特征函数 1A为

1A(x) =

1, x ∈ A

0, x /∈ A

我们定义 1A的积分为 ˆ
X
1Adµ = µ(A).

立即地，我们可以对有限个特征函数的线性组合，即简单函数 f =
∑m

i=1 ci1Ai 定义积分为ˆ
X
fdµ =

m∑
i=1

ciµ(Ai).

当然作为例行公事，我们需要验证上面是良好定义的，即这个积分值不依赖于具体的把 f 写成特征函

数线性组合的方式，不过我们省略这些没有启发性的细节。接下来，对于一般的函数 f : X → C，它
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8.2 数学分析拾遗之子流形上的积分

不是简单函数，怎么去定义它的积分呢？答案是：逼近！我们可以用一列简单函数 {fn}n⩾1去逼近 (大
家先不用细究是在什么意义下逼近)一般的函数 f，并且用 fn积分的极限去定义 f 的积分，即定义ˆ

X
fdµ = lim

n→∞

ˆ
X
fndµ.

我们把能够被一列简单函数所逼近的函数 (还要要求简单函数列的积分极限存在)f 称为可积函数，并
把可积函数组成的集合记为 L1(X,A, µ)。可以验证，可积函数的积分是良好定义的，并且积分算子ˆ

X
· dµ : L1(X,A, µ) → C, f 7→

ˆ
X
fdµ

是一个线性算子。

作为最重要的例子，我们把在 (X ⊂ Rn,B,m)上的积分简写为 (dx就代表 Lebesgue测度)ˆ
X
f(x)dx.

从范畴论的角度来讲，我们研究了一个测度空间的结构后，还要去研究不同测度空间之间的映射。

类似于在线性代数中学习的线性映射、点集拓扑/数学分析中学习的连续/光滑映射，我们定义两个测度
空间 (X,A, µ)和 (Y,B, ν)之间的可测映射是满足如下条件的映射 Φ: X → Y

对任意的 Y 中的可测集 B ∈ B，有 Φ−1(B) ∈ A，即可测集在 Φ下的原像是可测集。

实际上，利用可测映射，我们可以将一个空间中的测度结构迁移到另一个空间上。即假设 Φ是两个空

间 (X,A, µ)和 (B,B)之间的可测映射 (注意第二个空间现在没有测度！)，我们定义测度 µ在 Φ下的

推出测度 Φ∗µ是 (Y,B)上的满足对任意的 B ∈ B，(Φ∗µ)(B) = µ(Φ−1(B))的测度。

作为例子，我们考虑 Rn上的仿射变换 Φ(x) = Ax+ b，其中 A ∈ GLn(R), b ∈ Rn，Φ是 Rn这个

Lebesgue测度空间之间的可测映射，并且对任意的 B ∈ B，我们有

(Φ∗m)(B) = m(Φ−1(B)) = m(A−1 · (B − b)) = | det(A)|−1m((B)).

用一种更有启发性的方式来写，我们有

(Φ∗(| det(A)|m))(B) = m(B), ∀B ∈ B

从而 Φ∗(| det(A)|m) = m作为测度相等。

最后我们介绍一下换元积分公式。假设 Φ: (X,A, µ) → (Y,B, ν)是可测映射，并且 Φ∗µ = ν。那

么对于任意的 f ∈ L1(Y,B, ν)，我们有 f ◦ Φ ∈ L1(X,A, µ)，并且ˆ
Y
fdν =

ˆ
X
f ◦ Φdµ.

回忆欧式空间开集之间的换元积分公式：假设 U, V ⊂ Rn是两个开集，Φ: U → V 是微分同胚 (即光滑
双射，并且逆映射也光滑)，那么对于 V 上的光滑函数 f : U → C，我们有ˆ

V
f(y)dy =

ˆ
V
(f ◦ Φ)(x)| det(dΦ(x))|dx.

可见，用推出测度的语言来说，欧式空间开集之间的换元积分公式等价于

dy = Φ∗(| det(dΦ(x))|dx),

其中 | det(dΦ(x))|dx代表以 | det(dΦ(x))|为密度的测度 (也叫绝对连续测度)，它满足对任意的可测集
A ⊂ U，有

(| det(dΦ(x))|dx)(A) =
ˆ
A
| det(dΦ(x))|dx.
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8.2 数学分析拾遗之子流形上的积分

8.2.2 Rn中的子流形

我们主要复习多变量微积分中的积分理论，特别是在 Rn 中子流形上的积分。这里我们不得不引

入子流形的概念，因为我们要处理的对象不只是二、三维空间中的曲线和曲面，还包括任意维数空间

Rn中的超曲面。

定义 8.1

♣

我们称 Rn中的一个子集M 为一个 d维光滑子流形 (d ⩽ n)，如果对任意的 x ∈M，存在 Rn中

的开集 U, V，以及微分同胚 Φ: U → V，使得

Φ(U ∩M) = V ∩ (Rd × {0}).

直观上看，一个 d维子流形是局部上可以通过一个微分同胚“拉平”的东西。一个常用的生成子
流形的方式是利用隐函数定理，即如果 f : Rn → Rm是光滑映射，并且存在 c ∈ Rm，使得对于任意的

x ∈ f−1(c)，都有

rank(df(x)) = m,

那么 f−1(c)是一个余维数 (=背景空间维数-自己作为子流形的维数)为m的光滑子流形。

作为例子，我们可以考虑 Rn 上的光滑函数 f(x) = |x|2 = x21 + · · · + x2n，那么对于任意的 x ∈
f−1(1) = Sn−1，有

df(x) = (2x1, · · · , 2xn) = 2x 6= 0, =⇒ rank(df(x)) = 1,

于是球面 Sn−1就是 Rn中的余维数为 1的光滑子流形 (超曲面)。
不过，对于我们来说最重要的是下面的等式

d维子流形 =局部上可以被一个从 Rd中开集 U 到 Rn的映射参数化的东西。

8.2.3 子流形上的积分学

根据测度与积分对应的观点，我们要对一个子流形M ⊂ Rn上的函数 f : M → C定义积分，只要
赋予可测空间 (M,B(M))一个 (σ有限的)测度，其中 B(M)是从 Rn中继承的子 σ-代数。

注意到，一个 d 维子流形在每个局部上都可以被一个 Rd 中的开集 (正则) 参数化，即对任意的
x ∈M，存在 Rn中的开集 U，x ∈ U，Rd中的开集 V 以及微分同胚 Φ: V →M ∩U，这个 Φ就是M

的一个局部的参数化。通过 Φ，我们可以把 V ⊂ Rd上的 Lebesgue测度推出到M ∩U 上，得到M ∩U
上的测度 Φ∗(md)。这里有两个问题，第一个问题是，这里只是得到了M ∩U 上的一个测度，并没有得
到整个M 上的测度。如果我们想要把每个局部上这样得到的测度“粘”成整个M 上的一个测度，我

们需要一般形式的单位分解这个工具。为了避免这种情况发生，我们将总是考虑能够“几乎”被单个
映射参数化的子流形M，这里的“几乎”是说M 虽然可能不能被单个映射参数化，但没有被参数化

到的部分是“零测集”(也就是手动把它令为零测度)，从而不会对积分理论产生什么影响。第二个问题
是，这里选用不同的参数化所得到的M 上的测度可能是不同的，我们下面用一个例子说明。

我们考虑 R2中的一条直线段 L，

γ1 : [0, 1] → L ⊂ R2, γ1(t) = (t, t).

作为 R2的子集，这条线段是 L = {(t, t) | t ∈ [0, 1]} = Im(γ1)，但是也有其他参数化它的方式，比如

γ2 : [0, 1/2] → L ⊂ R2, γ2(t) = (t/2, t/2).
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我们用 dx表示 [0, 1]上的 Lebesgue测度，那么在第一个参数化下，γ1∗(dx)(L) = dx([0, 1]) = 1，但是

使用第二个参数化得到的 L的测度是 γ2∗(dx)(L) = dx([0, 1/2]) = 1/2，它们是不相等的。

下面我们着手解决第二个问题，事实上，这可以用参数化映射 Φ自身的信息来修正。

定义 8.2

♣

设 d ⩽ n，对于从 Rd 中开集 U 到 Rn 的光滑映射 Φ: U → Rn，我们用 dΦ表示映射 Φ (在某点
处)的 Jacobi矩阵 (这是一个 n× d的矩阵)，称 gΦ = (dΦ)T (dΦ)为 Φ (在某点处的)度量矩阵，或
者 Gram矩阵 (这是一个 d× d的矩阵)。

定理 8.1

♥

假设 Φ: U → M 和 Ψ: V → M 是 d维子流形M ⊂ Rn 的两个参数化，其中 U, V ⊂ Rd 是开集。

那么我们有

Φ∗(| det(gΦ)|
1
2md) = Ψ∗(| det(gΨ)|

1
2md),

换而言之，对于M 上任意的 Borel集 A ⊂M，我们有ˆ
Φ−1(A)

| det(gΦ(x))|
1
2dx =

ˆ
Ψ−1(A)

| det(gΨ(y))|
1
2dy,

再换而言之，对于M 上任意的连续函数 f ∈ C(M)，我们有ˆ
U
(f ◦ Φ)(x)| det(gΦ(x))|

1
2dx =

ˆ
V
(f ◦Ψ)(y)| det(gΨ(y))|

1
2dy.

证明 由于 Φ和 Ψ都是微分同胚，存在 U 和 V 之间的微分同胚 L = Ψ−1 ◦Φ使得 Φ = Ψ ◦ L。根据链
式法则，我们有

dΦ(x) = dΨ(L(x)) ◦ dL(x), x ∈ U

于是

gΦ(x) = (dΦ(x))T (dΦ(x)) = (dL(x))T (dΨ(L(x)))T (dΨ(L(x)))(dL(x)) = (dL(x))T gΨ(L(x))(dL(x)),

取行列式就得到

| det(gΦ(x))|
1
2 = | det(dL(x))| · | det(gΨ(L(x)))|

1
2 .

利用上面的计算，对于任意的 Borel集 A ⊂M，有ˆ
Φ−1(A)

| det(gΦ(x))|
1
2dx =

ˆ
Φ−1(A)

| det(dL(x))| · | det(gΨ(L(x)))|
1
2dx

=

ˆ
L(Φ−1(A))

| det(gΨ(y))|
1
2dy

=

ˆ
Ψ−1(A)

| det(gΨ(y))|
1
2dy

其中第二个等号处我们利用了关于 L : U → V 的换元积分公式，这就完成了证明。

注从上述证明中可以看出，我们额外乘上的因子 | det(gΦ)|
1
2 在参数变换下多出来的因子正好和换元积

分公式中的因子一致，从而使得在 Φ,Ψ两个参数化下的积分结果一致。

上面这个定理说明，虽然 Φ∗(md)可能依赖于参数化 Φ的选取，但是利用 Φ的度量矩阵可以修正

这个问题，也即 Φ∗(| det(gΦ)|
1
2md)是不依赖于 Φ的选取的！从而我们可以引入以下的定义。
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定义 8.3

♣

设 d ⩽ n，设 Φ: U → M 是子流形M ⊂ Rn 的 (任一个)参数化，我们把测度 σ = Φ∗(md)称为

M 上的子流形测度，它满足对于任意的 Borel集 A ⊂M，有

σ(A) =

ˆ
Φ−1(A)

| det(gΦ(x))|
1
2dx,

或者等价地说，对于任意的 f ∈ C(M)，有ˆ
M
fdσ =

ˆ
U
(f ◦ Φ)(x)| det(gΦ(x))|

1
2dx.

注实际上我们这里通过参数化构造的子流形Md 上的测度就对应于从 Rn 上的标准 Riemann度量 gRn

继承而来的度量对应的体积形式，即度量 ι∗gRn 对应的体积形式
√

det(gij)dx
1 ∧ · · · ∧ dxd。上面不同

参数化下的 gΦ就是不同局部坐标下度量矩阵 (gij)的不同形式。

一个潜在的问题是，我们怎么知道上面定义的子流形测度和我们在欧氏几何中的想法一致？我们

可以通过几个例子说明。比如说，在欧氏几何中，我们希望一个几何对象的长度/面积/体积是在正交变
换下不变的，这对于我们定义的子流形测度也对。假设参数化映射是 Φ: U → M，那么M 在正交变

换 O ∈ O(n)下变为 O(M)，它仍然是 Rn 中的子流形，并且具有参数化 O ◦ Φ: U → O(M)，在这个

参数化下计算M 的子流形测度得到

σ(O(M)) =

ˆ
U
| det((dΦ)TOTO(dΦ))|

1
2dx =

ˆ
U
| det((dΦ)T (dΦ))|

1
2dx = σ(M).

再比如，我们希望这个子流形测度能够和Rn本身的 Lebesgue测度相容。粗略地来说，我们可以验
证，假设Σ ⊂ Rn是一张超平面 (=余 1维仿射子流形)，A ⊂ Σ是一个可测集。我们考虑“无穷多个”A沿

着Σ的法向 n“堆叠”而成的一个高度为 h的柱子，即Ah = {a+t·n ∈ Rn | a ∈ A, t ∈ [0, h]}，这是一个
Rn中的可测集，根据 Lebesgue测度的旋转不变性，我们可以通过某个正交变换 O ∈ O(n)把 Ah变成

O(A)× [0, h]，其中O(A) ⊂ Rn−1，于是mn(Ah) = mn(O(A)× [0, h]) = mn−1(O(A))×h。而A ⊂ Σ的

子流形测度也在正交变换下不变，从而 σ(A) = mn−1(O(A))，于是我们就证明了mn(A1) = σ(A)× h。

这个相容性的更加精确表述由所谓的余面积公式刻画。

下面我们讨论几个最常见的例子，它们包括 Rn中的曲线、作为函数图像的超曲面、球面，对于这

些对象，我们总是选取最常用的参数化。

第一个例子：曲线

我们用 γ : [a, b] → Rn表示 Rn中的一条参数曲线 L。按照子流形测度的定义，L上的子流形测度

是 γ∗(m1)，其中m1是区间 [a, b]上的 Lebesgue测度。这里参数化 γ 对应的度量矩阵是

gγ(t) =
(
γ′1(t) · · · γ′n(t)

)
γ′1(t)

· · ·
γ′n(t)

 = |γ′(t)|2, t ∈ [a, b]

于是 L的长度是

Length(L) =

ˆ b

a
|γ′(t)|dt.

对于曲线 L上的连续函数 f ∈ C(L)，它的曲线积分是ˆ
L
fdσ =

ˆ b

a
f(γ(t))|γ′(t)|dt.
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8.2 数学分析拾遗之子流形上的积分

作为具体的例子，我们可以考虑平面上的圆圈 S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} ⊂ R2。为了得到

它的一个参数化，我们回忆三角函数的定义，

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i
.

它们都是 R上的光滑函数，并且满足 cos2 x+sin2 x = 1，对任意的 x ∈ R。再回忆我们把 π定义为 sin

函数在 R>0 上的第一个零点 (在第五次习题课讲义中，我们的定义是 cos函数在 R>0 上第一个零点的

两倍，这两者是等价的)。对于任意的 (x, y) ∈ S1，x, y ∈ [−1, 1]，根据介值定理，存在 θ ∈ [0, 2π)，使

得 x = cos θ，此时 y2 = 1− x2 = sin2 θ，那么通过对 θ加上或者减去一个 π，可以使得 y = sin θ，也

即 (x, y) = (cos θ, sin θ)。综上，我们得到了 S1的一个标准的参数化

γ : [0, 2π] → S1, θ 7→ (cos θ, sin θ).

现在我们可以计算圆的周长，

Length(S1) =

ˆ 2π

0
|γ′(t)|dt = 2π.

这样我们就证明了单位圆的周长是 2π。同样道理，对于圆周 S1上的连续函数 f ∈ C(S1)，它的积分是ˆ
S1

fdσS1 =

ˆ 2π

0
f(cos θ, sin θ)dθ.

值得一提的是，我们在数学分析 A3/B2中学习的 Fourier级数理论就是在 L2(S1)上发展的 (习惯
上我们把 S1 写成 T，因为在高维情形 Fourier级数是在 L2(Tn)上发展的)。这个理论的一个基本结果
是在测度 1

2πdσS1 下，{eikx | k ∈ Z}构成了 L2(S1)的一组标准正交基 (Hilbert基)。高维的情形也是类
似的，即在测度 1

(2π)n (dσS1)⊗n下 (这是一个乘积测度)，{eik·x | k ∈ Zn}构成了 L2(Tn)的一组标准正

交基。老师上课提到过，如果我们考虑 S2而不是 T2去作为 S1上 Fourier级数的高维推广，那么在测
度 1

4πdσS2 下，球调和函数 {Yl,m(θ, φ) | l ∈ N,−l ⩽ m ⩽ l}构成了 L2(S2)的一组标准正交基。

第二个例子：作为函数图像的超曲面

我们考虑 Rn−1中开集 U 上的光滑函数 f : U → R的图像

Γ(f) = {(x, f(x)) ∈ Rn−1 × R | x ∈ U} ⊂ Rn.

这自然是 Rn的一个余一维的光滑子流形，即一张超曲面，并且有自然的参数化

Φ: U → Γ(f), x 7→ (x, f(x))

从几何上看，这个参数化就是将 f 定义域中的点 x ∈ U 向上“提升”到它的图像 Γ(f)上去。在这个标

准的参数化下，我们可以计算 Γ(f)的子流形测度。首先我们有

dΦ(x) =



1

1

· · ·
1

∂f
∂x1

(x) ∂f
∂x2

(x) · · · ∂f
∂xn

(x)


=

(
In−1

∇f(x)

)
,
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8.2 数学分析拾遗之子流形上的积分

于是

gΦ(x) = (dΦ(x))T (dΦ(x)) =


1 + ∂2f

∂x2
1
(x) ∂2f

∂x1∂x2
(x) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f
∂x1∂x2

(x) 1 + ∂2f
∂x2

2
(x) · · · ∂2f

∂x2∂xn
(x)

· · · · · · · · · · · ·
∂2f

∂x1∂xn
(x) ∂2f

∂x2∂xn
(x) · · · 1 + ∂2f

∂x2
n
(x)

 = In−1 +∇f(x)⊗∇f(x),

根据众所周知的行列式计算技巧，我们得到

det(gΦ(x)) = 1 + |∇f(x)|2,

于是 Γ(f)的子流形测度是 σ = Φ∗(
√

1 + |∇f |2mn−1).据此，我们可以计算这张超曲面的面积

σ(Γ(f)) =

ˆ
U

√
1 + |∇f(x)|2dx.

同样道理，对于任意的 Γ(f)上的连续函数 g ∈ C(Γ(f))，它的曲面积分是ˆ
Γ(f)

gdσ =

ˆ
U
g(x, f(x))

√
1 + |∇f(x)|2dx.

作为具体的例子，我们可以考虑 n维球面 Sn = {x ∈ Rn+1 | |x| = 1} ⊂ Rn+1。它虽然不是一个函

数的图像(尝试证明这一点！)，但是它可以“差不多”写成 2个函数图像的并，比如说

Sn = Sn
>0 ∪ Sn

<0 ∪ Sn
=0,

其中

Sn
>0 = {x = (x′, xn+1) ∈ Sn | xn+1 > 0},

Sn
<0和 Sn

=0是类似定义的。注意到 Sn
=0是一个“零测集”，我们可以只用 x 7→ (x,±

√
1− |x|2)去参数

化 Sn
>0和 Sn

<0而忽略掉 Sn
=0。现在我们可以计算 Sn的面积，

σ(Sn) = 2σ(Sn
>0)

= 2

ˆ
Bn(0,1)

√
1 +

|x|2
1− |x|2

dx

= 2

ˆ
Bn(0,1)

1√
1− |x|2

dx

= 2

ˆ 1

0

rn−1

√
1− r2

σ(Sn−1)dr

= 2σ(Sn−1)

ˆ π/2

0
sinn−1 θdθ

= 2σ(Sn−1) ·


(n− 2)!!

(n− 1)!!
, n is even

(n− 2)!!

(n− 1)!!
· π
2
, n is odd

其中我们利用了Wallis公式。特别地，如果取 n = 2，那么我们就证明了单位球面的表面积是 4π。

第三个例子：二维球面

对于 2维球面，我们想谈的更多。另一个标准的参数化是所谓球面坐标，即

Φ: (0, π)× (0, 2π) → S2, (θ, φ) 7→ (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

如果你愿意，也可以按照类似于 S1参数化的做法严格证明这确实是 S2的一个参数化，只不过无法覆
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盖住一个半圆弧。在这个参数化下，我们计算 S2的子流形测度。

dΦ(θ, φ) =


cos θ sinφ − sin θ sinφ

cos θ cosφ sin θ cosφ

− sin θ 0

 ,

于是

gΦ(θ, φ) =

(
1 0

0 sin2 θ

)

从而 S2上的子流形测度是

σS2 = Φ∗(sin θm2) = Φ∗(sin θdθdφ).

换而言之，对于任意的 S2上的连续函数 f ∈ C(S2)，它在球面上的积分是ˆ
S2

fdσS2 =

ˆ 2π

0

ˆ π

0
f(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) sin θdθdφ.

第四个例子：光锥表面

最后一个例子我们考虑时空 Rn+1
x,t = Rn

x × Rt中的正向光锥表面，即

Ĉ = {(x, t) ∈ Rn
x × Rt>0 | t = |x|}.

这是一个 Rn+1中的光滑子流形，因为它是 Rn −{0}上光滑函数 x 7→ |x|的图像 (注意我们扣掉了光锥
的尖点)。我们用标准的参数化

Φ: Rn − {0} → Ĉ, x 7→ (x, |x|) = (x, F (x))

来计算 Ĉ 的子流形测度 σ
Ĉ
。

∇F (x) = x

|x|

于是 det(gΦ(x)) = 1 + |∇F (x)|2 = 2，从而

σ
Ĉ
= Φ∗(

√
2mn) = Φ∗(

√
2dx).

换而言之，对于任意的连续函数 f ∈ C(Ĉ)，它在光锥表面的积分是ˆ
Ĉ
fdσ

Ĉ
=

ˆ
Rn−{0}

f(x, |x|)
√
2dx =

ˆ
Rn

f(x, |x|)
√
2dx.

作为应用，我们考虑 n = 3的情形 (更加具有物理意义，对于一般的 n会变复杂一点)。对任意的

光滑紧支函数 φ ∈ C∞
0 (R3+1)，它限制在 Ĉ 上就成为了 Ĉ 上的光滑函数，我们计算 − (□φ)(x, t)

4π
√
|x|2 + t2

在

Ĉ 上的积分，其中 □ = −∂2t +∆是波动算子。(建议大家仔细搞清楚这里的计算，并和课堂上解三维
波方程的过程相比较)ˆ

Ĉ
− (□φ)(x, t)
4π
√

|x|2 + t2
dσ

Ĉ
=

ˆ
R3

− (□φ)(x, |x|)
4π
√

|x|2 + |x|2
√
2dx

=

ˆ
R3

−(□φ)(x, |x|)
4π|x|

dx

=
1

4π

ˆ ∞

0
r

ˆ
S2

(
∂2t φ− ∂2rφ− 2∂rφ

r
− 1

r2
∆S2φ

)
(r, ω, r)dσS2(ω)dr

其中我们利用了 ∆在球坐标下的展开

∆ = ∂2r +
2

r
∂r +

1

r2
∆S2 .
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这个式子的准确含义是：如果我们记球坐标变换是

Φ: (0,∞)× (0, π)× (0, 2π) → R3, (r, θ, φ) 7→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)

那么我们有对任意的光滑函数 f ∈ C∞(R3)，(
∂2r +

2

r
∂r +

1

r2
∆S2

)
(f ◦ Φ) = (∆f) ◦ Φ.

根据课上提到的球面上的散度定理，我们有ˆ
S2

(∆S2φ)(r, ω, r)dσS2(ω) = 0, ∀r > 0.

(这件事情的另一个理解是∆S2是C2(S2)上的一个对称算子，即对任意的 f, g ∈ C2(S2)，有 (∆S2f, g) =

(f,∆S2g)，这里内积是乘积后在 S2上用球面测度 σS2 积分)我们接着计算，ˆ
Ĉ
− (□φ)(x, t)
4π
√

|x|2 + t2
dσ

Ĉ
=

1

4π

ˆ ∞

0

ˆ
S2

(
r∂2t φ− r∂2rφ− 2∂rφ

)
(r, ω, r)dσS2(ω)dr

下面需要如下的观察

r∂2t φ− r∂2rφ− 2∂rφ = (∂t + ∂r)
(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
,

并且注意到对于任意的光滑函数 g ∈ R3+1以及任意固定的 ω ∈ S2

d

dr

(
g(r, ω, r)

)
=
(
(∂t + ∂r)g

)
(r, ω, r).

于是可以接着算ˆ
Ĉ
− (□φ)(x, t)
4π
√
|x|2 + t2

dσ
Ĉ
=

1

4π

ˆ ∞

0

ˆ
S2

(∂t + ∂r)
(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)dσS2(ω)dr

=
1

4π

ˆ ∞

0

ˆ
S2

d

dr

((
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)

)
dσS2(ω)dr

=
1

4π

ˆ ∞

0

d

dr

(ˆ
S2

(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)dσS2(ω)

)
dr

=
1

4π
lim
ε→0

ˆ ∞

ε

d

dr

(ˆ
S2

(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(r, ω, r)dσS2(ω)

)
dr

= − 1

4π
lim
ε→0

ˆ
S2

(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(ε, ω, ε)dσS2(ω)

= −
(
(∂t − ∂r)(rφ)

)
(0, 0)

其中我们用到了 φ在无穷远处消失和 Newton-Leibniz公式。而

(∂t − ∂r)(rφ) = r∂tφ− φ− r∂rφ,

最终我们得到了

〈−
dσ

Ĉ

4π
√
|x|2 + t2

,□φ〉 =
ˆ
Ĉ
− (□φ)(x, t)
4π
√
|x|2 + t2

dσ
Ĉ
= φ(0, 0).

如果我们将上述结果与位势方程 ∆u = 0 的基本解 Γ(x) 相比较：我们知道，对于任意的 φ ∈
C∞
0 (Rn)，有

〈Γ,∆φ〉 =
ˆ
Rn

Γ∆φdx = φ(0).

于是我们可以说 −
dσ

Ĉ

4π
√
|x|2 + t2

是 3维波动方程 □u = −∂2t u+∆u = 0的基本解。这个解压根就不是

一个 R3+1上的函数，而是光锥表面的一个测度，可见基本解只是一种弱解。我们在这里写下基本解的
真正含义，感兴趣的同志可以在高等实分析课程中学习。
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定义 8.4

♣

假设 P 是Rn上的一个m阶微分算子，其中 n ⩾ 1，即存在Rn上的一堆光滑函数 aα ∈ C∞(Rn)，

使得 (其中 P ∗称为 P 的伴随算子)

P =
∑

|α|⩽m

aα∂
α, P ∗ =

∑
|α|⩽m

(−1)|α|aα∂
α,

并且至少有一个多重指标 |α| = m使得 aα 6= 0。如果Rn上的分布E满足对任意的 φ ∈ C∞
0 (Rn)，

都有

〈E,P ∗φ〉 = φ(0),

那么我们称 E 是方程 Pu = 0的一个基本解。

最后是一个常用的公式。

命题 8.1

♠

对于 B(x0, R) (R = ∞也可以)上的连续函数 (可积函数) f，我们有ˆ
B(x0,R)

f(x)dx =

ˆ R

0
rn−1

(ˆ
Sn−1

f(x0 + r · ω)dσSn−1(ω)

)
dr.

证明 我们只对 n = 3的情形给出证明，任意 n的证明需要具体写出 Sn−1的一个参数化，留给读者思

考。按照定义，ˆ
S2

f(x0 + r · ω)dσS2(ω) =

ˆ 2π

0

ˆ π

0
f(x10 + r sin θ cosφ, x20 + r sin θ sinφ, x30 + r cos θ) sin θdθdφ.

于是等式右端等于ˆ R

0

ˆ 2π

0

ˆ π

0
f(x10 + r sin θ cosφ, x20 + r sin θ sinφ, x30 + r cos θ)r2 sin θdθdφdr.

另一方面，利用球坐标换元

Φ: (0, R)× (0, π)× (0, π) → B(x0, R), (r, θ, φ) 7→ (x10 + r sin θ cosφ, x20 + r sin θ sinφ, x30 + r cos θ)

我们可以计算等式左边的积分ˆ
B(x0,R)

f(x)dx =

ˆ
(0,R)×(0,π)×(0,π)

(f ◦ Φ)(r, θ, φ)| det(dΦ)(r, θ, φ)|drdθdφ

=

ˆ R

0

ˆ 2π

0

ˆ π

0
f(x10 + r sin θ cosφ, x20 + r sin θ sinφ, x30 + r cos θ)r2 sin θdθdφdr.

这就完成了证明。而且实际上上面的公式对于 R = ∞也对。
注当然，一个更加自然的写法是，ˆ

B(x0,R)
f(x)dx =

ˆ R

0

(ˆ
∂B(x0,r)

f(y)dσ∂B(x0,r)(y)

)
dr.

这两种写法是自然等价的，但我们想要强调的是，上面命题陈述中的写法更便于处理。实际上我们把

f(x0 + r · ω)视为 [0, R] × Sn−1 上的关于 (r, ω)的函数，第一层积分就是固定 r ∈ [0, R]对 ω 在 Sn−1

上积分，这里的测度和积分的区域不随 r改变，从而可以看作是 f(x0 + r · ω)的一个二重积分。而在
后一种写法中，积分的区域 ∂B(x0, r)和测度 σ∂B(x0,r) 都在随 r 改变，换言之，我们要把第一层积分

整个视为 [0, R]上的函数，而不能视为某个函数的多重积分。

以下的余面积公式 (一种“弯曲”的 Fubini定理)可以视为上述命题的推广，证明不做要求。
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定理 8.2 (余面积公式)

♥

假设 Ω ⊂ Rn 是一个开区域，f : Ω → R 是光滑函数，并且存在 a < b 使得对于任意的 x ∈
f−1([a, b])，df(x) 6= 0 (从而 f−1(t)是余 1维的子流形)。那么对于任意的 f−1([a, b])上的连续函

数 g， ˆ
f−1([a,b])

g(x)dx =

ˆ b

a

(ˆ
f−1(t)

g

|∇f |
dσt

)
dt,

其中 σt表示 f−1(t)的子流形测度。

这个公式在构造相空间 T ∗M 上的 Liouville测度时很有用。
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第 9章 第九次习题课讲义

9.1 知识回顾与习题讲解

在椭圆方程的开头，我们学习了很多调和函数的性质，即方程

∆u = 0

的解，其中一条是调和函数不会在区域内部取到最大、最小值。我们研究更一般的椭圆方程：

Lu = −∆u+ c(x)u = f, x ∈ Ω.

事实上对于这类方程，我们有类似的结果，即极值原理：

定理 9.1 (弱极值原理)

♥

设 c ≥ 0, f ≤ 0, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)是上述方程的解，那么 u在边界达到非负最大值，即

max
Ω̄

u ≤ max
∂Ω

u+

作业题

1.设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)是定解问题−∆u+ c(x)u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = 0

的一个解。

(1)如果 c(x) ≥ c0 > 0，则

max
Ω̄

|u(x)| ≤ 1

c0
sup
Ω

|f(x)|

(2)如果 c(x) ≥ 0，则

max
Ω̄

|u(x)| ≤M sup
Ω

|f(x)|

其中M 依赖于 Ω的直径。

(3)如果 c(x) < 0，试举反例说明上述最大模估计一般不成立。

证明 (1)设 u在 x0 ∈ Ω取到最大值，即 x0是最大值点，那么 ∆u(x0) ≤ 0, u(x0 ≥ 0)，于是

f(x0) = −∆u(x0) + c(x0)u(x0) ≥ c0u(x0)

最小值点同理。

(2)令 w(x) = d2 − |x|2 + 1, d是 Ω的直径，u(x) = w(x)v(x)。得到 v(x)满足的方程：

−(∆w(x)v(x) + 2∇w(x) · ∇v(x) + w(x)∆v(x)) + c(x)w(x)v(x) = f

即

−∆v(x) +
2x · ∇v(x)
d2 − |x|2 + 1

− (
2n

d2 − |x|2 + 1
+ c(x))v(x) =

f

d2 − |x|2 + 1

在 v(x)的最大值点 x0处，有 ∇v(x0) = 0,∆v(x0) ≤ 0，于是
2n

d2 + 1
v(x0) ≤ (

2n

d2 − |x0|2 + 1
+ c(x0))v(x0) ≤

|f(x0)|
d2 − |x0|2 + 1

≤ |f(x0)|



9.1 知识回顾与习题讲解

于是

v(x0) ≤
d2 + 1

2n
|f(x0)|

最小值同理。

(3)一个简单的例子是考虑立方体 Ω = [0, π]n, u(x) = sin(x1) · · · sin(xn)满足方程−∆u− nu = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = 0

2.假设 Ω ⊂ Rn是有界开集，ui(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), i = 1, 2满足定解问题−∆ui + ci(x)ui = 0, x ∈ Ω

ui|∂Ω = gi

如果 c2(x) ≥ c1(x) ≥ 0, g1(x) ≥ g2(x) ≥ 0，则

u1(x) ≥ u2(x)

证明 −ui满足同样的方程，由弱极值原理，−ui在边界达到非负最大值，而在 −ui| − ∂Ω = −gi ≤ 0，

得知 −ui在区域上非正，即 ui非负。

再考虑 u = u2 − u1满足的方程：−∆u+ c1(x)u = (c1(x)− c2(x))u2(x) ≤ 0

u|∂Ω = g2 − g1 ≤ 0

同上一步，得到 u = u2 − u1非正。

3.假设 Ω ⊂ Rn是有界开集，u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)是定解问题−∆u+ u3 − u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = gi

的一个解。证明：如果 max∂Ω |g(x)| ≤ 1，则 max∂Ω |u(x)| ≤ 1。

证明 假设在最大值点有 u(x0) > 1，则 ∆u(x0) ≤ 0, u3(x0)− u(x0) ≥ 0矛盾。最小值同理。

在证明极值原理，以及Hopf引理的时候，我们通过引入辅助函数，合理选取参数得到一个 Lu ≥ 0

的函数，来得到最终结果，这是研究椭圆函数的一个非常重要的方法。我们介绍一个更一般的椭圆方

程的估计性定理，从中体会这一思路。

定义 9.1

♣

设 Ω是有界开集，Lu = aijuij + biui + cu，这里省略了对 i, j的求和符号，u的下标表示求偏导

数。称 L是椭圆的，如果系数矩阵 (aij(x))是正定的，即：

0 ≤ λ(x)|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2∀ξ 6= 0
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9.1 知识回顾与习题讲解

定理 9.2 (整体梯度估计)

♥

设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)满足 aijuij = f(x, u), aij , bi ∈ C1(Ω̄), f ∈ C1(Ω×R)，则

sup
Ω

|∇u| ≤ sup
∂Ω

|∇u|+ C

其中 C ∼ λ, diamΩ, |aij |C1 ,M = ||u||L∞ , ||f ||C1(Ω×[−M,M ])。

证明 令 Lu = aijuij，则

L(|∇u|2) = 2aijuikujk + 2aijukuijk

求导次数越高的越要先处理，即含 uijk，我们通过对原方程两边求导将其转化为低阶项：

aijk uij + aijuijk = fk(x, u) + fu(x, u)uk

两边乘 uk，于是替换掉 aijukuijk：

L(|∇u|2) = 2aijuikujk + 2fkuk + 2fuu
2
k − 2aijk uijuk

最后一项用均值不等式

|2aijk ukuij | ≤
λ

n
|uij |2 +

n

λ
|uk|2|aijk |

2

对指标求和，得到

Σ|2aijk ukuij | ≤ λ|∇2u|2 + C

λ
|∇u|2

第一项利用椭圆性

|2aijuikujk| ≥ λ|∇2u|2

中间两项是容易处理的，因为 2fkuk ≤ |∇u|2 + |∇f |2, fuu2k ≤ C|∇u|2

因此，我们得到

L(|∇u|2) ≤ λ|∇2u|2 − C|∇u|2 − C

再引入辅助函数来消掉一阶导数的平方项：

L(u2) = 2aijuiju+ 2aijuiuj = 2aijuiuj + 2uf ≥ 2λ|∇u|2 + C

这样一来就消去了一阶导数的平方项。我们还需要消除常数项，为此再引入

L(eβx1) = β2a11eβx1

我们不妨假设 Ω落在条形区域 0 ≤ x1 ≤ d中，那么 L(eβx1)当 β 很大时可以充分大，消去常数项。

因此，我们有 L(|∇u|2 + αu2 + eβx1) ≥ 0，由弱极值原理（这个对一般椭圆方程也是对的）

sup
Ω

(|∇u|2 + αu2 + eβx1) ≤ sup
∂Ω

(|∇u|2 + αu2 + eβx1)

sup
Ω

|∇u|2 ≤ sup
∂Ω

|∇u|2 + C

这就完成了证明。

在能量估计时，我们用了在方程两边同时乘 u积分，应用不等式的方法。这在 PDE的研究中也是
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9.1 知识回顾与习题讲解

非常重要的方法，请同学们仔细阅读该定理的证明。

我们回顾波方程的内容。首先对于 n ≤ 3维的波方程，我们有具体的求解公式。波方程的解具有

有限传播速度，由此我们有决定区域、影响区域的概念。分离变量法求解方程是必考的点。

作业题

1.设 Φ(x) ∈ C2(R), α ∈ Rn, |α| = 1，则 Φ(α · x+ at)满足波方程

utt −∆u = 0

证明
u(t, x) = Φ(α · x+ at)

∇u = Φ′(α · x+ at)α,∆u = Φ′′(α · x+ at)|α|2 = Φ′′(α · x+ at)

utt = a2Φ′′(α · x+ at)

2.设 u ∈ C2(R×R+)是初值问题utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R×R+

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Rut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

其中 ϕ, ψ ∈ Cc(R)。记动能和势能 k(t) = 1
2

´
R u

2
t (x, t) dx, p(t) =

a2

2

´
R u

2
x(x, t) dx，证明：1.k(t) + p(t)

是与时间无关的常数；2.t充分大时 k(t) = p(t)

证明 (1)
d

dt
(k(t) + p(t)) =

ˆ
R
ututt + a2uxutx dx =

ˆ
R
a2utuxx − a2uxxut dx = 0

(2)利用提示
ut = aF ′(x+ at)− aG′(x− at), ux = F ′(x+ at) +G′(x− at)

得到

k(t)− p(t) = a2
ˆ
R
−2F ′(x+ at)G′(x− at) dx

x± at的距离是 2at，当 t充分大时，因为初值是紧支的，两点不会同时落在支集里，因此被积函数为

零。

3.设 u ∈ C2(R3 ×R+)满足初值问题utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R3 ×R+

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

其中 ϕ, ψ ∈ C∞
c (R3)。证明存在常数 C 使得

|u(x, t)| ≤ C

t
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9.1 知识回顾与习题讲解

证明 由基尔霍夫公式

u(x, t) =
1

4πa2t2

ˆ
∂Bat(x)

ϕ(y) +∇ϕ(y) · (y − x) + tψ(y) dS

因为 ϕ, ψ是紧支的，所以尽管积分区域 ∂Bat(x)很大，起作用的总是有限的。设支集的测度为M <∞，
则

|u(x, t)| ≤ 1

4πa2t2
(|ϕ|C0 + |ϕ|C1at+ t|ψ|C0)M ≤ C

t

这里 |f |C0 = supx |f(x)|, |f |C1 = supx |f(x)|+ supx |Df(x)|

4.求解初边值问题 
utt − a2uxx + 2αut = 0

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0

证明 设 u(x, t) = X(x)T (t)，带入方程
X ′′

T ′′ =
T ′′ + 2αT ′

a2T
= −λ

则 X ′′ + λX = 0

X(0) = X(l) = 0

T ′′ + 2αT ′ + λa2T = 0

我们知道关于 x的方程有解当且仅当 λn = nπ
l
2, Xn = sin nπ

l x, n = 1, 2, . . .

再来看关于 t的方程

T ′′
n + 2αT ′

n + λa2Tn = 0

由经验解法，我们知道
Tn = e−αt(ane

−
√
α2−λna2t + bne

−
√
α2−λna2t), n < αl

aπ

Tn = e−αt(an + bnt), n = αl
aπ

Tn = e−αt(an cos
√
λa2 − α2t+ bn sin

√
λa2 − α2t), n > αl

aπ

再通过边值条件确定系数：an + bn = ãn

−α(an + bn) +
√
α2 − λna2(bn − an) = b̃n, n <

αl
aπan = ãn

−αan + bn = b̃n, n = αl
aπan = ãn

−αan +
√
λna2 − α2bn = b̃n, n >

αl
aπ

108
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其中 ãn = 2
l

´ l
0 ϕ(x) sin

nπ
l x dx, b̃n = 2

l

´ l
0 ψ(x) sin

nπ
l x dx

解得 an = 1
2(ãn − ãn+b̃n√

α2−λna2
)

bn = 1
2(ãn + ãn+b̃n√

α2−λna2
), n < αl

aπan = ãn

bn = αãn + b̃n, n = αl
aπan = ãn

bn = αãn+b̃n√
λna2−α2 , n >

αl
aπ

最终我们得到

u(x, t) = e−αtΣn< αl
aπ
(ane

−
√
α2−λna2t + bne

−
√
α2−λna2t) sin

nπ

l
x

+ e−αtΣn> αl
aπ
(an cos

√
λa2 − α2t+ bn sin

√
λa2 − α2t) sin

nπ

l
x

+ e−αt(an0 + bn0t) sin
n0π

l
x

上式中，如果 n0 =
αl
aπ 不是整数，则最后一项不出现。

9.2 Fourier变换

接下来介绍一点 Fourier变换的内容。我们在数学分析学过的 Fourier变换是这样定义的：

f̂(ξ) =

ˆ
f(x)eixξdx

我们通常要求 f 在 Schwartz 函数类 (S(Rn)) 里，也就是 f 及其任意阶导数都要衰减得比 |x|−k 快。

Schwartz函数类太小了，我们想要找到一种途径能对更广泛的函数定义 Fourier变换。
对于一般的函数来说，上面的表达式未必有意义，但是对 Schwartz函数总是有效的，因此一个想

法是把 Fourier变换挪到一个 Schwartz函数上去。我们知道，对于 f, g ∈ Sˆ
f̂(x)g(x)dx =

ˆ ˆ
f(ξ)e−ixξg(x)dxdξ =

ˆ
f(ξ)ĝ(ξ)dξ

因此我们对一般的函数，也可以做同样的事情。这里有一个问题：上式告诉了我们
´
f̂g的值，也就是

说，给我一个 Schwartz函数，f̂ 给出一个值。那么 f̂ 究竟是什么呢？事实上，f̂ 是 S 上的连续函数，叫
做缓增分布。

这个定义要与原来的相容，也就是说，通过 f̂(ξ) =
´
f(x)eixξdx定义的 Fourier变换，我们也能够将

其看成缓增分布。我们可以把好的函数等同于分布：把 ϕ等同于 S上的这个函数：ϕ : S → C, g 7→
´
ϕg。

用 〈ϕ, g〉表示分布 ϕ作用在 Schwartz函数 g上。

函数可以看作分布，分布不一定是函数，举一个简单的例子：δ0 : S → C, g 7→ g(0)，显然没有哪
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个函数满足这个条件。

我们接下来介绍曲面上的 Fourier变换。假设 Σ ∈ Rn是 C1曲面，dS是 Σ上的标准测度，或者通

俗一点叫面积元、体积元，那么 dS 是缓增分布：〈dS, g〉 =
´
Σ g(x)dS。对于 Σ上的函数 f，fdS 也是

Σ上的测度 (当然 f 需要满足一定的可积性条件，这里不过多展开，假设 f 是紧支连续就好)，那么作
用在 S 上，

〈fdS, g〉 =
ˆ
Σ
f(x)g(x)dS

因此我们可以定义 fdS 的傅里叶变换：

〈 ˆfdS, g〉 = 〈fdS, ĝ〉 =
ˆ
Σ

ˆ
Rn

f(x)eixξg(ξ)dSxdξ

我们看一个例子。

定理 9.3

♥

设 V 是Rn的 k维子空间，V ⊥是其正交补空间，dσ, dσ⊥是 V 和 V ⊥的标准测度，则

d̂σ = (2π)kdσ⊥

证明 不妨设 V = {(x1, . . . , xn)|xk+1 = · · · = xn = 0)}, V ⊥ = {(x1, . . . , xn)|x1 = · · · = xk = 0)}。记
(x1, . . . , xn) = (x′, x′′)，其中 x′ = (x1, . . . , xk), x

′′ = (xk+1, . . . , xn)。根据定义，我们只要证明ˆ
Rk

ϕ̂(x′, 0)dx′ = (2π)k
ˆ
Rn−k

ϕ(0, x′′)dx′′∀ϕ ∈ S

令 Φ(x′) =
´
Rn−k ϕ(x

′, x′′)dx′′，则 Φ ∈ S(Rn−k), Φ̂(ξ′) = ˆϕ(ξ′, 0)，两边同时做 Fourier逆变换，

Φ(x′) = (2π)−k

ˆ
Rk

ϕ̂(ξ′, 0)eix
′ξ′dξ′

取 x′ = 0即证。

定理 9.4

♥

设M 是Rn中的 C1曲面，余维数是 k。若 u = u0dS，u0是M 上的紧支 L2函数，则ˆ
|ξ|<R

|û(ξ)|dξ ≤ CRk

ˆ
M

|u0|2dS

证明 我们知道 C1 曲面局部可以写成函数的图像：存在 n− k个分量，不妨设为前 n− k个，使得剩

下 k个分量 (局部)可以写成 n− k个分量的 C1函数，即 x′′ = h(x′), (x′, x′′) ∈M。简单起见，我们只

对这一片曲面做证明。曲面的面积元和 x′平面的面积元差一个连续函数：dS = a(x)dx′。

û(ξ) =

ˆ
e−i(x′ξ′+h(x′)ξ′′)u0(x

′)a(x′)dx′

固定 ξ′′，这是在Rn−k 上的积分，我们有 Parseval等式ˆ
|û(ξ)|dξ′ = (2π)n−k

ˆ
|u0|2a2dx′ ≤ C

ˆ
M

|u0|2dS
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9.2 Fourier变换

在 |ξ′′| < R上积分即证。

在曲面上，我们有 Parseval等式的替代品：

定理 9.5

♥

设M 是 C1曲面，ϕ ∈ Cc(R
n), u = u0dS, u0 ∈ L2(M)且 u0是紧支的。则

lim
R→+∞

ˆ
|ϕ̂(ξ)|ϕ( ξ

R
)R−kdξ = (2π)n−k

ˆ
M

|u0(x)|2(
ˆ
Nx

ϕ(y)dσy)dSx

这里 Nx是把M 在 x处的法平面移动到过原点所得的 k维子空间。
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第 10章 第十次习题课讲义

10.1 习题讲解

10.1.1 作业部分

作业部分针对于波动方程与热方程的作业.
� 练习 10.1(P208 T24) 试问：半无界问题

utt − uxx + ut + ux = 0, (x, t) ∈ R+ ×R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = 0, t ⩾ 0

能否直接用对称开拓法求解，并尝试用特征线法求解此半无界问题.
解

1. 首先回忆一维半无界问题的对称开拓法.课程中我们的对称开拓法是考察波动方程

utt − uxx = f(x, t), (x, t) ∈ R+ ×R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

u(0, t) = g(t), t ⩾ 0

的解.
若 g(t) ≡ 0，考虑对于方程的奇延拓.根据 D’Alembert公式，当 φ,ψ, f(x, t)均为关于 x的奇（偶）

函数时，方程的解 u(x, t)为关于 x的奇（偶）函数.奇函数在 0处的取值为 0，恰好满足边值条
件.那么将延拓后一维无界问题的解限制在正半轴上面即可得到一维半无界问题的解.
若 g(t) 6≡ 0，考虑 v(x, t) = u(x, t)− g(t)，则方程可以化简为零边值问题.
对于第二类边值问题，

utt − uxx = f(x, t), (x, t) ∈ R+ ×R+,

u(x, 0) = φ(x), x ⩾ 0,

ut(x, 0) = ψ(x), x ⩾ 0,

ux(0, t) = g(t), t ⩾ 0

若 g(t) ≡ 0，考虑对于方程的偶延拓.奇偶延拓的选取取决于解在 x=0处的性质！
若 g(t) 6≡ 0，同样考虑将边值化零.令 u(x, t) = xg(t) + v(x, t)，则 vx(x, t) = 0，再利用偶延拓得

到 v(x, t)，进一步得到 u(x, t).
观察以上两个问题，利用对称开拓法求解时，我们要利用一维无界问题的解，意味着解分别限制

在正负半轴均为无界问题的解！

事实上，以上的过程我们只是对于方程给出了形式解.自然的考虑是解 u(x, t) ∈ C2，因此只有在

初边值满足一定条件的时候该问题才具有较好正则性的解，即提出了“相容性条件”，满足了相

容性条件才意味着得到了该初边值问题的解.不过波方程在这门课里面我们不是特别关注他的正
则性，一般可微性都是足够好的，一般题目大多也会特别说明，这门课唯一需要指出的光滑性就



10.1 习题讲解

是调和函数是光滑的，涉及到其高阶导数必须要单独光滑性，前年有一个问题就是没指出调和函

数光滑的都扣了 5分.
2. 其次回忆特征线法.课程中我们只是利用特征线法解决了一阶偏微分方程的解.即考虑问题：

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
+ b(x, t)u = f(x, t),

u(x, 0) = φ(x)

令 x = x(t), U(t) = u(x(t), t)，则
dU

dt
= ut + uxx

′(t).

若 x′(t) = a(x(t), t)，则
dU

dt
+ b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t).

令 x(0) = c, U(0) = u(x(0), 0) = φ(c)，则实现了一阶偏微分方程向两个 ode的转化：
dx

dt
= a(x(t), t),

x(0) = c.
dU

dt
+ b(x(t), t)U(t) = f(x(t), t),

U(0) = u(x(0), 0) = φ(c).

这里需要注意的是特征线法的几何意义，我们只考虑需要在后面用到的如下方程：
∂u

∂t
− a

∂u

∂x
= f(x, t),

u(x, 0) = φ(x)

将其用特征线法转化为 
dx

dt
= −a,

x(0) = c.
dU

dt
= f(x(t), t),

U(0) = u(x(0), 0) = φ(c).

进而

x(t) = −at+ c,

dU

dt
= f(−at+ c, t),

U(t) = φ(c) +

ˆ t

0
f(−aτ + c, τ)dτ,

u(x, t) = φ(x+ at) +

ˆ t

0
f(x+ a(t− τ), τ)dτ.

我们可以从几何的角度考虑这个问题：在特征线上对时间进行积分可以得到一阶偏微分方程的

解.请参考群里发的笔记来理解这件事.
3. 回到本题.
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10.1 习题讲解

(a). 根据初值条件可知需要做奇延拓，但是 v(x, t) = −u(−x, t)满足方程

vtt − vxx − vt + vx = 0.

v(x, t)与 u(x, t)满足的方程不同，而 v(x, t)为对称开拓后限制在负半轴上的解，因此不能

用对称开拓法求解问题.
(b). 原方程等价于

(
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1)(

∂

∂t
+

∂

∂x
)u = 0.

令

v(x, t) = (
∂

∂t
+

∂

∂x
)u(x, t),

则其满足方程 vt − vx + v = 0,

v(x, 0) = ψ(x) + φ′(x).

利用特征线法求解该方程：令 x(0) = c, V (0) = v(x(0), 0) = ψ(c) + φ′(c)，则实现了一阶偏

微分方程向两个 ode的转化： 
dx

dt
= −1,

x(0) = c.
dV

dt
+ V = 0,

V (0) = v(x(0), 0) = ψ(c) + φ′(c).

可解得

v(x, t) = e−t(ψ(x+ t) + φ′(x+ t))

u(x, t)满足的方程为： 

ut + ux = e−t(ψ(x+ t) + φ′(x+ t)),

u(x, 0) = φ(x),

ut(x, 0) = ψ(x),

u(0, t) = 0.

该方程的特征线为 x(t) = t+ c，注意到，x与 t的大小关系决定了特征线与 R+ × R+的交

点位置.如下图所示.
因此 x ⩾ t时，方程的解为

u(x, t) = φ(x− t) +

ˆ t

0
e−τ (ψ(x− t+ 2τ) + φ′(x− t+ 2τ))dτ.

x < t时，方程的解为

u(x, t) =

ˆ t

t−x
e−τ (ψ(x− t+ 2τ) + φ′(x− t+ 2τ))dτ.
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10.1 习题讲解

图 10.1: x, t的关系对交点位置的影响

化简后得到方程的解为

u(x, t) =


φ(x− t) +

1

2
e

x−t
2

ˆ x+t

x−t
e−

ξ
2 (ψ(ξ) + φ′(ξ))dξ, x ⩾ t,

1

2
e

x−t
2

ˆ t+x

t−x
e−

ξ
2 (ψ(ξ) + φ′(ξ))dξ, x < t.

注
1. 完成方程的求解不要求提出相容性原理，只需要给出解的表达式即可.
2. 关于赋值与求导的顺序：自然不允许先对 x赋值再对 x求导. 以下的过程是有问题的：

(
∂

∂t
+

∂

∂x
)(
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1)u = 0.

令 v(x, t) = (
∂

∂t
− ∂

∂x
+ 1)u，则 v(0, t) = ut(0, t)− ux(0, t) + u(0, t) =0-0+0=0.

� 练习 10.2(P209 T27) 求解问题
utt − uxx = 0, 0 < x < t,

u|x=t = φ(t), t ⩾ 0,

ux|x=0 = ψ(t), t ⩾ 0.

如果 φ(t),ψ(t)都在 [0, a](a > 0)上给定，试指出此定解条件的决定区域.
解根据 D’Alembert公式，设该方程的解为 u(x, t) = F (x+ t) +G(x− t).则

φ(t) = u(t, t) = F (2t) +G(0).

ψ(t) = ux(0, t) = F ′(t) +G′(−t).

则

F (t) = φ(
t

2
)−G(0).

ˆ t

0
ψ(ξ)dξ + C = F (t)−G(−t).

则

G(t) = F (−t)−
ˆ −t

0
ψ(ξ)dξ − C.

故

u(x, t) = φ(
x+ t

2
)−G(0) + φ(

t− x

2
)−G(0)−

ˆ t−x

0
ψ(ξ)dξ − C.
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10.1 习题讲解

进一步求解 C，在 G(t)的表达式中令 t = 0，则

2G(0) = φ(0)− C.

因此方程的解为

u(x, t) = φ(
x+ t

2
) + φ(

t− x

2
)−
ˆ t−x

0
ψ(ξ)dξ − φ(0).

由于 φ(t), ψ(t)在 [0, a](a > 0)上给定，此定解条件的决定区域为0 ⩽ x+ t ⩽ 2a,

0 ⩽ t− x ⩽ a.

注
1. 这里根据 D’Alembert公式可以考虑为一维无界问题解的一种预设，我们的想法就是利用已知的
初值求解预设表达式中的 F 和 G，最终的求解结果应该只含 φ与 ψ.

2. 这里回顾决定区域、影响区域等名词的意义.
3. 本题还可以利用特征线的办法进行求解.令 v = ut + ux，则满足：vt − vx = 0,

v|x=t = ut|x=t + ux|x=t = ut(t, t) + ux(t, t) = φ′(t).

特征线为 x(t) = −t+ c，利用特征线法求解可得

v(x, t) = φ′(
x+ t

2
).

这里可以利用如下的技巧：

图 10.2: 求解初值线与特征线交点

则 u(x, t)满足方程 
ut + ux = φ′(

x+ t

2
),

u|x=t = φ(t),

ux|x=0 = ψ(t).

可以注意到这里 x = t与特征线平行，无交点，也是无法通过前两个表达式决定方程的解的原因.
现在缺的是一条“初值线”，我们只能利用第三个表达式：

(ut + ux)(0, t) = φ′(
t

2
).

则
du(0, t)

dt
= φ′(

t

2
)− ψ(t).
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10.1 习题讲解

故

u(0, t) = u(0, 0) +

ˆ t

0
(φ′(

τ

2
)− ψ(τ))dτ = 2φ(

t

2
)− φ(0)−

ˆ t

0
ψ(τ)dτ.

得到“初值线”后我们再利用特征线法可解得

u(x, t) = 2φ(
t− x

2
)− φ(0)−

ˆ t−x

0
ψ(τ)dτ +

ˆ t

t−x
φ′(

2τ − t+ x

2
)dτ.

化简后与我们之前得到的结论相同.
� 练习 10.3(P213 T40(2)) 用分离变量法求解混合问题：

utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = x(x− 2l), ut(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ⩾ 0.

解设 u(x, t) = X(x)T (t)，则 X(x)T ′′(t)−X ′′(x)T (t) = 0.令
X ′′(x)

X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
= −λ.

因此

X ′′(x) + λX(x) = 0,

T ′′(t) + λT (t) = 0.

根据边值有

u(0, t) = X(0)T (t) = 0,

ux(l, t) = X ′(l)T (t) = 0.

因此考察对于 x的 S − L边值问题： 
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X(0) = 0,

X ′(l) = 0.

存在解 X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

根据初值有 X(0) = c1 = 0,

X ′(l) = c2
√
λ cos

√
λl = 0.

因此具有特征值 λn = ( (2n+1)π
2l )2，对应特征函数为 Xn(x) = sin( (2n+1)π

2l x).
考察 Tn(t)满足的方程

T ′′
n (t) + λnTn(t) = 0.

具有解的形式：

Tn(t) = an cos(
(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t).

令

u(x, t) =

∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t) =

∞∑
n=0

sin(
(2n+ 1)π

2l
x)[an cos(

(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t)].
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10.1 习题讲解

根据初值有： 
u(x, 0) =

∞∑
n=0

an sin(
(2n+ 1)π

2l
x) = x(x− 2l),

ut(x, 0) =
∞∑
n=0

bn
(2n+ 1)π

2l
sin(

(2n+ 1)π

2l
x) = 0.

因此 
an =

´ l
0 [x(x− 2l) sin( (2n+1)π

2l x)]dx´ l
0 [sin(

(2n+1)π
2l x)]2dx

= − 32l2

(2n+ 1)3π3
,

bn = 0.

则原方程的解为

u(x, t) =

∞∑
n=0

− 32l2

(2n+ 1)3π3
sin(

(2n+ 1)π

2l
x) cos(

(2n+ 1)π

2l
t).

� 练习 10.4(P214 T41(3)) 用分离变量法求解混合问题：
utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) =
Ax2

l2
, ut(x, 0) = 0 0 ⩽ x ⩽ l,

ux(0, t) = 0, u(l, t) = A t ⩾ 0.

解首先将边值零化.考虑
v(x, t) = u(x, t)−A.

则 v(x, t)满足方程 
vtt − vxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

v(x, 0) =
Ax2

l2
−A, vt(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l,

vx(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ⩾ 0.

设 v(x, t) = X(x)T (t)，则 X(x)T ′′(t)−X ′′(x)T (t) = 0.令
X ′′(x)

X(x)
=
T ′′(t)

T (t)
= −λ.

因此

X ′′(x) + λX(x) = 0,

T ′′(t) + λT (t) = 0.

根据边值有

vx(0, t) = X ′(0)T (t) = 0,

v(l, t) = X(l)T (t) = 0.

因此考察对于 x的 S − L边值问题： 
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X ′(0) = 0,

X(l) = 0.
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10.1 习题讲解

存在解 X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

根据初值有 X
′(0) = c2

√
λ = 0,

X(l) = c1 cos
√
λl = 0.

因此具有特征值 λn = ( (2n+1)π
2l )2，对应特征函数为 Xn(x) = cos( (2n+1)π

2l x).
考察 Tn(t)满足的方程

T ′′
n (t) + λnTn(t) = 0.

具有解的形式：

Tn(t) = an cos(
(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t).

令

v(x, t) =

∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t) =
∞∑
n=0

cos(
(2n+ 1)π

2l
x)[an cos(

(2n+ 1)π

2l
t) + bn sin(

(2n+ 1)π

2l
t)].

根据初值有： 
v(x, 0) =

∞∑
n=0

an cos(
(2n+ 1)π

2l
x) =

Ax2

l2
−A,

vt(x, 0) =
∞∑
n=0

bn
(2n+ 1)π

2l
cos(

(2n+ 1)π

2l
x) = 0.

因此 
an =

´ l
0 [(

Ax2

l2
−A) cos( (2n+1)π

2l x)]dx´ l
0 [cos(

(2n+1)π
2l x)]2dx

= − (−1)n32A

(2n+ 1)3π3
,

bn = 0.

则原方程的解为

u(x, t) =
∞∑
n=0

− (−1)n32A

(2n+ 1)3π3
cos(

(2n+ 1)π

2l
x) cos(

(2n+ 1)π

2l
t) +A.

� 练习 10.5(P139 T18(4)) 用分离变量法求解混合问题：
ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0,

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ π,

ux(0, t) = A1t, ux(π, t) = A2t, t ⩾ 0.

解首先将边值零化.考虑
v = u− (

1

2

A2t−A1t

π
x2 +A1tx).

则 v(x, t)满足方程
vt − vxx = −A2 −A1

2π
x2 −A1x+

A2t−A1t

π
:= f(x, t), 0 < x < π, t > 0,

v(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ π,

vx(0, t) = 0, vx(l, t) = 0, t ⩾ 0.

设 v(x, t) = X(x)T (t)，考虑：

X ′′(x) + λX(x) = 0.
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10.1 习题讲解

根据边值有

vx(0, t) = X ′(0)T (t) = 0,

vx(π, t) = X ′(π)T (t) = 0.

因此考察对于 x的 S − L边值问题： 
X ′′(x) + λX(x) = 0,

X ′(0) = 0,

X ′(π) = 0.

存在解 X(x) = c1 cos
√
λx+ c2 sin

√
λx.

根据初值有 X
′(0) = c2

√
λ = 0,

X ′(π) = −c1
√
λ sin

√
λπ = 0.

因此具有特征值 λn = n2，对应特征函数为 Xn(x) = cos(nx).这里 λ可以为 0，0对应特征函数为 1.
考察 Tn(t)满足的方程：

令

v(x, t) =
∞∑
n=0

Xn(x)Tn(t).

则

vt − vxx =
∞∑
n=0

Xn(x)T
′
n(t)−X ′′

n(x)T (t)

=

∞∑
n=0

[T ′
n(t) + λnTn(t)]Xn(x)

= f(x, t)

=
∞∑
n=0

fn(t)Xn(x).

因此 Tn(t)满足方程： T
′
n(t) + n2Tn(t) = fn(t),

Tn(0) = 0.

其中 fn(t)满足：

fn(t) =

´ π
0 cos(nx)f(x, t)dx´ π

0 cos2(nx)dx
.

进一步，

f0(t) =
A2 −A1

π
t− π

3
A1 −

π

6
A2,

fn(t) =
2[A1 − (−1)nA2]

n2π
, n ⩾ 1

可解得

T0(t) =
A2 −A1

2π
t2 − π

3
A1t−

π

6
A2t,
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10.1 习题讲解

Tn(t) =
2[A1 − (−1)nA2]

n4π
(1− e−n2t), n ⩾ 1.

则原方程的解为

u(x, t) =
A2 −A1

2π
t2− π

3
A1t−

π

6
A2t+

∞∑
n=1

[
2[A1 − (−1)nA2]

n4π
(1−e−n2t)] cos(nx)+

1

2

A2t−A1t

π
x2+A1tx.

注需要注意的是边值的零化处理.对于不同类型的边值，我们有不同的零化处理（当然正确的处理是
有很多的，这里只是列举了容易想到的）：

1. u(0, t) = g1(t)，u(l, t) = g2(t)，则令

v = u− l − x

l
g1(t)−

x

l
g2(t).

2. ux(0, t) = g1(t),u(l, t) = g2(t)，则令

v = u− (x− l)g1(t)− g2(t).

3. ux(0, t) = g1(t), ux(l, t) = g2(t)，则令

v = u− (
1

2

g2 − g1
l

x2 + g1x).

经过商量，考试的时候请尽可能算到底！老师不会出很复杂的积分，如果根据自己的判断积分是很复

杂的，如上面这三个题，不算下去也不会损失什么分数.但是如果较为简单，请尽可能算到底（不过不
算到底也只会占一点点结果分，看自己斟酌？）.

� 练习 10.6(P211 T34) 利用能量不等式证明一维波动方程在给定边值条件下的混合问题解的唯一性.

1.


utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l,

ux|x=0 = g1(t), ux|x=l = g2(t), t ⩾ 0.

2.


utt − uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l,

− ux + αu|x=0 = g1(t), ux + βu|x=l = g2(t), t ⩾ 0.

其中 α与 β 为正的常数.
证明

1. 首先来回顾“能量估计”是什么.我们更强调能量估计是一种解决问题的手段，而不仅仅特指某
一个不等式.课程里面最重要的应用是解决边值问题解的唯一性问题.即考虑波动方程utt −∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

在不同给定零边值下只有零解.
(a). 第一类边值问题：即 u|∂Ω = 0, t > 0.

第二类边值问题：即
∂u

∂n
|∂Ω = 0, t > 0.

令

E(t) =
1

2

ˆ
Ω
u2t + |∇u|2dx,

则
dE

dt
=

ˆ
Ω
div(ut∇u)dx
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10.1 习题讲解

=

ˆ
∂Ω
ut∇u · ndS

=

ˆ
∂Ω
ut
∂u

∂n
dS

在给定零边值条件下右端项均为 0，表明 E(t) = E(0) = 0，这迫使 ut 与 uxi 均为 0，再根
据初值知 u ≡ 0.
考试过程中请使用完整的推导，请不要直接得出这一个等式！

(b). 第三类边值问题：即 −ux + αu|x=0 = 0, ux + βu|x=l = 0, t ⩾ 0.

令

E(t) =
1

2

ˆ l

0
(u2t + u2x)dx+

1

2
[αu2(0, t) + βu2(l, t)].

则
dE

dt
=

ˆ l

0
(ututt + uxuxt)dx+ αu(0, t)ut(0, t) + βu(l, t)ut(l, t)

=

ˆ l

0
(ututt − utuxx)dx+ uxut|x=l

x=0 + αu(0, t)ut(0, t) + βu(l, t)ut(l, t)

= [ux(l, t) + βu(l, t)]ut(l, t) + [−ux(0, t) + αu(0, t)]ut(0, t)

= 0.

表明 E(t) = E(0) = 0，这迫使 ut与 ux均为 0，再根据初值知 u ≡ 0.
2. 除了解的唯一性以外，我们还利用能量估计的手段研究了稳定性.

� 练习 10.7(P136 T3(2)) 求函数的逆变换：
F (λ) = e(−a2λ2+ibλ+c)t.

其中 t > 0为参数，a ∈ R+，b, c ∈ R为常数.
解注意到

−a2λ2 + ibλ+ c = −a2(λ− ib

2a2
)2 +

4a2c− b2

4a2
.

则

F (λ)−1 = e(
4a2c−b2

4a2
)t · (e−a2t(λ− ib

2a2
)2)−1.

可视作先伸缩后平移，因此

(e−a2tλ2
)−1 =

1

a

√
π

t
e

−π2x2

a2t .

(e−a2t(λ− ib
2a2

)2)−1 =
1

a

√
π

t
e

−π2x2

a2t e2πi
ib
2a2

x.

故

F (λ)−1 =
1

a

√
π

t
· exp(−π

2x2

a2t
− πbx

a2
+ (c− b2

4a2
)t).

注
1. 这里建议用以上办法去做，有部分同学用到了复积分，但并没有说清楚.
2. 如果考试中需要计算变换与逆变换，请按照老师所给的定义（去年卷子上给出了，和课本会差一
个常数）；如果是让解方程，自然以结果为准.

� 练习 10.8(P136 T4(1)) 利用 Fourier变换法求解问题：
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10.1 习题讲解ut − a2uxx + bux + cu = f(x, t), (x, t) ∈ R2
+,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R,

其中 a ∈ R+，b, c ∈ R为常数.
解关于方程对 x做 Fourier变换可得ût(ξ, t) + 4a2π2û(ξ, t) + 2bπiû(ξ, t) + cû(ξ, t) = f̂(ξ, t)

û(ξ, 0) = φ̂(ξ),

为关于 t的一阶线性方程，解得

û(ξ, t) = φ̂(ξ)e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)t +

ˆ t

0
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)ds.

类似上一习题的过程，可求得

(e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)t)−1 =
1

2aπ

√
π

t
· exp(−π

2x2

4a2π2t
− −2bπ2x

4a2π2
+ (−c− 4b2π2

16a2π2
)t).

可化简为

(e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)t)−1 =
1

2a
√
πt

· exp(−x
2

4a2t
+

bx

2a2
+ (−c− b2

4a2
)t) =: F (x, t).

而

{
ˆ t

0
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)ds}−1 =

ˆ
R

ˆ t

0
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)dse2πiξdξ

=

ˆ t

0
ds

ˆ
R
e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)e2πiξdξ

=

ˆ t

0
{e−(4a2π2ξ2+2bπiξ+c)(t−s)f̂(ξ, s)}−1ds

=

ˆ t

0

ˆ
R
f(x− y, s)F (y, t− s)dyds.

因此

u(x, t) =

ˆ
R
φ(y)F (x− y, t)dy +

ˆ t

0

ˆ
R
f(x− y, s)F (y, t− s)dyds.

注如此恶心的计算自然在考试中不会出现，但是需要掌握使用 Fourier变换计算的方法.
� 练习 10.9(P141 T25) 若 v ∈ C2,1(ΩT )满足：

vt − a2∆v ⩽ 0, (x, t) ∈ ΩT ,

称 v在 ΩT 上是热方程的下解，其中 ΩT = Ω× (0, T ]，a > 0为常数.
1. 证明：

max
Ω̄T

v(x, t) = max
∂pΩT

v(x, t).

2. 设 ϕ : R → R是光滑凸函数且 u在 ΩT 上满足热方程.证明：v = ϕ(u)在 ΩT 上是热方程的下解.
3. 设 u在 ΩT 上满足热方程.证明：v = a2|∇u|2 + u2t 在 ΩT 上是热方程的下解.

证明
1. 根据热方程的极值原理即得.（根据课上定理的证明直接将 uxx 换为 ∆u即可，为 Hesse矩阵的

迹.)
2. 直接验算即可.u满足

ut − a2∆u = 0.
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10.1 习题讲解

则

vt − a2∆v = φ′(u)ut − a2ϕ′′(u)|∇u|2 − a2φ′(u)∆u = −a2ϕ′′(u)|∇u|2 ⩽ 0.

即 v为下解.
3. 同样直接验算即可.

vt − a2∆v = 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2∆(a2|∇u|2 + u2t )

= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2(2a2∇u · ∇uxi + 2ututxi)xi

= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2(2a2|∇uxi |2 + 2a2∇u · ∇uxixi + 2u2txi
+ 2ututxixi)

= 2a2∇u · ∇ut + 2ututt − a2(2a2|∇uxi |2 + 2a2∇u · ∇uxixi + 2|∇ut|2 + 2ut∆ut)

⩽ 2a2∇u · ∇(ut − a2∆u) + 2ut(ut − a2∆u)t

= 0.

其中不等式的放缩放掉了括号内的第一项和第三项.
注一个很无聊的计算题，如果对于算子的运算不够熟悉，展开之后考虑求和本身也不困难，不一定必
须拿算子计算.

� 练习 10.10(P141 T26) 规定记号：QT = {(x, t)
∣∣0 < x < l, 0 < t ⩽ T}，Γ = ∂pQT 为抛物边界. 假设

u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(Q̄T )是热方程

ut − uxx = u, (x, t) ∈ QT

的非负解.假设存在正数M > 0，使得

u|Γ ⩽M.

证明：

u(x, t) ⩽Met, (x, t) ∈ Q̄T .

证明 设 ω = e−tu，则满足方程：

ωt − ωxx = e−t(ut − u− uxx) = 0.

由热方程的极值原理知，

max
Q̄T

ω ⩽ max
Γ

ω ⩽M.

故

u(x, t) ⩽Met, (x, t) ∈ Q̄T .

10.1.2 补充习题

例题 10.1(赵班.20final) 考察如下问题：
∂2t u− ∂2xu = −2b∂tu+ g(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ⩾ 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l.

其中 b > 0为常数.请用能量方法证明解的唯一性.
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10.1 习题讲解

证明 设 u1, u2均为题设初边值问题的解,令 w = u1 − u2,则 w满足初边值问题
∂2tw − ∂2xw = −2b∂tw, 0 < x < l, t > 0

w(0, t) = w(l, t) = 0, t ⩾ 0

w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l

定义能量函数

E(t) =
1

2

ˆ l

0
(w2

t + w2
x)dx.

则有
dE

dt
=

ˆ l

0
(wtwtt + wxwtx)dx =

ˆ l

0
wt(wtt − wxx)dx+ wxwt

∣∣∣∣l
0

= −2b

ˆ l

0
w2
t dx ⩽ 0.

由此可得 0 ⩽ E(t) ⩽ E(0) = 0, ∀t ⩾ 0.
所以 E(t) ≡ 0 ⇒ wt ≡ wx ≡ 0 ⇒ w恒为常数.
结合初边值可得 w恒为零. 所以 u1 ≡ u2,即解是唯一的.

例题 10.2(能量估计手段，P215 T47) 考虑混合问题：
utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ⩽ x ⩽ l,

ux|x=0 = 0, (ux + u)|x=l = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

其中 a为常数.尝试推导能量不等式.
证明 我们还是利用基本的能量估计流程去做，再根据边值条件进行一些变化.

ututt − a2utuxx = f(x, t).

两边从 0到 l开始积分，有ˆ l

0
[
1

2
u2t +

a2

2
u2x]dx− a2

ˆ l

0
(utux)xdx =

ˆ l

0
futdx.

故
d

dt

ˆ l

0
[
1

2
u2t +

a2

2
u2x]dx = a2utux|l0 +

ˆ l

0
futdx

= a2[ux(l, t)ut(l, t)− ux(0, t)ut(0, t)] +

ˆ l

0
futdx

= −a2u(l, t)ut(l, t)− 0 +

ˆ l

0
futdx

= −a
2

2
(u(l, t)2)t +

ˆ l

0
futdx.

将含有对 t导数的项全部移至左边，则定义

E(t) =

ˆ l

0
[
1

2
u2t +

a2

2
u2x]dx+

a2

2
u(l, t)2.

因此
d

dt
E(t) =

ˆ l

0
futdx ⩽ 1

2

ˆ l

0
f2dx+

1

2

ˆ l

0
u2tdx ⩽ E(t) +

1

2

ˆ l

0
f2dx.

[e−tE(t)]′ ⩽ e−t 1

2

ˆ l

0
f2dx.
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10.1 习题讲解

E(t) ⩽ et[E(0) +
1

2

ˆ t

0
e−s

ˆ l

0
f2dxds] ⩽ et[E(0) +

1

2

ˆ t

0

ˆ l

0
f2dxds].

其中

E(0) =

ˆ l

0
[
1

2
ut(x, 0)

2 +
a2

2
ux(x, 0)

2]dx+
a2

2
u(l, 0)2

=

ˆ l

0
[
1

2
ψ(x)2 +

a2

2
φ′(x)2]dx+

a2

2
φ′(l)2.

因此可产生估计

E(t) ⩽ CT [

ˆ l

0
[
1

2
ψ(x)2 +

a2

2
φ′(x)2]dx+

a2

2
φ′(l)2 +

ˆ
QT

f2].

例题 10.3考虑 Klein-Gordon方程 utt − c2∆u+m2u = 0(m > 0).
1. 指出该方程的能量并证明它是常数.
2. 证明该方程具有有限传播速度,即方程在 (x0, t0)处的解完全由初值在球域 {x ∈ R3 : |x − x0| ⩽
ct0}上的取值决定.

证明 本题所有函数均紧支.
1. 该方程的能量函数为

E(t) =
1

2

ˆ
R3

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dx.

求导可得
dE

dt
=

ˆ
R3

(ututt + c2∇u · ∇(ut) +m2uut)dx

=

ˆ
R3

ut(utt − c2∆u+m2u)dx = 0.

2. 只需证明: 若方程的初值在球域 B(x0, ct0) 内恒为零, 则 u(x0, t0) = 0. 考虑特征锥 C(x0, t0) =

{(x, t) : 0 ⩽ t ⩽ t0, |x− x0| ⩽ c(t0 − t)},并考虑特征锥截面上的能量函数

e(t) =
1

2

ˆ
B(x0,c(t0−t))

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dx.

求导可得

de

dt
=

1

2

d

dt

ˆ c(t0−t)

0

(ˆ
S(x0,τ)

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dS

)
dτ

=

ˆ
B(x0,c(t0−t))

(ututt − c2∇u · ∇(ut) +m2uut)dx− c

2

ˆ
S(x0,c(t0−t))

(u2t + c2|∇u|2 +m2u2)dS

=

ˆ
B(x0,c(t0−t))

(ut(utt − c2∆u+m2u))dx− c

2

ˆ
S(x0,c(t0−t))

(
u2t + c2|∇u|2 − 2cut

∂u

∂ν
+m2u2

)
dS

= − c
2

ˆ
S(x0,c(t0−t))

(
u2t + c2|∇u|2 − 2cut

∂u

∂ν
+m2u2

)
dS.

由 Cauchy不等式可得∣∣∣∣2cut∂u∂ν
∣∣∣∣ = |2cut(∇u · ν)| ⩽ 2|ut| · c|∇u| ⩽ u2t + c2|∇u|2.

综上可得 de
dt ⩽ 0. 结合特征锥底面初值为零可得 e(0) = 0,所以 e(t) ≡ 0, ∀t ⩾ 0. 进而在整个特征

锥内都有 ut ≡ 0,∇u ≡ 0 ⇒ u为常数,结合初值可得 u恒为零. 所以在特征锥顶 (x0, t0)处 u自然

也为零.
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第 11章 2022年期末考试参考解答

考试时间 2小时。
问题 11.1利用分离变量法求解方程

∂tu− ∂2xu = Ax, 0 < x < l

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l

u(0, t) = 0, u(l, t) = Bt, t ⩾ 0,

其中，A,B 是常数。

解
先把边值调成 0，令 v(x, t) = u(x, t)− Btx

l ，那么 v满足方程
∂tv − ∂2xv =

(
A− B

l

)
x, 0 < x < l

v(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ⩾ 0,

把分离变量形式的解 T (t)X(x)带入齐次方程，得到

T ′(t)X(x)− T (t)X ′′(x) = 0 =⇒ X ′′(x)

X(x)
=
T ′(t)

T (t)
= λ.

现在考虑 S-L边值问题 X
′′(x)− λX(x) = 0, 0 < x < l

X(0) = 0, X(l) = 0,

如果 λ = 0，X(x) = ax+ b，但 X(0) = X(l) = 0，只能是 a = b = 0，此时 λ不是特征值。

如果 λ > 0，X(x) = ae
√
λx + be−

√
λx，但 X(0) = X(l) = 0，同样只能是 a = b = 0，此时 λ不

是特征值。

如果 λ < 0，X(x) = a cos(
√
−λx) + b sin(

√
−λx)，X(0) = 0 推出 a = 0，X(l) = 0 推出

b sin(
√
−λl) = 0。于是要使得 X 非零，

√
−λl = nπ，即 λ = −

(
nπ
l

)2，其中 n ⩾ 1，此时特征函

数可取为 Xn(x) = sin
(
nπ
l x
)
。

现在令 v(x, t) =
∑

n⩾1 Tn(t)Xn(x)，带入方程得到∑
n⩾1

(
T ′
n(t) +

(nπ
l

)2
Tn(t)

)
Xn(x) =

(
A− B

l

)
x.

两边乘上 Xn再在 [0, l]上积分得到

T ′
n(t) +

(nπ
l

)2
Tn(t) =

2

l

ˆ l

0

(
A− B

l

)
x sin

(nπ
l
x
)
dx =

2(−1)n+1

nπ
(Al −B) .

同样道理，带入初值 v(x, 0) = 0可以得到 Tn(0) = 0。解关于 Tn(t)的常微分方程得到

Tn(t) =
2(−1)n+1l2

n3π3
(Al −B)

(
1− e−(

nπ
l )

2
t
)
, n ⩾ 1

综上，

v(x, t) =
∑
n⩾1

2(−1)n+1l2

n3π3
(Al −B)

(
1− e−(

nπ
l )

2
t
)
sin
(nπ
l
x
)
,



最后得到

u(x, t) =
∑
n⩾1

2(−1)n+1l2

n3π3
(Al −B)

(
1− e−(

nπ
l )

2
t
)
sin
(nπ
l
x
)
+
Btx

l
.

问题 11.2如果已知（形式上）有如下关系(
e−i4π2|ξ|2t

)
(̌x) =

1

(4iπt)n/2
ei

|x|2
4t , ξ, x ∈ Rn,

其中 i =
√
−1表示虚数单位。

(a)用 Fourier变换方法求解薛定谔方程i∂tu+∆u = 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = f(x).

（这里 u : Rn × R → C是一个取值为复数的函数。）
(b)薛定谔方程是否具有有限传播速度？当时间 t → +∞时，u(x, t)会怎样？回答并简要说明理

由。

解
(a)对原方程作关于空间变量 x ∈ Rn的 Fourier变换，得到i∂tû(ξ, t)− 4π2|ξ|2û(ξ, t) = 0

û(ξ, 0) = f̂(ξ).

对每个固定的 ξ ∈ Rn，这是一个 ODE，解它得到

û(ξ, t) = f̂(ξ)e−i4π2|ξ|2t.

再作 Fourier逆变换，得到
u(x, t) =

(
e−i4π2|ξ|2tf̂(ξ)

)
(̌x)

=

(
1

(4iπt)n/2
ei

|x|2
4t ∗ f

)
(x)

=
1

(4iπt)n/2

ˆ
Rn

ei
|x−y|2

4t f(y)dy.

(b)不具有，因为即使 f 是紧支的，对任意 t > 0，u(·, t)也不一定是紧支的。当 t→ +∞时，u(x, t)
（一致）趋于 0。(可能需要假设 f 是 Schwartz函数)
注这里的 Fourier变换是缓增分布的 Fourier变换，它由下面的式子定义

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉 ,

其中 u ∈ S ′(Rn)是一个缓增分布，φ ∈ C∞
0 (Rn) (或者 φ ∈ S(Rn)是任意的 Schwartz函数)。

问题 11.3令 R2
+表示上半平面，用格林函数法求解边值问题∆u = 0, (x, y) ∈ R2

+

u(x, 0) = f(x).

解
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用 Γ(x) = 1
2π log |x|表示二维位势方程的基本解，那么上半平面的格林函数是

G(x, y;x′, y′) = Γ(x′ − x, y′ − y)− Γ(x′ − x, y′ + y)

=
1

2π
log
(√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2
)
− 1

2π
log
(√

(x′ − x)2 + (y′ + y)2
)
.

于是原边值问题的解是

u(x, y) =

ˆ
∂R2

+

f(x′)
∂

∂n

∣∣∣∣
y′=0

G(x, y′;x′, y′)dx′

= −
ˆ
R
f(x′)

∂

∂y′

∣∣∣∣
y′=0

G(x, y′;x′, y′)dx′

=

ˆ
R

1

2π
f(x′)

2y

(x′ − x)2 + y2
dx′

=
y

π

ˆ
R

f(x′)

(x′ − x)2 + y2
dx′

问题 11.4令 B 表示 Rn中的球 BR(x0)。设 u ∈ C1(B) ∩ C2(B)是调和的，证明：

|Du(x0)| ⩽
n

R
max
B

|u|.

解
根据调和函数是光滑的，我们知道对任意的 1 ⩽ i ⩽ n，uxi 是调和的，并且 uxi ∈ C(B)。根据平

均值公式，

uxi(x0) =
1

|B|

ˆ
B
uxi(x)dx

=
1

|B|

ˆ
∂B
u(y)νi(y)dS(y)

其中第二个等号处使用了 Stokes公式，ν = (ν1, . . . , νn)是 ∂B 上的单位外法向量 (场)。于是，写成向
量值函数积分的形式，我们有

|Du(x0)| =
1

|B|

∣∣∣∣ˆ
∂B
u(y)ν(y)dS(y)

∣∣∣∣
⩽ 1

|B|

ˆ
∂B

max
B

|u| · |ν(y)|dS(y)

=
|∂B|
|B|

max
B

|u|

=
n

R
max
B

|u|

问题 11.5用极大值原理证明：热传导方程
∂tu− ∂2xu− 2∂xu− 2u = 0, 0 < x < l, 0 < t ⩽ T,

u(0, t) = 0, ux(l, t) + u(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

u(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l.

的古典解只有零解。（提示：考虑函数 v = e−λtu(x, t)，其中 λ需要选取。）

解
大眼一看，边值没啥问题，就是要把方程里 u这一项的系数调成正的。
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带入 u = eλtv，得到关于 v的方程
∂tv − ∂2xv − 2∂xv + (λ− 2)v = 0, 0 < x < l, 0 < t ⩽ T,

v(0, t) = 0, vx(l, t) + v(l, t) = 0, 0 ⩽ t ⩽ T,

v(x, 0) = 0, 0 ⩽ x ⩽ l.

下面开始极值原理标准的论证。我们约定几个记号，记 R = [0, l]× [0, T ]，I0 = [0, l]× {0}，L0 =

{0} × [0, T ]，Ll = {l} × [0, T ]，Ro = R− L0 − Ll = (0, l)× (0, T ]。假设有非零解 v，通过乘上 −1不

妨假设 v存在正值。由于 R是紧集，存在 (x0, t0) ∈ R达到 v在 R上的最大值。

如果 (x0, t0) ∈ Ro，那么 ∂tv(x0, t0)⩾0，∂2xv(x0, t0) ⩽ 0，∂xv(x0, t0) = 0，此外根据我们的假设

还有 v(x0, t0) > 0。如果 λ > 2，那么方程中第一个式子左边在 (x0, t0)处严格大于 0，矛盾。
如果 (x0, t0) ∈ Ll，那么 ∂xv(x0, t0) = ∂xv(l, t0)⩾0，v(x0, t0) = v(l, t0) > 0，与方程中第三个式

子矛盾。

如果 (x0, t0) ∈ L0 或者 (x0, t0) ∈ I0，那么根据假设 v(x0, t0) > 0，这与方程中第二/四个式子矛
盾。

综上，取 λ > 2即可证明 v没有非零解，从而 u也没有非零解。

问题 11.6设 u(x, t)是自由波动方程∂
2
t u−∆u = 0, x ∈ Rn

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x).

的解。其中 f(x), g(x)是光滑函数，并且在以原点为中心半径为 R的球 BR 外恒为零。

(a)定义
M(t) =

ˆ
Rn

x · ∇u(x, t)∂tu(x, t)dx.

证明：对于任意的时间 t ⩾ 0，存在 C = C(R, t, ‖∇f‖2, ‖g‖2) (即 C 与 R, t, ‖∇f‖2, ‖g‖2 有关)，使得
|M(t)| < C(R, t, ‖∇f‖2, ‖g‖2) < +∞。

(b)证明：
dM

dt
= −n

2

ˆ
Rn

u2tdx+
(n
2
− 1
) ˆ

Rn

|∇u|2dx.

解
(a)根据波方程的有限传播速度，积分只在 BR+t上有贡献，于是

|M(t)| ⩽ (R+ t)

ˆ
BR+t

|∇u(x, t)||∂tu(x, t)|dx

⩽ R+ t

2

ˆ
BR+t

|∇u(x, t)|2 + |∂tu(x, t)|2dx

⩽ R+ t

2
C ′(‖∇f‖22 + ‖g‖22)

其中最后一个不等号利用了书上定理 4.7′。

(b)由于被积函数总是光滑紧支的，所以可以交换积分与求导顺序。
dM

dt
=

ˆ
Rn

(x · ∇ut)utdx+

ˆ
Rn

(x · ∇u)uttdx

=

ˆ
Rn

(x · ∇ut)utdx+

ˆ
Rn

(x · ∇u)∆udx

= I1 + I2
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接下来我们分别处理两项。

I1 =
1

2

ˆ
Rn

x · ∇(u2t )dx =
1

2

n∑
i=1

ˆ
Rn

xi∂xi(u
2
t )dx

=
1

2

n∑
i=1

−
ˆ
Rn

u2tdx = −n
2

ˆ
Rn

u2tdx

其中第三个等号处我们利用了被积函数是紧支的，分部积分的边界项消失。

I2 =

n∑
i,j=1

ˆ
Rn

xiuxiuxjxjdx

=

n∑
i,j=1

−
ˆ
Rn

(xiuxi)xjuxjdx

= −
n∑

i,j=1

ˆ
Rn

δijuxiuxjdx−
n∑

i,j=1

ˆ
Rn

xiuxixjuxjdx

= −
n∑

i=1

ˆ
Rn

u2xi
dx−

n∑
i,j=1

1

2

ˆ
Rn

xi(u
2
xj
)xidx

= I3 + I4

其中，

I3 = −
ˆ
Rn

|∇u|2dx.

对于 I4，我们再用分部积分，

I4 =
n∑

i,j=1

1

2

ˆ
Rn

u2xj
dx =

n

2

ˆ
Rn

|∇u|2dx

于是，

I2 =
(n
2
− 1
) ˆ

Rn

|∇u|2dx.

最后就得到了，
dM

dt
= I1 + I2 = −n

2

ˆ
Rn

u2tdx+
(n
2
− 1
) ˆ

Rn

|∇u|2dx.

注本题中的积分M 是位置乘动量密度的积分，称为位力，第二问的等式称为位力恒等式。
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