
第九次习题课

2023 年 12 月 30 日

在椭圆方程的开头，我们学习了很多调和函数的性质，即方程

∆u = 0

的解，其中一条是调和函数不会在区域内部取到最大、最小值。我们研究

更一般的椭圆方程：

Lu = −∆u+ c(x)u = f, x ∈ Ω.

事实上对于这类方程，我们有类似的结果，即极值原理：

Theorem 1 (弱极值原理). 设c ≥ 0, f ≤ 0, u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄)是上述方程的
解，那么u在边界达到非负最大值，即

max
Ω̄

u ≤ max
∂Ω

u+

作业题

1.设u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)是定解问题−∆u+ c(x)u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = 0

的一个解。

(1)如果c(x) ≥ c0 > 0，则

max
Ω̄

|u(x)| ≤ 1

c0
sup
Ω

|f(x)|

(2)如果c(x) ≥ 0，则

max
Ω̄

|u(x)| ≤M sup
Ω

|f(x)|
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其中M依赖于Ω的直径。

(3)如果c(x) < 0，试举反例说明上述最大模估计一般不成立。

证明. (1)设u在x0 ∈ Ω取到最大值，即x0是最大值点，那么∆u(x0) ≤ 0, u(x0 ≥
0)，于是

f(x0) = −∆u(x0) + c(x0)u(x0) ≥ c0u(x0)

最小值点同理。

(2)令w(x) = d2 − |x|2 +1, d是Ω的直径，u(x) = w(x)v(x)。得到v(x)满

足的方程：

−(∆w(x)v(x) + 2∇w(x) · ∇v(x) + w(x)∆v(x)) + c(x)w(x)v(x) = f

即

−∆v(x) +
2x · ∇v(x)
d2 − |x|2 + 1

− (
2n

d2 − |x|2 + 1
+ c(x))v(x) =

f

d2 − |x|2 + 1

在v(x)的最大值点x0处，有∇v(x0) = 0,∆v(x0) ≤ 0，于是

2n

d2 + 1
v(x0) ≤ (

2n

d2 − |x0|2 + 1
+ c(x0))v(x0) ≤

|f(x0)|
d2 − |x0|2 + 1

≤ |f(x0)|

于是

v(x0) ≤
d2 + 1

2n
|f(x0)|

最小值同理。

(3)一个简单的例子是考虑立方体Ω = [0, π]n, u(x) = sin(x1) · · · sin(xn)满
足方程 −∆u− nu = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = 0

2.假设Ω ⊂ Rn是有界开集，ui(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄), i = 1, 2满足定解问

题 −∆ui + ci(x)ui = 0, x ∈ Ω

ui|∂Ω = gi
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如果c2(x) ≥ c1(x) ≥ 0, g1(x) ≥ g2(x) ≥ 0，则

u1(x) ≥ u2(x)

证明. −ui满足同样的方程，由弱极值原理，−ui在边界达到非负最大值，
而在−ui| − ∂Ω = −gi ≤ 0，得知−ui在区域上非正，即ui非负。
再考虑u = u2 − u1满足的方程：−∆u+ c1(x)u = (c1(x)− c2(x))u2(x) ≤ 0

u|∂Ω = g2 − g1 ≤ 0

同上一步，得到u = u2 − u1非正。

3.假设Ω ⊂ Rn是有界开集，u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)是定解问题−∆u+ u3 − u = 0, x ∈ Ω

u|∂Ω = gi

的一个解。证明：如果max∂Ω |g(x)| ≤ 1，则max∂Ω |u(x)| ≤ 1。

证明. 假设在最大值点有u(x0) > 1，则∆u(x0) ≤ 0, u3(x0) − u(x0) ≥ 0矛

盾。最小值同理。

在证明极值原理，以及Hopf引理的时候，我们通过引入辅助函数，合

理选取参数得到一个Lu ≥ 0的函数，来得到最终结果，这是研究椭圆函数

的一个非常重要的方法。我们介绍一个更一般的椭圆方程的估计性定理，

从中体会这一思路。

Definition 1. 设Ω是有界开集，Lu = aijuij+b
iui+cu，这里省略了对i, j的

求和符号，u的下标表示求偏导数。称L是椭圆的，如果系数矩阵(aij(x))是

正定的，即：

0 ≤ λ(x)|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ Λ(x)|ξ|2∀ξ ̸= 0
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Theorem 2 (整体梯度估计). 设u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω̄)满足aijuij = f(x, u), aij , bi ∈
C1(Ω̄), f ∈ C1(Ω×R)，则

sup
Ω

|∇u| ≤ sup
∂Ω

|∇u|+ C

其中C ∼ λ, diamΩ, |aij |C1 ,M = ||u||L∞ , ||f ||C1(Ω×[−M,M ])。

证明. 令Lu = aijuij，则

L(|∇u|2) = 2aijuikujk + 2aijukuijk

求导次数越高的越要先处理，即含uijk，我们通过对原方程两边求导将其

转化为低阶项：

aijk uij + aijuijk = fk(x, u) + fu(x, u)uk

两边乘uk，于是替换掉a
ijukuijk：

L(|∇u|2) = 2aijuikujk + 2fkuk + 2fuu
2
k − 2aijk uijuk

最后一项用均值不等式

|2aijk ukuij | ≤
λ

n
|uij |2 +

n

λ
|uk|2|aijk |

2

对指标求和，得到

Σ|2aijk ukuij | ≤ λ|∇2u|2 + C

λ
|∇u|2

第一项利用椭圆性

|2aijuikujk| ≥ λ|∇2u|2

中间两项是容易处理的，因为2fkuk ≤ |∇u|2 + |∇f |2, fuu2k ≤ C|∇u|2

因此，我们得到

L(|∇u|2) ≤ λ|∇2u|2 − C|∇u|2 − C

再引入辅助函数来消掉一阶导数的平方项：

L(u2) = 2aijuiju+ 2aijuiuj = 2aijuiuj + 2uf ≥ 2λ|∇u|2 + C

这样一来就消去了一阶导数的平方项。我们还需要消除常数项，为此再引

入

L(eβx1) = β2a11eβx1
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我们不妨假设Ω落在条形区域0 ≤ x1 ≤ d中，那么L(eβx1)当β很大时可以充

分大，消去常数项。

因此，我们有L(|∇u|2 + αu2 + eβx1) ≥ 0，由弱极值原理（这个对一般

椭圆方程也是对的）

sup
Ω

(|∇u|2 + αu2 + eβx1) ≤ sup
∂Ω

(|∇u|2 + αu2 + eβx1)

sup
Ω

|∇u|2 ≤ sup
∂Ω

|∇u|2 + C

这就完成了证明。

在能量估计时，我们用了在方程两边同时乘u积分，应用不等式的方

法。这在PDE的研究中也是非常重要的方法，请同学们仔细阅读该定理的

证明。

我们回顾波方程的内容。首先对于n ≤ 3维的波方程，我们有具体的求

解公式。波方程的解具有有限传播速度，由此我们有决定区域、影响区域

的概念。分离变量法求解方程是必考的点。

作业题

1.设Φ(x) ∈ C2(R), α ∈ Rn, |α| = 1，则Φ(α · x+ at)满足波方程

utt −∆u = 0

证明.

u(t, x) = Φ(α · x+ at)

∇u = Φ′(α · x+ at)α,∆u = Φ′′(α · x+ at)|α|2 = Φ′′(α · x+ at)

utt = a2Φ′′(α · x+ at)

2.设u ∈ C2(R×R+)是初值问题utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R×R+

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Rut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R
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其中ϕ, ψ ∈ Cc(R)。记动能和势能k(t) = 1
2

∫
R
u2t (x, t) dx, p(t) =

a2

2

∫
R
u2x(x, t) dx，

证明：1.k(t) + p(t)是与时间无关的常数；2.t充分大时k(t) = p(t)

证明. (1)

d

dt
(k(t) + p(t)) =

∫
R

ututt + a2uxutx dx =

∫
R

a2utuxx − a2uxxut dx = 0

(2)利用提示

ut = aF ′(x+ at)− aG′(x− at), ux = F ′(x+ at) +G′(x− at)

得到

k(t)− p(t) = a2
∫
R

−2F ′(x+ at)G′(x− at) dx

x ± at的距离是2at，当t充分大时，因为初值是紧支的，两点不会同时落在

支集里，因此被积函数为零。

3.设u ∈ C2(R3 ×R+)满足初值问题utt − a2uxx = 0, (x, t) ∈ R3 ×R+

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

其中ϕ, ψ ∈ C∞
c (R3)。证明存在常数C使得

|u(x, t)| ≤ C

t

证明. 由基尔霍夫公式

u(x, t) =
1

4πa2t2

∫
∂Bat(x)

ϕ(y) +∇ϕ(y) · (y − x) + tψ(y) dS

因为ϕ, ψ是紧支的，所以尽管积分区域∂Bat(x)很大，起作用的总是有限的。

设支集的测度为M <∞，则

|u(x, t)| ≤ 1

4πa2t2
(|ϕ|C0 + |ϕ|C1at+ t|ψ|C0)M ≤ C

t

这里|f |C0 = supx |f(x)|, |f |C1 = supx |f(x)|+ supx |Df(x)|
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4.求解初边值问题
utt − a2uxx + 2αut = 0

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0

证明. 设u(x, t) = X(x)T (t)，带入方程

X ′′

T ′′ =
T ′′ + 2αT ′

a2T
= −λ

则 X ′′ + λX = 0

X(0) = X(l) = 0

T ′′ + 2αT ′ + λa2T = 0

我们知道关于x的方程有解当且仅当λn = nπ
l

2, Xn = sin nπ
l
x, n = 1, 2, . . .

再来看关于t的方程

T ′′
n + 2αT ′

n + λa2Tn = 0

由经验解法，我们知道
Tn = e−αt(ane

−
√
α2−λna2t + bne

−
√
α2−λna2t), n < αl

aπ

Tn = e−αt(an + bnt), n = αl
aπ

Tn = e−αt(an cos
√
λa2 − α2t+ bn sin

√
λa2 − α2t), n > αl

aπ

再通过边值条件确定系数：an + bn = ãn

−α(an + bn) +
√
α2 − λna2(bn − an) = b̃n, n <

αl
aπan = ãn

−αan + bn = b̃n, n = αl
aπ
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an = ãn

−αan +
√
λna2 − α2bn = b̃n, n >

αl
aπ

其中ãn = 2
l

∫ l

0
ϕ(x) sin nπ

l
x dx, b̃n = 2

l

∫ l

0
ψ(x) sin nπ

l
x dx

解得 an = 1
2
(ãn − ãn+b̃n√

α2−λna2 )

bn = 1
2
(ãn + ãn+b̃n√

α2−λna2 ), n <
αl
aπan = ãn

bn = αãn + b̃n, n = αl
aπan = ãn

bn = αãn+b̃n√
λna2−α2 , n >

αl
aπ

最终我们得到

u(x, t) = e−αtΣn< αl
aπ
(ane

−
√
α2−λna2t + bne

−
√
α2−λna2t) sin

nπ

l
x

+ e−αtΣn> αl
aπ
(an cos

√
λa2 − α2t+ bn sin

√
λa2 − α2t) sin

nπ

l
x

+ e−αt(an0
+ bn0

t) sin
n0π

l
x

上式中，如果n0 =
αl
aπ
不是整数，则最后一项不出现。

接下来介绍一点Fourier变换的内容。我们在数学分析学过的Fourier变

换是这样定义的：

f̂(ξ) =

∫
f(x)eixξdx

我们通常要求f在Schwartz函数类(S(Rn))里，也就是f及其任意阶导数都要

衰减得比|x|−k快。Schwartz函数类太小了，我们想要找到一种途径能对更

广泛的函数定义Fourier变换。

对于一般的函数来说，上面的表达式未必有意义，但是对Schwartz函

数总是有效的，因此一个想法是把Fourier变换挪到一个Schwartz函数上去。

我们知道，对于f, g ∈ S∫
f̂(x)g(x)dx =

∫ ∫
f(ξ)e−ixξg(x)dxdξ =

∫
f(ξ)ĝ(ξ)dξ
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因此我们对一般的函数，也可以做同样的事情。这里有一个问题：上式告

诉了我们
∫
f̂g的值，也就是说，给我一个Schwartz函数，f̂给出一个值。那

么f̂究竟是什么呢？事实上，f̂是S上的连续函数，叫做缓增分布。
这个定义要与原来的相容，也就是说，通过f̂(ξ) =

∫
f(x)eixξdx定义

的Fourier变换，我们也能够将其看成缓增分布。我们可以把好的函数等同

于分布：把ϕ等同于S上的这个函数：ϕ : S → C, g 7→
∫
ϕg。用⟨ϕ, g⟩表示分

布ϕ作用在Schwartz函数g上。

函数可以看作分布，分布不一定是函数，举一个简单的例子：δ0 : S →
C, g 7→ g(0)，显然没有哪个函数满足这个条件。

我们接下来介绍曲面上的Fourier变换。假设Σ ∈ Rn是C1曲面，dS是Σ上

的标准测度，或者通俗一点叫面积元、体积元，那么dS是缓增分布：⟨dS, g⟩ =∫
Σ
g(x)dS。对于Σ上的函数f，fdS也是Σ上的测度(当然f需要满足一定的

可积性条件，这里不过多展开，假设f是紧支连续就好)，那么作用在S上，

⟨fdS, g⟩ =
∫
Σ

f(x)g(x)dS

因此我们可以定义fdS的傅里叶变换：

⟨ ˆfdS, g⟩ = ⟨fdS, ĝ⟩ =
∫
Σ

∫
Rn

f(x)eixξg(ξ)dSxdξ

我们看一个例子。

Theorem 3. 设V是Rn的k维子空间，V ⊥是其正交补空间，dσ, dσ⊥是V和V ⊥的

标准测度，则

d̂σ = (2π)kdσ⊥

证明. 不妨设V = {(x1, . . . , xn)|xk+1 = · · · = xn = 0)}, V ⊥ = {(x1, . . . , xn)|x1 =
· · · = xk = 0)}。记(x1, . . . , xn) = (x′, x′′)，其中x′ = (x1, . . . , xk), x

′′ =

(xk+1, . . . , xn)。根据定义，我们只要证明∫
Rk

ϕ̂(x′, 0)dx′ = (2π)k
∫
Rn−k

ϕ(0, x′′)dx′′∀ϕ ∈ S
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令Φ(x′) =
∫
Rn−k ϕ(x

′, x′′)dx′′，则Φ ∈ S(Rn−k), Φ̂(ξ′) = ˆϕ(ξ′, 0)，两边同时

做Fourier逆变换，

Φ(x′) = (2π)−k

∫
Rk

ϕ̂(ξ′, 0)eix
′ξ′dξ′

取x′ = 0即证。

Theorem 4. 设M是Rn中的C1曲面，余维数是k。若u = u0dS，u0是M上

的紧支L2函数，则 ∫
|ξ|<R

|û(ξ)|dξ ≤ CRk

∫
M

|u0|2dS

证明. 我们知道C1曲面局部可以写成函数的图像：存在n − k个分量，不妨

设为前n − k个，使得剩下k个分量(局部)可以写成n − k个分量的C1函数，

即x′′ = h(x′), (x′, x′′) ∈ M。简单起见，我们只对这一片曲面做证明。曲面

的面积元和x′平面的面积元差一个连续函数：dS = a(x)dx′。

û(ξ) =

∫
e−i(x′ξ′+h(x′)ξ′′)u0(x

′)a(x′)dx′

固定ξ′′，这是在Rn−k上的积分，我们有Parseval等式∫
|û(ξ)|dξ′ = (2π)n−k

∫
|u0|2a2dx′ ≤ C

∫
M

|u0|2dS

在|ξ′′| < R上积分即证。

在曲面上，我们有Parseval等式的替代品：

Theorem 5. 设M是C1曲面，ϕ ∈ Cc(R
n), u = u0dS, u0 ∈ L2(M)且u0是紧

支的。则

lim
R→+∞

∫
|ϕ̂(ξ)|ϕ( ξ

R
)R−kdξ = (2π)n−k

∫
M

|u0(x)|2(
∫
Nx

ϕ(y)dσy)dSx

这里Nx是把M在x处的法平面移动到过原点所得的k维子空间。
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