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第十三章 数项级数

§13.1.2 思考题

1. 解答: 记 Archilles 每次到达乌龟出发点所需的时间为 an, 则有 an+1 = an · 0.1/10

= 10−2an, a1 = 100. Archilles 赶上乌龟所需要的时间为
∞∑
n=1

an =
100

1− 10−2
=

10000

99
. □

2. 解答:
(1) 若

∑
an 与

∑
bn 均收敛

(i)
∑

(an ± bn) 收敛 (极限的四则运算);

(ii)
∑

anbn 未必收敛, 例如 an = bn =
(−1)n√

n
;

(iii)
∑ an

bn
未必收敛, 例如 an =

1

n2
, bn =

1

n3
.

(2) 若
∑

an 与
∑

bn 均发散

(i)
∑

(an ± bn) 未必发散, 例如 an = n, bn = ∓n;

(ii)
∑

anbn 未必发散, 例如 an = bn =
1

n
;

(iii)
∑ an

bn
未必发散, 例如 an = 1, bn = n2.

(3) 若
∑

an 与
∑

bn 均为正项级数且收敛

(i) 结论不变;
(ii)
∑

anbn 收敛. 因为级数收敛通项必定有界, 设 an < M , 则
∑

anbn < M
∑

bn, 由比
较判别法知

∑
anbn 收敛;

(iii) 结论不变.
(4) 若

∑
an 与

∑
bn 均为正项级数且发散

(i)
∑

(an + bn) 发散. 因为
∑

(an + bn) >
∑

an → +∞.
∑

(an − bn) 未必发散, 例如 an

= bn = n;
(ii) 结论不变;
(iii) 结论不变. □
3. 解答:
对于

∑
an 与

∑
bn 均为正项级数的情况

(1)
∑

an 与
∑

bn 均收敛

(i)
∑

min{an, bn} 收敛. 这是因为 min{an, bn} ⩽ an;
(ii)
∑

max{an, bn} 收敛. 这是因为 max{an, bn} < an + bn.
(2)
∑

an 与
∑

bn 均发散

(i)
∑

min{an, bn} 未必发散, 例如 an =


1

n2
, n = 2k − 1

n, n = 2k
,bn =


n, n = 2k − 1

1

n2
, n = 2k

;

(ii)
∑

max{an, bn} 发散. 这是因为 max{an, bn} ⩾ an.
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对于
∑

an 与
∑

bn 为一般项级数的情况

(1)
∑

an 与
∑

bn 均收敛

(i)
∑

min{an, bn} 未必收敛, 例如 an =
(−1)n

n
= −bn;

(ii)
∑

max{an, bn} 未必收敛, 反例与 (i) 相同.
(2)
∑

an 与
∑

bn 均发散

(i)
∑

min{an, bn} 未必发散, 反例不变;

(ii)
∑

max{an, bn} 未必发散. 例如 an =


1

n2
, n = 2k − 1

− n, n = 2k
, bn =


− n, n = 2k − 1

1

n2
, n = 2k

. □

4. 解答: 若
∑

(an + an+1) 收敛, 不能推出
∑

an 收敛, 例如取 an = (−1)n. 若
∑

an 是

正项级数, 则可由
∑

an ⩽
∑

(an + an+1) 可知
∑

an 收敛. □
5. 解答: 只有当原级数收敛时, 加括号才不改变原级数的收敛性. 易证 S 是发散的, 因此
不可以随意添括号. 对于该级数的 Cesàro 求和参见本章第二组参考题第 20 题 (1).
6. 解答: 注意到

lim
n→∞

S2n−1 = lim
n→∞

an, lim
n→∞

S2n = 0

故原级数收敛当且仅当 lim
n→∞

an = 0. □

7. 解答: 不能够推出
∑

an 收敛, 例如取调和级数
∑

an =
n∑

i=1

1

i
. □

8. 解答: 若
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 收敛, 则
∞∑
n=1

cn 也收敛. 这是因为我们有

0 ⩽ cn − an ⩽ bn − an ⇒
∞∑
n=1

(cn − an) < +∞ ⇒
∞∑
n=1

cn < +∞

但是如果
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 发散, 则不能推出
∞∑
n=1

cn 也发散, 例如 an = −1, bn = 1, cn = 0.

这与数列的夹逼定理是不同的. □
9. 解答: 记原级数部分和为 Sn, 新级数部分和为 Tn, 注意到 T2n = S2n → S 与 T2n+1 =

S2n + a2n+2 → S, 因此 Tn 也收敛. □
10. 解答: 因为

∞∑
n=1

an 收敛, 故余项 Rn → 0. 如果始终存在 aN 不为 0, 则会导出始终存

在 RN ⩾ 1, 矛盾. 因此从某项起 an 皆为 0, 即
∞∑
n=1

an 是有限和. □

§13.2.5 练习题

1. 解答: 由 Stolz 定理可知
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(1) lim
n→∞

Rn

R′
n

= lim
n→∞

Rn−1 −Rn

R′
n−1 −R′

n

= 1.

(2) lim
n→∞

Sn

S ′
n

= lim
n→∞

an
bn

= 1. □

2. 解答: 如果正项级数收敛, 则加括号后的新级数可看作原级数的子列, 当然也收敛; 如
果正项级数趋于正无穷, 则因为单调性, 可知加括号后的新级数作为原级数的子列也趋
于正无穷. 下证正项级数重排后不改变敛散性:
设正项级数 {un} 的第 n 个部分和为 Sn 且收敛于 S, 重排后的级数 {vn} 的第 m 个部

分和为 σm. 易知对每一 vk(1 ⩽ k ⩽ m), 都存在与其相等的 uik(1 ⩽ k ⩽ m). 记

n = max{i1, i2, · · · , im}

则对任何 m, 都存在 n, 使 σm ⩽ Sn. 由于 lim
n→∞

Sn = S, 所以对任何正整数 m 都有

σm ⩽ S

即知重排后的级数收敛, 且其和 σ ⩽ S. 但是另一方面,{un} 也可看作是由 {vn} 重排得
到的, 故也有 S ⩽ σ. 于是就有 σ = S. □
3. 解答:
(1) 当 n 充分大时,3

√
n > (

√
n)3, 因此 1

3
√
n
<

1

n3/2
, 由比较判别法知原级数收敛.

(2) 当 n → ∞ 时, 1

n1+ 1
n

∼ 1

n
, 知原级数发散.

(3) 当 n → ∞ 时, 1
n
− ln

Ç
1 +

1

n

å
∼ 1

2n2
, 知原级数收敛.

(4) lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

Ç
n2

2n2 + n+ 1

å1/2

·
ñ

n

(2n2 + n+ 1)1/2

ô−1/n

=
1√
2
< 1, 原级数收敛.

(5) 注意到 an = exp [(lnn)2 − n ln lnn], lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
exp

ñ
(lnn)2

n
− ln lnn

ô
= 0, 故

原级数收敛.
(6) 当 n → ∞ 时,an = exp

ñ
lnn−

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

åô
/np+1 ∼ e−γ

np+1
, 当 p > 0 时收敛,

当 p ⩽ 0 时发散.
(7) 当 n → ∞ 时, 我们有

a1/n − b1/n + c1/n

2
= 1 +

ln a

n
− 1

2

Ç
1 +

ln b

n

å
− 1

2

Ç
1 +

ln c

n

å
+ o

Ç
1

n

å
= ln a√

bc
· 1
n
+ o

Ç
1

n

å
故当且仅当 a2 = bc 时原级数收敛.

(8) 当 n → ∞ 时,
Ç
1− lnn

n

ån

= exp
ñ
n ln

Ç
1− lnn

n

åô
∼ 1

n
, 故原级数发散. □
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4. 解答: 特殊情况即 an ≡ 0. 排除这种情况, 记 {an} 的部分和为 Sn. 则因为
∑ 1

n
发散,

故存在 ε0 > 0,∀N ∈ Z+,∃p ∈ Z+, 使得

1

N + 1
+

1

N + 2
+ · · ·+ 1

N + p
⩾ ε0

这可以推得

SN+1

N + 1
+

SN+2

N + 2
+ · · ·+ SN+p

N + p
⩾ SN

N + 1
+

SN

N + 2
+ · · ·+ SN

N + p
⩾ SNε0

与 Cauchy 收敛准则矛盾, 故
∞∑
n=1

a1 + a2 + · · ·+ an
n

必发散. □

5. 解答:

(1)1− an+1

an
=

3

2n+ 2
,
∑Ç

1− an+1

an

å
发散, 由 Sapagof 判别法知原数列收敛于 0.

(2)1− an+1

an
= 1− 1

e

Ç
1 +

1

n

ån

=
1

2n
+ o

Ç
1

n

å
,
∑Ç

1− an+1

an

å
发散, 由 Sapagof 判别法

知原数列收敛于 0.
注: 这里利用了 (1 + x)

1
x 的 Maclaurin 公式 (例题 7.2.4).

(3)1− an+1

an
=

x

x+ n+ 1
,
∑Ç

1− an+1

an

å
发散, 由 Sapagof 判别法知原数列收敛于 0. □

6. 解答: 取 an =


1

n
, n为平方数

0,其他
. □

7. 解答:
∑

an 收敛可知 lim
m→∞

an = 0, 故 lim
n→∞

apn
an

= 0, 从而
∑

apn 收敛.

注: 正项级数的条件不可去, 如当 p = 2 时可取反例 an =
(−1)n√

n
, 又如当 p = 3 时裴礼

文 P466 例 5.1.48 的例子.(本章第二组参考题第 13 题) □
8. 解答: 记 cn = an − an+1, 则由 bn ⩾ 0 可知 cn ⩾ cn+1, 又

∞∑
n=1

cn = a1 − an+1 → a1, 故∑
cn 单调递减且收敛. 由 Cauchy 准则知, 任给 ε > 0,∃N ,∀n > N , 有

0 < cN+1 + cN+2 + · · ·+ cn <
ε

2

又当 n > N 时, aN+i ⩾ an, i = 1, 2, · · · , n−N , 从而

0 < (n−N)cn ⩽ cN+1 + cN+2 + · · ·+ cn <
ε

2

取 n > 2N , 则 0 <
n

2
cn ⩽ (n−N)cn <

ε

2
, 即 0 < ncn < ε. 因此 ncn → 0.

于是有
n∑

k=1

kbk =
n∑

k=1

k(ck − ck+1) =
n∑

k=1

ck − ncn+1 = a1 − an+1 − ncn+1 → a1
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即
∞∑
n=1

nbn 收敛. □

9. 解答: 考虑

S2n−1 = a1 +
2n−1−1∑
k=1

(a2k+1 + a2k) > a1 +
2n−1−1∑
k=1

ak = a1 + S2n−1−1

> 2a1 + S2n−2−1 > · · · > na1

令 n → ∞ 可知
∞∑
n=1

an 发散. □

10. 解答: 注意到

xn

(1 + x) · · · (1 + xn)
=

1

(1 + x) · · · (1 + xn−1)
− 1

(1 + x) · · · (1 + xn)

def
=== bn−1 − bn

n∑
k=1

xk

(1 + x) · · · (1 + xk)
= b1 − bn < b1 =

1

1 + x

故原级数收敛. □
11. 解答: 首先注意当 n → ∞ 时 2− x

1
n → 1, 故对任何 x > 0, 当 n 充分大时, 去掉

有限项后原级数是正项级数.
(1) 当 x ∈ (0, 1] 时,

n∏
k=1

(2− x
1
k ) ⩾ 1, 通项不趋于 0, 原级数发散.

(2) 当 x = 2 时显然级数收敛.
(3) 当 x ∈ (1, 2) ∪ (2, e) 时, 则因为

n

Ç
an
an+1

− 1

å
= n · x

1
n+1 − 1

2− x
1

n+1

→ n

ñ
exp

Ç
1

n+ 1
lnx

å
− 1

ô
∼ n

n+ 1
lnx → lnx

根据 Raabe 判别法, 当 x ∈ (1, 2) ∪ (2, e) 时原级数发散.
(4) 当 x ∈ (e,+∞) 时, 由 (3) 可知原级数收敛.
(5) 当 x = e 时, 则因为

lnn

ñ
n

Ç
an
an+1

− 1

å
− 1

ô
→ lnn

[
n
(
e

1
n+1 − 1

)
−
(
2− e

1
n+1

)]
= lnn

[
(n+ 1)e

1
n+1 − n− 2

]
= lnn

ñ
(n+ 1)

Ç
1 +

1

n+ 1
+ o

Ç
1

n+ 1

åå
− n− 2

ô
= lnn · o

Ç
1

n+ 1

å
→ 0

由 Bertrand 判别法, 原级数发散.
综上, 当 x ∈ (0, 2) ∪ (2, e) 时原级数发散, 当 x ∈ {2} ∪ [e,+∞) 时原级数收敛. □
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12. 解答:
(1) 由 Stolz 定理可知

lim
n→∞

ln(1/an)
lnn

= lim
n→∞

ln(an/an+1)

ln(n+ 1)− lnn
= lim

n→∞

an/an+1 − 1

ln
Ç
1 +

1

n

å = lim
n→∞

n

Ç
an
an+1

− 1

å
(2) 由题意可知

an
an+1

= 1 +
1

n
+

β

n lnn
+ o

Ç
1

n lnn

å
⇒ nan

(n+ 1)an+1

= 1 +
β

(n+ 1) lnn
+ o

Ç
1

n lnn

å
故由 Stolz 定理可知

lim
n→∞

ln (1/ (nan))

ln lnn
= lim

n→∞

ln nan
(n+ 1)an+1

ln[ln(n+ 1)/ lnn]
= lim

n→∞

ln
ñ
1 +

β

(n+ 1) lnn
+ o

Ç
1

n lnn

åô
ln [ln(n+ 1)/ lnn]

= lim
n→∞

β

(n+ 1) lnn
+ o

Ç
1

n lnn

å
ln(n+ 1)− lnn

lnn

= lim
n→∞

β + o (1)

(n+ 1) ln
Ç
1 +

1

n

å = β

命题得证. □
13. 解答: 考虑 {a(1)n }, {a(2)n }, · · · , {a(k)n } 这 k 个数列, 其中 a(m)

n = ank+m. 则由题设可知

∀m ∈ {1, 2, · · · , k},都满足 lim
n→∞

a
(k)
n+1

a
(k)
n

= l.如果 l < 1,则由 d’Alembert 判别法知这 k 个

数列都收敛. 而 S6n =
6n∑
i=1

ai =
k∑

i=1

S(i)
n , 不难得知

∞∑
n=1

an 收敛. 同理可证 l > 1 时
∞∑
n=1

an

发散. □
14. 解答: 由

∞∑
n=1

an 收敛可知 Rn 单调递减趋于 0. 又有

an
Rn−1

=
Rn−1 −Rn

Rn−1

= 1− Rn

Rn−1

由 Sapagof 判别法知
∞∑
n=1

an
Rn−1

=
∞∑
n=1

Ç
1− Rn

Rn−1

å
发散.

若 p ⩾ 1, 则结论平凡, 因为 n 充分大时有
an

R1−p
n−1

⩽ an.

若 p ∈ (0, 1), 则由 Lagrange 中值定理, 存在 ξ ∈ (Rn, Rn−1) 使

Rp
n−1 −Rp

n = (Rn−1 −Rn) ·
1

p
· ξp−1 >

Rn−1 −Rn

p
· 1

R1−p
n−1

=
an

R1−p
n−1

· 1
p

n∑
k=1

ak

R1−p
k−1

< p
n∑

k=1

(Rp
n−1 −Rp

n) = p(Rp
0 −Rp

n) < pRp
0 =

∞∑
n=1

an
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故
n∑

k=1

ak

R1−p
k−1

收敛. □

15. 解答: 由例题 8.1.10 可知 an ∼
 
3

n
,apn ∼ 3p/2

np/2
, 当且仅当 p > 2 时原级数收敛. □

§13.3.4 练习题

1. 解答:

(1) 当 n 充分大时
1

lnn
>

1

n
, 知

∞∑
n=1

1

lnn
发散. 由例题 13.3.3 即知原级数条件收敛.

(2)2
1/n

√
n
单调递减趋于 0,

∞∑
n=1

(−1)n 部分和有界, 由 Dirichlet 判别法知收敛. 但是 21/n√
n

>

1√
n

, 所以非绝对收敛.

(3) 考虑
n∑

k=1

cos2 k
k

=
n∑

k=1

1

2k
+

n∑
k=1

cos 2k
2k

令 n → ∞, 前者发散, 后者由 Dirichlet 判别法知收敛, 所以原级数非绝对收敛. 再考虑
n∑

k=1

(−1)k
cos 2k
2k

=
n∑

k=1

cos(2k + kπ)

2k
=

n∑
k=1

cos(2 + π)k

2k

因
n∑

k=1

cos(2 + π)k 有界, 由 Dirichlet 判别法知上述级数收敛, 从而易知原级数条件收敛.

(4) 当 x = kπ 时结论平凡, 假设 x ̸= kπ(k ∈ Z). 由
∞∑
n=1

Ç
1 +

1

n

ån

· 1
n
∼

∞∑
n=1

e

n
发散且容

易验证其通项单调递减趋于 0, 利用例题 13.3.3 即知原级数条件收敛.

(5) 当 x = kπ 时结论平凡, 假设 x ̸= kπ(k ∈ Z). 考虑 an =
1

n
·

n∑
k=1

1

k
, 则

an − an+1 >
1

n
− 1

n+ 1
− 1

(n+ 1)2
=

1

n(n+ 1)2
> 0

且
∞∑
n=1

an ∼
∞∑
n=1

lnn

n
由 Cauchy 积分判别法知发散, 由例题 13.3.3 知原级数条件收敛.

(6) 注意到

sin(π
√
n2 + a2) = (−1)n sin(π

√
n2 + a2 − nπ) = (−1)n sin πa2√

n2 + a+ n

def
=== (−1)nan

显然 an ↘ 0, 由 Leibniz 判别法原级数收敛. 又
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an ∼ πa2√
n2 + a+ n

∼ πa2

2n

故
∑

an 发散, 原级数非绝对收敛.

(7) 如果 p ⩽ 0, 显然原级数发散. 如果 p > 0, 则
ñ
(2n− 1)!!

(2n)!!

ôp
单调递减趋于 0, 由

Leibniz 判别法原级数收敛. 又由 Wallis 公式有ñ
(2n− 1)!!

(2n)!!

ôp
∼ (nπ)−p/2

即知当 p > 2 时原级数绝对收敛, 当 p ∈ (0, 2] 时原级数条件收敛.
(8) 注意到

(−1)n sinn

n
=

sin(n(1 + π))

n

由例题 13.3.3 可知原级数条件收敛.
(9) 如果 p ⩽ 0 通项不趋于 0, 原级数发散. 当 p > 0 时考虑

an =
(−1)n−1

np
− (−1)n−1

[n+ (−1)n+1]p
= (−1)n−1 [n+ (−1)n−1]p − np

np[n+ (−1)n−1]

= (−1)n−1

ñ
1 +

(−1)n−1

n

ôp
− 1

[n+ (−1)n−1]p
=

p+ o(1)

n [n+ (−1)n−1]p
∼ p+ o(1)

np+1

即知
∞∑
n=1

an 收敛. 再由
∞∑
n=1

(−1)n−1

np
收敛知原级数收敛. 又 1

[n+ (−1)n−1]p
∼ 1

np
, 故当

p ∈ (0, 1] 时原级数条件收敛, 当 p ∈ (1,+∞) 时原级数绝对收敛.
注: 其他解法参见蒲和平 P284 例 30.
(10) 如果 p ⩽ 0 通项不趋于 0, 原级数发散. 当 p > 0 时考虑

ln
ñ
1 +

(−1)n

np

ô
=

(−1)n

np
− 1

2n2p
+ o

Ç
1

n2p

å
当 p ∈ (0, 0.5] 时原级数发散, 当 p ∈ (0.5,+∞) 时级数收敛. 又有

S2n =
2n∑
k=1

∣∣∣∣∣ln
[
1 +

(−1)k

kp

]∣∣∣∣∣ = n∑
k=1

∣∣∣∣∣ln
ñ
1− 1

(2k − 1)p

ô∣∣∣∣∣+ n∑
k=1

∣∣∣∣∣ln
ñ
1 +

1

(2k)p

ô∣∣∣∣∣
等式右端前者等价

n∑
k=1

1

(2k − 1)p
, 后者等价

n∑
k=1

1

(2k)p
, 当且仅当

∞∑
n=1

1

(2n− 1)p
< +∞ 和

∞∑
n=1

1

(2n)p
< +∞(即 p > 1) 时可推得 S2n 有界. 同理可知 S2n+1 当且仅当 p > 1 时有界.
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故当 p ∈ (0.5, 1] 时原级数条件收敛, 当 p ∈ (1,+∞) 时原级数绝对收敛. 其余情形原级
数均发散.
注: 也可参见徐森林下册 P183 第 544 题 (1) 的解法.
(11) 由于

sin
Ç
nπ +

1

lnn

å
= (−1)n sin

Ç
1

lnn

å
而 sin

Ç
1

lnn

å
↘ 0, 由 Leibniz 判别法原级数收敛. 但 sin

Ç
1

lnn

å
∼ 1

lnn
, 因此原级数条

件收敛.
(12) 由于 n1/n − 1 ↘ 0, 由 Leibniz 判别法原级数收敛. 但

n1/n − 1 = exp
ñ lnn

n

ô
− 1 ∼ lnn

n

故原级数非绝对收敛. □
2. 解答: 设所得新级数的通项记为 an, 则 |an| =

1

n
单调递减趋于 0. 记新级数的部分和

为 Sn =
n∑

k=1

ak. 当 p > q 时, 有

Sm(p+q) =

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

p
− 1

p+ 1
− · · · − 1

p+ q

å
+

Ç
1

p+ q + 1
+ · · ·+ 1

2p+ q
− 1

2p+ q + 1
− · · · − 1

2(p+ q)

å
+ · · ·

+

ñ
1

(m− 1)(p+ q) + 1
+ · · ·+ 1

mp+ (m− 1)q

− 1

mp+ (m− 1)q + 1
− · · · − 1

m(p+ q)

ô
>
1

p
+

1

2p+ q
+ · · ·+ 1

mp+ (m− 1)q
>

1

p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

(2m− 1)p

=
1

p

Ç
1 +

1

3
+ · · ·+ 1

2m− 1

å
→ +∞ (m → +∞)

由于 |an| → 0(n → +∞), 故对 0 < l < p+ q, 有

Sm(p+q)+l = Sm(p+q) + [Sm(p+q)+l − Sm(p+q)]

后面括号中仅有 l 项, 当 m → +∞ 时, 极限为 0, 故此 Sn(n = m(q + q) + l, 0 < l <

p+ q) → +∞(n → +∞), 新级数
∞∑
n=1

ak 发散于 +∞.

当 p < q 时, 有
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Sm(p+q)+p

=

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

p

å
−
ñÇ

1

p+ 1
+ · · ·+ 1

p+ q

å
−
Ç

1

p+ q + 1
+ · · ·+ 1

2p+ q

åô
−
ñÇ

1

2p+ q + 1
+ · · ·+ 1

2p+ 2q

å
−
Ç

1

2p+ 2q + 1
+ · · ·+ 1

3p+ 2q

åô
− · · ·

−
®ñ

1

mp+ (m− 1)q + 1
+ · · ·+ 1

mp+mq

ô
−
ñ

1

mp+mq + 1
+ · · ·+ 1

(m+ 1)p+mq

ô´
<Sp −

1

p+ q
− 1

2(p+ q)
− · · · − 1

m(p+ q)

=Sp −
1

p+ q

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

m

å
−→ −∞(m → +∞)

由于 |an| → 0(n → +∞), 故对 0 < l < p+ q 有

Sm(p+q)+p+l = Sm(p+q)+p + [Sm(p+q)+p+t − Sm(p+q)+p]

后面括号中仅有 l 项, 当 m → +∞ 时, 极限为 0, 故此 Sn(n = (p+ q) + p+ l, 0 < l <

p+ q) → −∞(n → +∞), 新级数
∞∑
k=1

ak 发散于 −∞.

当 p = q 时, 级数变为Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

p

å
−
Ç

1

p+ 1
+ · · ·+ 1

2p

å
+

Ç
1

2p+ 1
+ · · ·+ 1

3p

å
· · · · · ·

=
∞∑
k=1

(−1)k−1

ñ
1

(k − 1)p+ 1
+ · · ·+ 1

kp

ô
=

∞∑
k=1

(−1)k−1Ak

它为交错级数, 且

Ak =
1

(k − 1)p+ 1
+ · · ·+ 1

kp
>

1

kp+ 1
+ · · ·+ 1

(k + 1)p
= Ak+1

0 < Ak <
p

(k − 1)p+ 1
−→ 0 (k → +∞)

根据 Leibniz 判别法, 此时级数
∞∑
n=1

An =

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

p

å
−
Ç

1

p+ 1
+ · · ·+ 1

2p

å
+

Ç
1

2p+ 1
+ · · ·+ 1

3p

å
− · · ·

收敛. 由命题 13.3.2 可知
∞∑
n=1

an 收敛.

注: 其他证明方法参见徐森林下册 P188 第 547 题. □
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3. 解答: 先证明一个引理 (徐森林第三册引理 12.3.3): 设 a ∈ N, 当 x ⩾ a 时函数 f 非负

单调减, 则极限

lim
n→+∞

(
n∑

k=a

f(k)−
∫ n

a
f(x)dx

)
= α

存在, 且 0 ⩽ α ⩽ f(a). 更进一步, 如果 lim
x→+∞

f(x) = 0, 则

∣∣∣∣∣∣
[ξ]∑
k=a

f(k)−
∫ ξ

a
f(x)dx− α

∣∣∣∣∣∣ ⩽ f(ξ − 1)

其中 ξ ⩾ a+ 1.
证: 令

[ξ]∑
k=a

f(k)−
∫ ξ

a
f(x)dx

这里 a ∈ N, 有

g(n)− g(n+ 1) = −f(n+ 1) +
∫ n+1

n
f(x)dx

⩾ −f(n+ 1) + f(n+ 1) = 0

另一方面,

g(n) =
n−1∑
k=a

Ç
f(k)−

∫ k+1

k
f(x)dx

å
+ f(n)

⩾
n−1∑
k=a

(f(k)− f(k)) + f(n) = f(n) ⩾ 0

这说明 {g(n)} 是一个非负单调减的数列且有下界 0. 因此,

α = lim
n→+∞

g(n) = lim
n→+∞

[
n∑

k=a

f(k)−
∫ n

a
f(x)dx

]

存在且有限. 由于 0 ⩽ g(n) ⩽ g(a) = f(a), 故 0 ⩽ α ⩽ f(a).
如果进一步假定 lim

x→+∞
f(x) = 0, 则

g(ξ)− α =
[ξ]∑
k=a

f(k)−
∫ k

a
f(x)dx− lim

n→+∞

[
n∑

k=a

f(k)−
∫ n

a
f(x)dx

]

=
[ξ]∑
k=a

f(k)−
∫ [ε]

a
f(x)dx−

∫ ξ

[ξ]
f(x)dx− lim

n→+∞

[
n∑

k=a

f(k)−
∫ n

a
f(x)dx

]

= −
∫ k

[ξ]
f(x)dx− lim

n→+∞

Ö
n∑

k=[ξ⃗]+1

f(k)−
∫ n

[ξ]
f(x)dx

è
= −

∫ ξ

[ξ]
f(x)dx+ lim

n→+∞

n∑
k=[ξ]+1

∫ k

k−1
[f(x)− f(k)]dx
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⩽ lim
n→+∞

n∑
k=[ξ]+1

∫ k

k−1
[f(k − 1)− f(k)]dx = f([ξ]) ⩽ f(ξ − 1)

类似地, 有

g(ξ)− α = −
∫ k

[ξ]
f(x)dx+ lim

n→+∞

n∑
k=[ξ]+1

∫ k

k−1
[f(x)− f(k)]dx

⩾ −
∫ k

[ξ]
f(x)dx ⩾ −(ξ − [ξ])f([ξ]) ⩾ −f([ξ]) ⩾ −f(ξ − 1)

于是 ∣∣∣∣∣∣
[ξ]∑
k=a

f(k)−
∫ ξ

a
f(x)dx− α

∣∣∣∣∣∣ = |g(ξ)− α| ⩽ f(ξ − 1)

引理证毕. 往证本题, 令 f(x) =
1

xα
单调递减趋于 0, 于是利用引理有

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

1

kα
−
∫ n

1

dx
xα

− A

∣∣∣∣∣∣ ⩽ f(n− 1) =
1

(n− 1)α

其中, A = lim
n→+∞

(
n∑

k=1

1

kα
−
∫ n

1

dx
xα

)
为常数. 而

∫ n

1

dx
xα

=
n1−α − 1

1− α

故有 ∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

1

kα
− n1−α − 1

1− α
− A

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 1

(n− 1)α

因此
n∑

k=1

1

kα
=

n1−α

1− α
+ A− 1

1− α
+ o

Ç
1

nα

å
记 A− 1

1− α
= β 就得

n∑
k=1

1

kα
=

n1−α

1− α
+ β + o

Ç
1

nα

å
再将重排后的新级数记为

∞∑
k=1

an, 对 ∀N ∈ N, 令 m =

ñ
N

p+ q

ô
, 则当 N → +∞ 时, m →

+∞, 且有
m(p+ q) ⩽ N < (m+ 1)(p+ q)

SN =
N∑
k=1

ak =
m(p+q)∑
k=1

ak +
N∑

k=m(p+q)+1

ak
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由于 N −m(p+ q) < p+ q, 故以上第 2 个和式中项数至多有 p+ q − 1 项, 从而得∣∣∣∣∣∣
N∑

k=m(p+q)+1

ak

∣∣∣∣∣∣ ⩽
N∑

k=m(p+q)+1

|ak| ⩽ (p+ q)
1

[m(p+ q)α]

=
(p+ q)1−α

mα
→ 0(N → +∞,m → +∞)

于是

+∞∑
n=1

an = lim
N→+∞

N∑
k=1

ak = lim
N→+∞

m(p+q)∑
k=1

ak

= lim
n→+∞

(mp∑
k=1

1

(2k − 1)α
−

mq∑
k=1

1

(2k)α

)

= lim
n→+∞

Ñ
2mp∑
k=1

1

kα
−

m∑
k=1

1

(2k)α
− 1

2α

mq∑
k=1

1

kα

é
= lim

n→+∞

Ñ
2mp∑
k=1

1

kα
− 1

2α

mp∑
k=1

1

ka
− 1

2α

mq∑
k=1

1

kα

é
= lim

n→+∞

®
(2p)1−α ·m1−α

1− a
+ β + o

Ç
1

(2mp)α

å
− 1

2α
p1−αm1−α

1− α
− β

2α
− o

Ç
1

(mp)α

å
− 1

2α
q1−αm1−α

1− α
− β

2α
− o

Ç
1

(mq)α

å´
= lim

m→+∞

®
2(pm)1−α − (pm)1−α − (qm)1−α

2α(1− α)
+ β

Ä
1− 21−α·

ä
+ o

Ç
1

mα

å´
= lim

m→+∞

ñ
(p1−α − q1−α)m1−α

2α(1− α)
+ β

Ä
1− 21−α

ä
+ o

Ç
1

mα

åô
=


β(1− 21−α), p = q

+∞, p > q

−∞, p < q

即重排后的级数当且仅当 p = q 时收敛. □
4. 解答:
(1) 记原级数为

∞∑
n=1

an, 则

∞∑
n=1

a+n =
∞∑
n=1

1

(2k − 1)p
,

∞∑
n=1

a−n =
∞∑
n=1

1

(2k)q

当 p > 1, q > 1 时,
∞∑
n=1

a+n 和
∞∑
n=1

a−n 都收敛, 由命题 13.3.3 知
∞∑
n=1

an 绝对收敛.

当 p > 1, q > 1 时,
∞∑
n=1

a+n 收敛,
∞∑
n=1

a−n 发散, 由命题 13.3.3 知
∞∑
n=1

an 发散. 同理, 当
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p ⩽ 1,q > 1 时,
∞∑
n=1

an 也发散.

当 0 < p = q ⩽ 1 时,
∞∑
n=1

an 为交错级数, 且 {|an|} 单调递减趋于 0, 故级数收敛, 但
∞∑
n=1

|an| =
∞∑
n=1

1

np
发散, 此时,

∞∑
n=1

an 条件收敛.

当 0 < p ̸= q ⩽ 1 时, 将原级数写成
∞∑
n=1

ñ
1

(2n− 1)p
− 1

(2n)q

ô
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

np
+

∞∑
n=1

ñ
1

(2n)p
− 1

(2n)q

ô
∞∑
n=1

(−1)n−1

np
收敛. 当 p ⩽ q 时, 由

1

(2n)p
− 1

(2n)q
=

(2n)q−p − 1

(2n)q
⩾ 2q−p − 1

2q
· 1

nq

而
∞∑
n=1

1

nq
发散, 故

∞∑
n=1

ñ
1

(2n)p
− 1

(2n)q

ô
发散. 同理, 当 p > q 时,

∞∑
n=1

ñ
1

(2n)p
− 1

(2n)q

ô
也

发散. 所以此时原级数发散.
当 p, q 中有一个不大于 0 时, 由于 lim

n→∞
an ̸= 0, 故级数发散.

综上所述, 当 p > 1, q > 1 时, 级数绝对收敛; 当 0 < p = q ⩽ 1 时, 级数条件收敛. 其余
情形级数发散.
注: 也可使用 Taylor 展开, 证明更为简洁, 参见周民强第二册 P248 例 3.3.20(2).
(2) 类似例题 13.3.2 可知

(−1)n
(1 + p)(2 + p) · · · (n+ p)

n!nq
= (−1)n

n∏
k=1

(k + p)

knq
= (−1)n exp

[
n∑

k=1

ln
Å
1 +

p

k

ã]
· 1

nq

= (−1)n
exp

[
p

n∑
k=1

1

k
+

n∑
k=1

O

Ç
1

k2

å]
nq

= (−1)n
exp [C + p lnn+ o(1)]

nq
= (−1)n

eC+o(1)

nq−p

当 q > p+ 1 时级数绝对收敛. 当 p < q ⩽ p+ 1 时条件收敛, 其余情形发散. □
5. 解答: 分以下几种情形讨论:
(1) 当 x ∈ (1,+∞) 时,n 充分大后有 0 <

1

1 + nxn
<

1

n2
, 原级数绝对收敛.

(2) 当 x = 1 时,
∞∑
n=1

1

1 + n
发散.

(3) 当 x ∈ (−1, 1) 时, 1

1 + nxn
→ 1, 原级数发散.

(4)当 x ∈ (−∞,−1)时, 1

1 + nxn
= (−1)n

1

(−1)n + n(−x)n
.当 n充分大后

1

(−1)n + n(−x)n
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单调递减趋于 0, 故由 Leibniz 判别法原级数收敛. 又因为

1

(−1)n + n(−x)n
∼ 1

n(−x)n
<

1

n2

故原级数绝对收敛.
(5) 当 x = −1 时, 类似上一种情况可知原级数条件收敛. □
6. 解答: 只需要证明

a1 + a2 + · · ·+ an
n

>
a1 + a2 + · · ·+ an + an+1

n+ 1

这等价于

a1 + a2 + · · ·+ an − n(an+1) > 0

结合 an 单调递减的条件这是显然的. 由 Leibniz 判别法即原级数收敛. □
7. 解答: 只需要证明

1

2k − 1

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

k

å
>

1

2k + 1

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

k + 1

å
变形得知这等价于证明

2(k + 1)

Ç
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

k

å
+ 1 > 2k

这是显然的. 由 Leibniz 判别法即原级数收敛. □
8. 解答: 记 Bn = b1 + · · ·+ bn, 则有

n∑
k=1

anbn =
n−1∑
k=1

Bk(ak − ak+1) +Bnan (1)

因
∞∑
n=1

bn 收敛 (设收敛于 b), 必然 Bn 有界, 设 |Bn| ⩽ M . 则由题设有

∑
|Bn(an − an+1)| ⩽ M

∑
|an − an+1| < +∞

因此
∞∑
n=1

Bn(an − an+1) 收敛, 设它的极限为 a. 另一方面, 设
∞∑
n=2

(an − an−1) = c, 则

lim
n→∞

an = c+ a1

于是由 (1) 式知
∞∑
n

anbn = a+ b(c+ a1)

命题得证. □

微信公众号: 数学专业考研札记



编者: 甲乙 QQ1330890366 第十三章 数项级数 324

9. 解答: 记 Bn = b1 + · · ·+ bn, 则有

n∑
k=1

anbn =
n−1∑
k=1

Bk(ak − ak+1) +Bnan (1)

与上一题类似可知
∞∑
n=1

Bn(an − an+1) 收敛, 且由题设可知 Bnan → 0. 在 (1) 式两边令

n → ∞ 即知命题成立. □
10. 解答: 令 bn =

Ç
1 +

1

n

å
an 则 an =

Ç
1− 1

n+ 1

å
bn. 由

®
1− 1

n+ 1

´
单调有界, 若∑

bn 收敛, 则由 Abel 判别法
∑

an 收敛, 矛盾. □

11. 解答: 易见
∞∑
n=0

qn 绝对收敛, 故

( ∞∑
n=0

qn
)
·
( ∞∑
n=0

qn
)
=

∞∑
n=0

(q0qn + q1qn−1 + · · ·+ qnq0) =
∞∑
n=0

(n+ 1)qn

命题得证. □
12. 解答: 该级数与自身的 Cauchy 乘积为

∞∑
n=1

an
def
===

∞∑
n=1

Ñ ∑
i+j=n

(−1)i

i+ 1
· (−1)j

j + 1

é
而

an =
∑

i+j=n

(−1)i

i+ 1
· (−1)j

j + 1
=

∑
i+j=n

(−1)n

(i+ 1)(j + 1)

=
(−1)n

n+ 2

∑
i+j=n

Ç
1

i+ 1
+

1

j + 1

å
=

(−1)n

n+ 2
·
n+1∑
i=1

1

i

def
===

2(−1)n

n+ 2
Sn

容易验证

lim
n→∞

Sn

n+ 2
stolz
==== 0,

Sn

n+ 2
>

Sn+1

n+ 3

由 Leibniz 判别法知
∞∑
n=1

an 收敛. □

13. 解答: 设 S(x)C(x) =
∞∑
n=1

an.

an =
∑

i+j=n

(−1)ix2i+1

(2i+ 1)!
· (−1)jx2j+1

(2j + 1)!

=
(−1)nx2n+2

(2n+ 2)!

∑
i+j=n

(2n+ 2)!

(2n+ 1)!(2j + 1)!

=
(−1)nx2n+2

(2n+ 2)!

n∑
i=0

C2i+1
2n+2 =

(−1)nx2n+2

(2n+ 2)!
· 22n+1 =

1

2

(−1)n(2x)2n+1

(2n+ 2)!
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即 S(x)C(x) =
1

2
S(2x) 成立. □

14. 解答: 注意到

an
an + bn

=
an
bn

Ç
1

1 + an/bn

å
=

an
bn

Ç
1− an

bn

å
1

1− (an/bn)
2

=

Ç
an
bn

− a2n
b2n

å(
1 +

∞∑
k=0

Ç
an
bn

å2k
)

故
∑ an

an + bn
收敛. □

15. 解答: 设这两个级数为
∑

an 和
∑

bn, 它们 Cauchy 乘积的通项

cn+1 =
∑

i+j=n+1

aibj > 0

cn+1 =

Ç
3

2

ån−1 Ç
2n +

1

2n+1

å
+

Ç
3

2

ån−2 Ç
2n−1 +

1

2n

åÇ
−3

2

å
+ · · ·+

Ç
2 +

1

22

å(
−
Ç
3

2

ån−1
)
+

Ç
−
Ç
3

2

ånå
=

Ç
3

2

ån−1 Ç
2n +

1

2n+1
− 2n−1 − 1

2n
− · · · − 2− 1

22
− 1

å
=

Ç
3

2

ån−1 Ç
1− 1

2
+

1

2n+1
+

1

2n

å
<

Ç
3

2

ån−1

故
∑

cn 收敛.
注: 事实上还可算出

∑
cn 的值, 参见徐森林下册 P198 第 555 题. □

16. 解答:
(1)如 an = 1, bn =

1

2n−1
,则 cn = 1+

1

2
+ · · ·+ 1

2n−1
= 2− 1

2n−1
,
∑

cn 发散.而取 an = 0,

bn = 1, 则 cn = 0,
∑

cn 收敛.
(2) 假设正项级数

∑
an 发散,

∑
bn 收敛, 它们的乘积为

∑
cn =

∑
i+j=n

aibj ⩾ b1
∑

an →

+∞, 故
∑

cn 发散.
注: 也可参看周民强第二册 P270 例 3.4.5(1). □

§13.4.3 练习题

1. 解答:

(1)Pn =
n∏

k=1

√
k + 1

k + 2
=

√
2

n+ 2
→ 0(n → ∞), 故无穷乘积发散.
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(2) 当 x = −1 时不符合无穷乘积的定义; 当 |x| > 1 或 x = 1 时显然发散; 当 |x| < 1 时

利用命题 13.4.1 的第 2 第 3 条性质,
∞∑
n=1

x2n+1 收敛, 故无穷乘积收敛.

(3) 我们有

∞∏
n=1

n
 
1 +

1

n
=

∞∏
n=1

e
1
n

ln(1+ 1
n) =

∞∏
n=1

ï
1 +

Å
e

1
n

ln(1+ 1
n) − 1

ãò
而

e
1
n

ln(1+ 1
n) − 1 ∼ 1

n2
(n → ∞)

故由命题 13.4.1 的第 2 条性质, 无穷乘积收敛.

(4) 因

∞∏
n=2

Ç
n2 − 1

n2 + 1

åp

= exp
[
p

∞∑
n=1

ln
Ç
1− p+ 1

n2 + p

å]
∼ exp

[ ∞∑
n=1

−p(p+ 1)

n2 + p

]

无穷乘积收敛.
(5) 设 an = 1 + (−1)n

1

n
, n ⩾ 2, 则

a2na2n+1 =

Ç
1 +

1

2n

åÇ
1− 1

2n+ 1

å
= 1

于是 P2n+1 = a2 · · · a2n+1 = 1, P2n = P2n−1a2n → 1, 无穷级数收敛.

(6) 由命题 13.4.1 的第 2 条性质, 只需要考察
∞∑
n=1

ñ
1

e

Ç
1 +

1

n

ån

− 1

ô
的敛散性.

利用 (1 + x)
1
x 的 Maclaurin 公式 (例题 7.2.4), 可得

1

e

Ç
1 +

1

n

ån

− 1 = − 1

2n
+ o

Ç
1

n

å
于是无穷乘积发散. □
2. 解答: 考虑

∞∏
n=1

a+ n

b+ n
= exp

[ ∞∑
n=1

ln
Ç
1 +

a− b

b+ n

å]
∼ exp

[ ∞∑
n=1

a− b

b+ n

]

当 a = b 时值为 1; 当 a > b 时值为 +∞; 当 a < b 时值为 0. □
3. 解答: 考虑
∞∏
n=1

cos an = exp
[
ln

∞∏
n=1

cos an
]
= exp

[ ∞∑
n=1

ln
Ä
1− a2n/2 + o

Ä
a2n
ää]

∼ exp
[
−1

2

∞∑
n=1

a2n

]

结论显然. □
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4. 解答: 由题意知 an > 0. 因为

lim
n→∞

n

Ç
an
an+1

− 1

å
= r > 0

所以当 n 充分大时,

n

Ç
an
an+1

− 1

å
>

r

2
> 0, 即

an
an+1

> 1 +
r

2n
> 1

故 {an} 单调递减. 再取 0 < σ <
r

2
, 因为

lim
n→∞

n

ñÇ
1 +

1

n

åσ

− 1

ô
= σ <

r

2

所以 ∃N ∈ N,∀n > N, 有

n

ñÇ
1 +

1

n

åσ

− 1

ô
<

λ

2
⇒
Ç
1 +

1

n

åσ

< 1 +
λ

2n
<

an
an+1

即当 n > N 时,
nσan > (n+ 1)σan+1 > 0

数列 {nσan} 单调递减有下界, 因而收敛, 亦有界. 记 0 < nσan ⩽ M , 则

0 ⩽ an ⩽ M

nσ
→ 0(n → ∞)

这说明 an → 0(n → ∞). 由 Leibniz 判别法
∞∑
n=1

(−1)n−1an 收敛. □

5. 解答: 考虑

(α + n)(β + n)

(1 + n)(γ + n)
=

1

1 + γ/n
· 1

1 + 1/n
·
Å
1 +

α

n

ãÇ
1 +

β

n

å
=
Å
1− γ

n
+ o
Åα
n

ããÇ
1− 1

n
+ o

Ç
1

n

ååÅ
1 +

α

n

ãÇ
1 +

β

n

å
= 1 +

α + β − γ − 1

n
+ o

Ç
1

n

å
于是

∞∏
n=n0

(α + n)(β + n)

(1 + n)(γ + n)
的敛散性与

∞∑
n=n0

α + β − γ − 1

n
相同.(命题 13.4.1 性质 2)

当 α + β − γ = 1 时, 无穷乘积收敛, 否则发散.
注: 本问题的出题背景来源于超几何级数, 参见菲赫金哥尔茨《微积分学教程》第二卷
P299(8). □
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6. 解答: 考虑

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3) · · · = (1− x2)(1− x4)(1− x6) · · ·
(1− x)(1− x2)(1− x3) · · ·

上式等号右端约分后即得结论. □
7. 解答: 设此 x 值为 x0. 对任意 x ̸= x0, 有

∞∑
n=1

an
Ä
x2 − 1

ä Ä
x2 − 22

ä
· · ·
Ä
x2 − n2

ä
=

∞∑
n=1

an
Ä
x2
0 − 1

ä Ä
x2
0 − 22

ä
· · ·
Ä
x2
0 − n2

ä
· (x

2 − 1) (x2 − 22) · · · (x2 − n2)

(x2
0 − 1) (x2

0 − 22) · · · (x2
0 − n2)

def
===

∞∑
n=1

αnβn

已知
∞∑
n=1

αn 收敛, 而
βn+1

βn

=
x− (n+ 1)2

x0 − (n+ 1)2

当 x < x0 时 βn+1 > βn,{βn} 单调增, 当 x > x0 时 βn+1 < βn,{βn} 单调减.

βn 是无穷乘积
∞∏
n=1

x2 − n2

x2
0 − n2

的部分积, 若该无穷乘积收敛, 则 {βn} 有界. 而

pn =
x2 − n2

x2
0 − n2

= 1 +
x2
0 − x2

n2 − x2
0

故
∞∑
n=1

x2
0 − x2

n2 − x2
0

收敛, 由此推得
∞∏
n=1

pn =
∞∏
n=1

x2 − n2

x2
0 − n2

收敛,{βn} 有界. 根据 Abel 判别

法,
∞∑
n=1

αnβn 收敛, 即级数
∞∑
n=1

an
Ä
x2 − 1

ä Ä
x2 − 22

ä
· · ·
Ä
x2 − n2

ä
对任何 x 值都收敛. □

8. 解答: 由于当 n 充分大后级数通项不再变号, 不妨设级数通项始终为正. 考虑

n!an
x(x+ 1) · · · (x+ n)

=
an
nx

· n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)

def
===

an
nx

· bn

我们只需要证明 {bn} 单调有界, 就可以由 Abel 判别法推出两级数对相同 x 收敛.
由

bn+1

bn
=

(n+ 1) ·
Ç
n+ 1

n

åx

x+ n+ 1
=

Ç
1 +

1

n

åx+1

1 +
x+ 1

n

=

ñ
1 +

x+ 1

n
+

(x+ 1)x

2n2
+ o

Ç
1

n2

åô ñ
1− x+ 1

n
+

(x+ 1)2

n2
+ o

Ç
1

n2

åô
= 1 +

(x+ 1)x

2n2
+ o

Ç
1

n2

å
可知对固定的 x,{bn} 单调.
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另一方面, 由 Euler-Gauss 公式 (13.38) 知 lim
n→∞

bn = Γ(x), 因而有界. 由此命题得证. □
9. 解答: 设 cn =

n

n+ 1
O(bn), 即 ∃M, s.t.

|cn|
n+ 1

n
⩽ M |bn|

于是

|cn| ⩽
n

n+ 1
M |bn| < M |bn|

由
∞∑
n=1

|bn| 收敛推得
∞∑
n=1

|cn| 收敛, 从而
∞∏
n=1

(1 + |cn|) 收敛, 于是由命题 13.4.1 第 5 条性

质可知
∞∏
n=1

(1 + cn) 收敛. 令
∞∏
n=1

(1 + cn) = c ̸= 0, 就有

an
an+1

=
n+ 1

n
+O (bn) =

n+ 1

n

Å
1 +

n

n+ 1
O (bn)

ã
=

n+ 1

n
(1 + cn)

an+1

an
=

n

n+ 1
· 1

1 + cn
an+1

a1
=

an+1

an

an
an−1

· · · a2
a1

=
n

n+ 1
· n− 1

n
· · · 1

2
· 1

1 + cn
· 1

1 + cn−1

· · · 1

1 + c1

=
1

n+ 1

1
n∏

k=1

(1 + ck)

于是有
an+1

1

n+ 1

=
a1

n∏
k=1

(1 + ck)

−→ a1
c

(n → +∞)

因为
∞∑
n=1

1

n
发散, 由比较判别法知

∞∑
n=1

an 发散. □

10. 解答: 令 an =
n!

n
√
n

Å e
n

ãn
, 则

bn =
an+1

an
= (n+ 1) · enn

(n+ 1)n+1
·
 

n

n+ 1
=

eÇ
1 +

1

n

ån

 
n+ 1

n

ln bn = 1−
Ç
n+

1

2

å
ln
Ç
1 +

1

n

å
=

1

4n2
+ o

Ç
1

n2

å
故

∑
ln bn 收敛, 于是 an = a1

n∏
n=1

bn 亦收敛. □
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§13.5.2 参考题

第一组参考题

1. 解答:
证法一: 注意到

n∑
i=2

ai
(1 + a1) · · · (1 + ai)

=
n∑

i=2

ñ
1

(1 + a1) · · · (1 + ai−1)
− 1

(1 + a1) · · · (1 + ai)

ô
=

1

1 + a1
− 1

(1 + a1) (1 + a2) · · · (1 + an)

令 n → +∞,
∞∏
n=1

(1 + an) 或者为有限数或者为 +∞, 故
∞∑
n=2

an
(1 + a1) · · · (1 + an)

收敛, 其

通项极限自然为 0.
证法二: 若 lim

n→∞
an = 0, 则 φ(n) =

an
(1 + a1) · · · (1 + an)

⩽ an → 0(n → ∞).

若 lim
n→∞

an = M > 0.

(i)M 有限, 则 ∃{akn} ⊂ {an} 使得 ∃N > 0,∀n ⩾ N1, akn ⩾ M

2
. 当 n → ∞ 时, 满足 1 ⩽

kn ⩽ n 的 kn 的个数 k 是无穷多的. 即

φ(n) ⩽ an
1 + an

·
Ç
1 +

M

2

å−k

→ 0(n → ∞)

(ii)M = +∞, 取 {an} 的递增无界子列 {apm}, 则对某一 pr, 有 apm ⩾ apr . 当 n → ∞ 时,
有 k 个 pm 介于 pr 与 n− 1 间, 即 k → ∞. 故

φ(n) ⩽ an
1 + an

· (1 + apr)
−k → 0(n → ∞)

综上所述, lim
n→∞

φ(n) = 0. □
2. 解答: 在练习题 13.2.5 第 8 题中已作解答. □
3. 解答: 易知

®
an√
n

´
也单调递减趋于 0, 由上题结论可知 lim

n→∞

√
nan = 0, 则有

lim
n→∞

a2n
an/

√
n
= lim

n→∞

√
nan = 0

由此可知
∞∑
n=1

a2n 收敛. □

4. 解答: 令 Sn =
n∑

k=1

k(ak − ak+1), 由 Abel 变换可知

Sn =
n∑

k=1

ak − nan+1
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利用第 2 题的结论, 上式两边令 n → ∞, 命题得证.

注: 若缺少通项单调递减的条件, 可举反例 an =


1

n
, n = k2

0, n ̸= k2
(k ∈ N). □

5. 解答:
(1)an+1 − an =

1

n+ 1
+ ln n

n+ 1
∼ − 1

2(n+ 1)2
, {an} 收敛.

(2)an+1 − an =
1√
n+ 1

+ 2(
√
n−

√
n+ 1) ∼ 1

4n3/2
, {an} 收敛.

(3)an+1 − an =
1

(n+ 1) ln(n+ 1)
+ ln

ñ lnn

ln(n+ 1)

ô
∼ − 1

2(n+ 1)2 ln(n+ 1)
. {an} 收敛. □

6. 解答:
(1) 参见第十一章第一组参考题第 10 题.(0 ⩽ A ⩽ f(1) 是因为单调性)
(2) 取 f(y) =

x

x2 + y2
, 则 f(1) =

x

x2 + 1
→ 0(x → +∞). 于是由 0 ⩽ A ⩽ f(1) 可知

A = 0. 再计算 ∫ n

1
f(y)dy =

π

2
− arctan 1

x
→ π

2
(x → +∞)

于是

lim
x→+∞

∞∑
n=1

x

x2 + n2
= lim

x→+∞

∞∑
n=1

f(n) = lim
x→+∞

Ç∫ +∞

1
f(y)dy + A

å
=

π

2

命题得证. □
7. 解答:
必要性: 假设

∞∑
n=1

an 绝对收敛, 则 an → 0(n → ∞). 注意到 x = 0 处的连续性, 可知

0 = lim
n→∞

an = lim
n→∞

f

Ç
1

n

å
= f(0)

为证 f ′(0) = 0, 假定 f ′(0) = a ̸= 0, 则有

lim
n→∞

|an|
1/n

= lim
x→0

∣∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣∣ = lim
x→0

∣∣∣∣∣f(x)− f(0)

x

∣∣∣∣∣ = |f ′(0)| = |a| ̸= 0

这说明
∞∑
n=1

|an| 发散, 矛盾.

充分性: 考虑 an 的 Taylor 展开式

an = f

Ç
1

n

å
= f(0) + f ′(0)

1

n
+

f ′′(0)

2!

1

n2
+ o

Ç
1

n2

å
=

f ′′(0)

2!

1

n2
+ o

Ç
1

n2

å
(n → ∞)

即知
∞∑
n=1

an 绝对收敛. □
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8. 解答:

(1)
∞∑
n=1

[f(n+ 1)− f(n)] = lim
n→∞

[f(n+ 1)− f(1)] = f(+∞)− f(1) = A− f(1).

(2) 由 f ′′(x) < 0 知 f ′(x) 递减. 而 f(x) 递增, 故 f ′(x) > 0. 从而
∞∑
n=1

f ′(n) 与∫ +∞

1
f ′(x)dx 同敛散. 而

∫ +∞

1
f ′(x)dx = lim

M→+∞

∫ M

1
f ′(x)dx = [f(+∞)− f(1)] = A− f(1)

命题得证.
注: 其他解法参见周民强第二册 P180 例 3.2.3(1). □
9. 解答: 第一个等号显然, 主要证第二个等号. 设

∞∑
n=1

an = A, 则显然有

∞∑
n=1

an,k ⩽ A

于是
∞∑
n=1

an,k 收敛. 其次, 对任给的 ε > 0, 存在 N0 使得

∣∣∣∣∣∣A−
N0∑
n=1

an

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∞∑
n=N0+1

an

∣∣∣∣∣∣ < ε

若 n 与 m 充分大, 则级数
∞∑
n=1

an 的项 a1, a2, · · · , aN0 都处于矩阵 (将 an 按矩阵任意排

列) 的前 n 行与前 m 列之中. 则取充分大的 n0 与 m0, 使得当 n > n0,m > m0 时

n∑
k=1

m∑
n=1

an,k −
N0∑
n=1

an

是号码大于 N0 的那些项的和. 令 m → ∞ 可得∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∞∑
n=1

an,k −
N0∑
n=1

an

∣∣∣∣∣∣ ⩽ ε

这样就有 ∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1

∞∑
n=1

an,k − A

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

n∑
k=1

∞∑
n=1

an,k −
N0∑
n=1

an +
N0∑
n=1

an − A

∣∣∣∣∣∣ < 2ε

由 ε 的任意性命题得证. □
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10. 解答: 由上题的结论可知
∞∑

m=2

∞∑
n=2

1

nm
=

∞∑
n=2

∞∑
m=2

1

nm
=

∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1

命题得证. □
11. 解答: 设

n∑
k=1

(ak − an) ⩽ M , 则当 n < m 时有

n∑
k=1

(ak − am) ⩽
m∑
k=1

(ak − am) ⩽ M

令 m → ∞, 有
n∑

k=1

ak = lim
m→∞

n∑
k=1

(ak − am) ⩽ M

即
n∑

k=1

ak 有界, 因而收敛. □

12. 解答: 由题设知 {an − an+1} ↘ 0, 故 an ⩾ an+1, 即 an ↘ 0. 注意到

0 ⩽ anan+1

an − an+1

⩽ a2n
an − an+1

=
1

an − an+1

∞∑
k=n

Ä
a2k − a2k+1

ä
⩽

∞∑
k=n

a2k − a2k+1

ak − ak+1

=
∞∑
k=n

(ak + ak+1) → 0(n → ∞)

⇒ 1

an+1

− 1

an
=

an − an+1

anan+1

→ +∞

命题得证. □
13. 解答: 易证 nan ↘ 0, 否则 nan ⩾ a1 ⇒ an ⩾ a1

n
⇒

∞∑
n=1

an 发散, 矛盾.

由于
∞∑
n=1

an 收敛, 依 Cauchy 准则, 对 ∀ε > 0, 当 n 充分大时有

ε >
n∑

k=[
√
n]

kak ·
1

k
⩾ nan

n∑
k=[

√
n]

1

k
⩾ nan

∫ n

√
n

dx
x

=
1

2
nan lnn

故 lim
n→∞

nan lnn = 0.
注: (1) 其他解法参见周民强第二册 P182 例 3.2.7(1).

(2) 可将本题与练习题 12.4.2 第 4 题进行对比. □

14. 解答: 用数学归纳法易证 a−1
n+1

a−1
n

=
an
an+1

⩽ 2

3
< 1(徐森林下册 P217 第 578 题), 由

D’Alembert 判别法知级数收敛.
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事实上, 由熟知的 Fibnonacci 数列通项公式

an =

√
5

5

[(
1 +

√
5

2

)n

−
(
1−

√
5

2

)n]

可求得 lim
n→∞

an
an+1

=

√
5− 1

2
.

注: Fibnonacci数列前后项比的极限为黄金比例,在股市中具有应用价值.与 Fibnonacci
数列对应的还有 Pell 数列, 其递推公式为

an+2 = 2an+1 + an, a1 = 0, a1 = 1

可求得 lim
n→∞

an
an+1

=
1√
2

(白银比例), 因此 Pell 数列的倒数构成的级数
∞∑
n=1

1

an
也收敛. □

15. 解答: 由题设有
an+1 + an+1a

p
n = an

故 an > an+1 且有

an+1 =
an − an+1

apn
<
∫ an

an+1

dx
xp

⇒
∞∑
k=1

ak+1 = lim
n→∞

n∑
k=1

ak+1 ⩽ lim
n→∞

n∑
k=1

∫ ak

ak+1

dx
xp

= lim
n→∞

∫ a1

an+1

dx
xp

=
∫ a1

0

dx
xp

< +∞

即
∞∑
k=1

an 收敛. □

16. 解答: 由基本不等式得

0 ⩽
√
an
np

⩽ 1

2

Ç
an +

1

n2p

å
而由题设知

∞∑
n=1

an 与
∞∑
n=1

1

n2p
均收敛. 由比较判别法知

∞∑
n=1

√
an
np
收敛.

注: 当 p =
1

2
时, 可以取反例 an =

1

n ln2 n
. □

17. 解答:
(1) 在例题 2.2.7 中已经证明 {sinn} 发散, 故

∞∑
n=1

sinn 发散.

(2) 关键需要证明 {sinn2} 发散 (或者不趋于 0), 在此先给出一个引理 (第三章第二组参
考题第 9 题引理的加强), 再给出本题的六种证明.
(主要想借助本题来讨论稠密性, 读者觉得繁琐想直接知道本题答案可跳到证法五)
引理: 若 a, b不可公度, 则集合 S = {ma+ nb|m,n ∈ Z}, 在实数轴上稠密.(不可公度的
意义是不存在实数 c 使得 a/c 与 b/c 都是整数)
证: 不失一般性, 假定 a > b. 设定整系数的辗转相除如下:
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a = [a/b]b+ r1 = q1b+ r1

b = [b/r1] r1 + r2 = q2r1 + r2

r1 = [r1/r2] r2 + r3 = q3r2 + r3

· · · · · ·

rj−2 = [rj−2/rj−1] rj−1 + rj = qjrj−1 + rj

⇒ rj = ma+ nb ∈ S, 这里m,n ∈ Z

首先, 这个序列是无穷尽的, 因为如果 rj = 0 终止的话, 就可以得到 a, b 均是 rj−1 的整

数倍从而可公度. 其次,r1 > r2 > · · · > rj. 因此, 若 rj−1 < rj−2/2, 则 rj < rj−1 < rj−2/2;
若 rj−1 > rj−2/2, 则 rj = rj−2 − rj−1 < rj−2/2. 总之 rj < rj−2/2. 从而 r 序列收敛到零.
对任何 x ∈ R,(x− rj, x+ rj) 内都至少存在一个数 krj = kma+ knb ∈ S, 由于 rj → 0,
集合 S 在实轴上稠密. 引理证毕.
推论 (i): 集合 {ma+ 2n|a ∈ R/Q,m, n ∈ Z} 在实轴上稠密.
推论 (ii): 集合 {ma+ 2n+ 1|a ∈ R/Q,m, n ∈ Z} 在实轴上稠密.(实轴平移一个单位稠
密性质不变)
推论 (iii):{sin(2n+ 1)} 在 [−1, 1] 上稠密.(这也说明了 {sin(2n+ 1)} 发散)
证: 类似第三章第二组参考题第 9 题的证明, 由推论 (ii) 对任意 r ∈ [−1, 1],∃m,n ∈ Z
使得

|2mπ + 2n+ 1− arcsin r| < ε

于是

| sin(2n+ 1)− r| = | sin(2mπ + 2n+ 1)− sin(arcsin r)| ⩽ |2mπ + 2n+ 1− arcsin r| < ε

推论 (iv):{cos(2n+ 1)} 在 [−1, 1] 上稠密.
证: 即 {cos(2n+ 1)} 的导集为 [−1, 1]. 任给 r ∈ [−1, 1], 对于

√
1− r2 ∈ [−1, 1], 由集合

{sin(2n+ 1)} 的稠密性, 存在子列 {sin(2nk + 1)} 的极限为
√
1− r2, 由三角恒等式

sin2(2n+ 1) + cos2(2n+ 1) = 1

可得到 cos{(2nk + 1)} 的极限为 r.

现在来证明本题.
证法一: 若 sinn2 → 0, 则对 ∀ε > 0,∃N > 0,∀n > N, ∃k ∈ Z, |n2 − kπ| < ε.

令 an = n2 mod π
Å
−π

2
< an ⩽ π

2

ã
, bn = 2n+ 1 mod π

Å
−π

2
< bn ⩽ π

2

ã
. 则

|an+1 − an| = |bn| < 2ε
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即 lim
n→∞

bn = 0, lim
n→∞

sin(2n+ 1) = 0, 这与推论 (iii) 矛盾. 因此 sinn2 ̸→ 0, 命题得证.

证法二:如果 sinn2 → 0,则 n2 mod π → 0.于是存在 N ,对 ∀n > N 都满足 0 ⩽ n2 mod
π < 0.01. 于是 n2 = k1π + δ1, (n+ 1)2 = k1π + δ1 + (2n+ 1) = k2π + δ2, (n+ 2)2 = k1π

+δ1+(4n+4) = k3π+ δ3,其中 −0.01 < δi < 0.01, i = 1, 2, 3. 这说明 2n+1 = (k2−k1)π

+(δ2 − δ1),2n+ 3 = (k3 − k2)π+ (δ3 − δ2), 也就是 2 = (k3 − 2k2 + k1)π+ (δ3 − 2δ2 + δ1),
由于 ki 是整数,δi ∈ (−0.01, 0.01), i = 1, 2, 3, 这显然是不可能的. 命题得证.
证法三: 假设 sinn2 收敛, 则可知 | sinn2| 和 | cosn2| 均收敛, 设它们的极限分别为 α 和

β. 则 α2 + β2 = 1. 由和角公式

cos(n+ 1)2 = cos
Ä
n2 + 2n+ 1

ä
= cosn2 cos(2n+ 1)− sinn2 sin(2n+ 1)

所以

∣∣∣(1− cos(2n+ 1)) cosn2 + cos(n+ 1)2 − cosn2
∣∣∣ = ∣∣∣sinn2 sin(2n+ 1)

∣∣∣
由于当 n → ∞ 时,∣∣∣(1− cos(2n+ 1)) cosn2 + cos(n+ 1)2 − cosn2

∣∣∣ = ∣∣∣(1− cos(2n+ 1)) cosn2 + o(1)
∣∣∣

=
∣∣∣(1− cos(2n+ 1)) cosn2

∣∣∣+ o(1) = (α + o(1))(1− cos(2n+ 1)) + o(1)

=α(1− cos(2n+ 1)) + o(1)∣∣∣sinn2 sin(2n+ 1)
∣∣∣ = (β + o(1))| sin(2n+ 1)| = β| sin(2n+ 1)|+ o(1)

可得

α(1− cos(2n+ 1)) = β| sin(2n+ 1)|+ o(1)

利用 {cos(2n+ 1)} 的导集为 [−1, 1], 对任何 s ∈ [−1, 1], 对上式在子列意义上求极限可
得:α(1− s) = β

√
1− s2. 取 s = −1 得 α = 0, 再取 s = 0 得 β = 0, 与 α2 + β2 = 1 矛盾.

证法四 (∗): 正如第三章第二组参考题第 9 题注中提及的, {sinnk}(k ∈ Z+) 在 [−1, 1] 上

稠密, 可知 {sinnk} 是发散的.
证法五 (最简单): 仿照周民强第二册 P172 例 3.1.14(3), 这个证法可以证明 sin(nk) ̸→ 0.
证法六: 利用 Cauchy 准则和 Dirichlet 逼近定理. 仿照周民强第二册 P172 例 3.1.14(4).
注: 推论 (i)(ii) 也可以绕开引理直接证明, 因为事实上在第三章第二组参考题第 9 题中
我们已经得到 {{ma}|a ∈ R/Q,m ∈ Z} 在 [−1, 1] 上稠密. 那么任取 r ∈ R, 不妨设 [r]

是偶数. 可以先找到 m ∈ Z 使得 {ma} → {r}, 然后根据此 m

(1) 如果 [ma] 是偶数, 那么存在 n ∈ Z 使得 [ma] + 2n = [r], 则

ma+ 2n = [ma] + 2n+ {ma} → [r] + {r} = r

这就证明了推论 (i), 再平移实轴得到推论 (ii).
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(2) 如果 [ma] 是奇数, 那么存在 n ∈ Z 使得 [ma] + 2n+ 1 = [r], 从而

ma+ 2n+ 1 = [ma] + 2n+ 1 + {ma} → [r] + {r} = r

这就证明了推论 (ii), 再平移实轴得到推论 (i).
对于 [r] 为奇数的情形, 可以类似进行证明. □
18. 解答:
(1) 注意到 an

1 + n2an
⩽ an

n2an
=

1

n2
,

∞∑
n=1

an
1 + n2an

收敛.

(2) 若取 an =
1

n
, 则

∞∑
n=1

an
1 + nan

发散; 若取

an =

 1, n = m2

1/n2, 其他
(m ∈ Z+)

则
∞∑
n=1

an 发散但
∑
n

an
1 + nan

<
∑
m

1

1 +m2
+
∑
n

1

n(n+ 1)
< +∞ , 故

∞∑
n=1

an
1 + nan

收敛.

(3) 若存在 M > 0 使得 |an| < M , 则 an
1 + an

⩾ an
1 +M

可知
∞∑
n=1

an
1 + an

发散. 否则, 存在

子列 ank
→ +∞, 则 ank

1 + ank

→ 1, 由级数收敛的必要性可知
∞∑
n=1

an
1 + an

发散.

(4) 若取 an =
1

n2
, 则

∞∑
n=1

an
1 + a2n

收敛; 若取 an =
1

n
, 则

∞∑
n=1

an
1 + a2n

发散. □

19. 解答:
(1) 记 Sn =

n∑
k=1

ak, 则由 Abel 变换可得

lim
n→∞

n∑
k=1

kak

n
= lim

n→∞

nSn −
n−1∑
k=1

Sk

n
= lim

n→∞

(
Sn −

n−1∑
k=1

Sk/n

)
stolz
==== S − S = 0

(2) 记 bn =
n∑

k=1

kak, 则

n∑
k=1

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n(n+ 1)

=
n∑

k=1

bk
k(k + 1)

=
n∑

k=1

Ç
1

k
− 1

k + 1

å
bk

=
n∑

k=1

bk
k

−
n∑

k=1

bk
k + 1

=
n∑

k=1

bk
k

−
n+1∑
k=2

bk−1

k

= b1 +
n∑

k=2

bk − bk−1

k
− bn

n+ 1
= b1 +

n∑
k=2

ak −
bn

n+ 1

=
n∑

k=1

ak −
a1 + 2a2 + · · ·+ nan

n+ 1
→ S □
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20. 解答: 假设存在这样的 N , 使得对所有 n 都有 |n− f(n)| ⩽ N . 设原级数的部分和为

Sn =
n∑

k=1

ak, 新级数部分和为 Tn =
n∑

k=1

af(k), 则对任何给定的 n > N , 考察含有 N 个项

的和 U(n) = Tn+N − Sn.
(1) 断言 U(n) 中一定没有 Sn 的项. 这是因为对 k = 1, 2, · · · , n,

ak ∈ {af(1), af(2), · · · , af(k+N)
} ⊂ {af(1), af(2), · · · , af(k+N)

, · · · , af(n+N)}

这也说明 U(n) 内只含有 Tn+N 中的项.
(2) 断言 U(n) 中一定没有 Tn−N 的项, 因为对 k = 1, 2, · · · , n−N ,

af(k) ∈ {a1, a2, · · · , ak+N} ⊂ {a1, a2, · · · , ak+N , · · · , an}

这就说明 U(n) 中只含有 {af(n−N+1), af(n−N+2), · · · , af(n+N)} 中的 N 项. 设这 N 个项

为 bn1 , bn2 , · · · , bnN
. 于是对任给 ε > 0, 因为已知 Tn 收敛, 因此可使 n 充分大后 |bnk

| <
ε

N
, (k = 1, 2, · · · , N). 则

|Tn+N − Sn| = |bn1 + bn2 + · · ·+ bnN
| ⩽ |bn1|+ |bn2|+ · · ·+ |bnN

| < N · ε

N
= ε

即当 n → ∞ 时 |Tn+N − Sn| → 0. 但另一方面 |Tn+N − Sn| → |t− s| ̸= 0, 矛盾. 因此假
设不成立, 原命题得证. □

第二组参考题

1. 解答: 我们证明推广结论:

设正项级数
∞∑
n=1

1

ap−1
n

收敛, p > 1, 则
∞∑
n=1

np

(a1 + a2 + · · ·+ an)
pan 收敛.

证: 设 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an, 则

np

(a1 + a2 + · · ·+ an)
p =

np

Sp
n
(Sn − Sn−1)

其中 S0 = 0, 有

np

(a1 + a2 + · · ·+ an)
pan < a1−p

1 +
m∑

n=2

np

Sp−1
n−1

−
m∑

n=2

np

Sp−1
n

= a1−p
1 +

m−1∑
n=1

(n+ 1)p

Sp−1
n

−
m∑

n=2

np

Sp−1
n

= 2a1−p
1 +

m∑
n=1

(n+ 1)p − np

Sp−1
n

< 2a1−p
1 + p

m∑
n=1

(n+ 1)p−1

Sp−1
n
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取 r =
p

p− 1
, s = p, 那么 1

r
+

1

s
= 1, 则由 Hölder 不等式得到

m∑
n=1

(n+ 1)p−1

Sp−1
n

=
m∑

n=1

(n+ 1)p−1

Sp−1
n

a
p−1
p

n · 1

a
p−1
p

n

<

(
m∑

n=1

(n+ 1)p

Sp
n

an

) p−1
p
(

m∑
n=1

1

ap−1
n

) 1
p

又
m∑

n=1

np

Sp
n
an < 2a1−p

1 + p2p−1

(
m∑

n=1

np

Sp
n
an

) p−1
p
(

m∑
n=1

1

ap−1
n

) 1
p

由
∞∑
n=1

1

ap−1
n

收敛, 用反证法知
∞∑
n=1

np

(a1 + a2 + · · ·+ an)
pan 也收敛.

注: 令 p = 2 即本题, 也可参看裴礼文 P453 例 5.1.28 或徐森林下册 P218 第 579 题. □
2.解答:记 Sn = a+a1+ · · ·+an,则 an

S
3/2
n

=
Sn − Sn−1

S
3/2
n

.类似例题 13.2.5,应用 Lagrange

中值定理, 可得到

an

S
3/2
n

=
Sn − Sn−1

S
3/2
n

<
1

p− 1

(
1

Sp−1
n−1

− 1

Sp−1
n

)

从而

n∑
k=1

ak

S
3/2
k

=
a1

(a+ a1)3/2
+

n∑
k=2

ak

S
3/2
k

<
a1

(a+ a1)3/2
+ 2

n∑
k=2

Ñ
1

S
1/2
k−1

− 1

S
1/2
k

é
<

a1
(a+ a1)3/2

+
2

(a+ a1)1/2
<

2√
a

(最后一个小于号是直接去化简验证)

由极限的保号性, S ⩽ 2√
a
得证. □

3. 解答: 固定 k, 由题意有

ak ⩽ Mak+1, ak ⩽ Mak+2, · · · , ak ⩽ Ma2k

kak ⩽ M(ak+1 + ak+2 + · · ·+ a2k)

两边令 k → ∞, 由 Cauchy 准则, 可知 lim
n→∞

nan = 0. □
4. 解答: 取 

an =
1

22k
, bn =

1

22k+1 , 2
2k−1 ⩽ n ⩽ 22

k − 1, k = 2m

an =
1

22k+1 , bn =
1

22k
, 22

k−1 ⩽ n ⩽ 22
k − 1, k = 2m− 1

当 n ⩾ 2 时上式都有意义, 且显然
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∞∑
n=2

an ⩾
∞∑

m=1

1

222m
(
22

2m − 22
2m−1

)
=

∞∑
m=1

Ç
1− 1

222m−1

å
= ∞

∞∑
n=2

bn ⩾
∞∑

m=1

1

222m−1

(
22

2m−1 − 22
2m−2

)
=

∞∑
m=1

Ç
1− 1

222m−2

å
= ∞

因此
∞∑
n=2

an 和
∞∑
n=2

bn 都发散, 但 min {an, bn} = 1

22k+1 , 2
2k−1 ⩽ n ⩽ 22

k − 1, 因此

∞∑
n=2

min {an, bn} =
∞∑
k=1

1

222k+1

(
22

k − 22
k−1
)
⩽

∞∑
k=1

1

222k+1 2
2k =

1

22k
< ∞

再比如取

∑
an =

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

32
+

1

32
+

1

62
+

1

72
+ · · ·+ 1

142
+

1

152
+

1

152
+ · · ·+ 1

152
+ · · ·

∑
bn =

1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+

1

52
+

1

62
+ · · ·+ 1

62
+

1

62
+

1

152
+

1

162
+ · · ·+ 1

712
+ · · ·

其中重复数的个数要使得每段和不小于
1

4
, 而显然

∑
min{an, bn} =

∑ 1

n2
< +∞. □

5. 解答: 若 λ < e−1, 则存在 N, p > 1 使得当 n ⩾ N 时有Ç
an+1

an

ån

<
1

ep
<

1

(1 + 1/n)np
,

an+1

an
<
Å n

n+ 1

ãp
=

1/(n+ 1)p

1/np

⇒ an = a1 ·
an
an−1

· an−1

an−2

· · · a2
a1

<
a1
np

由比较判别法知级数收敛.
若 λ > e−1, 此时存在 N , 使得当 n ⩾ N 时有Ç

an+1

an

ån

>
1

e
>

1

(1 + 1/(n− 1))n
,

an+1

an
>

n− 1

n
=

1/n

1/(n− 1)

⇒ an = a2 ·
an
an−1

· an−1

an−2

· · · a3
a2

>
a2
n

由比较判别法知级数发散. □
6. 解答: 若 p > 1, 则 ∃A > 1, 使得 x > A 时

exf(x)

f(x)
> 1 ⇒ exf(ex) > f(x)

从而 ∀xn−1 < xn, 有
∫ xn

xn−1

f(x)dx <
∫ xn

xn−1

exf (ex) dx =
∫ exn

exn−1
f(x)dx (1)
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取 xn+1 = exn , x1 = 1, 则由 (1) 式可得∫ xn+1

xn

f(x)dx >
∫ xn

xn−1

f(x)dx

⇒
∫ xn

1
f(x)dx =

n∑
k=2

∫ xk

xk−1

f(x)dx > n
∫ e

1
f(x)dx → +∞

这说明
∞∑
n=1

f(n) 发散.

若 p < 1, 取实数 q : λ < q < 1. 由已知条件知 ∃A > 1, 使得 x > A 时有

exf(x)

f(x)
< q ⇒ exf(ex) < qf(x)

类似上面的推理可知

∫ xn

1
f(x)dx =

n∑
k=2

∫ xk

xk−1

f(x)dx <
n−1∑
k=2

qk−1
∫ e

1
f(x)dx <

∫ e

1
f(x)dx

1− q
< +∞

于是
∞∑
n=1

f(n) 收敛. □

7. 解答: 由

n∑
k=1

bk2
−k =

n∑
k=1

bk

Ç
1

2k−1
− 1

2k

å
=

n−1∑
k=0

bk+1

2k
−

n∑
k=1

bk
2k

= b0 −
bn
2n

+
n−1∑
k=1

bk+1 − bk
2k

= b0 −
bn
2n

+ 2
n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) 2
−(k+1) ⩽ b0 + 2

n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) abk+1

⩽ b0 + 2
n−1∑
k=1

Ä
abk+1 + · · ·+ abk+1

ä
= b0 + 2 (ab1+1 + ab1+2 + · · ·+ abn)

知若
∞∑
n=1

an 收敛, 则
∞∑
n=1

bn2
−n 也收敛. 又由

n∑
k=1

bk2
−k =

n∑
k=1

bk

Ç
1

2k−1
− 1

2k

å
=

n−1∑
k=0

bk+1

2k
−

n∑
k=1

bk
2k

= b0 −
bn
2n

+
n−1∑
k=1

bk+1 − bk
2k

= b0 −
bn
2n

+ 2
n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) 2
−(k+1)

> b0 −
bn
2n

+ 2
n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) abk+1+1

= b0 −
bn
2n

+ 2
n−1∑
k=1

Ä
abk+2 + · · ·+ abk+1+1

ä
= b0 −

bn
2n

+ 2 (ab1+2 + ab1+3 + · · ·+ abn+1)

微信公众号: 数学专业考研札记



编者: 甲乙 QQ1330890366 第十三章 数项级数 342

知若
∞∑
n=1

bn2
−n 收敛, 则

∞∑
n=1

an 也收敛. □

8. 解答:
(1) 参见第二章练习题 2.5.5 的第 9 题.
(2) 这个无穷乘积的通项可以写成

2n−1

2n−1 + 1
· 2

n−1 + 2

2n−1 + 1
· · · 2

n − 2

2n − 1
· 2n

2n − 1
=

{
1

2

ñ
(2n−1 − 1)!! (2n)!!

(2n−1)!! (2n − 1)!!

ô2} 1
2n

不难归纳得到

n∏
k=1

1

2

Ä2k−1 − 1
ä
!!
Ä
2k
ä
!!

(2k−1)!! (2k − 1)!!

2


1

2k

=

{
2n2

n+1

ñ
(2n−1)!

(2n)!

ô2} 1
2n

再应用 Stirling 公式得

原式 = 2
∞∏
n=1

{
1

2

ñ
(2n−1 − 1)!! (2n)!!

(2n−1)!! (2n − 1)!!

ô2} 1
2n

= 2 lim
n→∞

{
2n2

n+1

ñ
(2n−1)!

(2n)!

ô2} 1
2n

= lim
n→∞

2 · 2n+2−n ·


√
π2n

Ç
2n−1

e

å2n−1

√
π2n+1

Ç
2n

e

å2n



1
2n−1

= lim
n→∞

2n+1 · 2
n−1

22n
· e = e □

9. 解答: 我们证明, 对任意实数 b 和 p ⩽ 1,
∞∑
n=1

cos(lnn)

np
都是发散的.

如果 b = 0 这个级数显然发散. 取 b ̸= 0, 则 lim
n→∞

|b| lnn = ∞ 且

lim
n→∞

[b ln(n+ 1)− b lnn] = 0

因此对任意 M ∈ Z+, 存在充分大的 k ∈ Z+, 使得至少有 M 个 |b| lnn 的相继值处于Ç
k − 1

3

å
π 和

Ç
k +

1

3

å
π 之间. 对于所有这些值,cos(b lnn) 同号且 | cos(b lnn)| > 1

2
. 因

此, 就绝对值而言此级数对应的 M 个相继的项的和将会大于级数
1

2

q+M∑
n=q

n−p(q 为某个

整数).因为对于适当选择的 M ∈ Z+,这个和可以任意大,于是这级数不满足 Cauchy收
敛准则, 级数发散. □
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10. 解答:
(1) 考虑

∞∑
n=1

nan+k =
∞∑

n=k+1

(n− k)an =
∞∑

n=k+1

nan

Ç
1− k

n

å
因为

®
1− k

n

´
单调有界,

∞∑
n=k+1

nan 收敛, 故由 Abel 判别法级数
∞∑
n=1

nan+k 收敛.

(2) 考虑
∞∑
n=1

nan+k =
m∑

n=1

nan+k +
∞∑

n=m+1

nan+k

因为
∞∑
n=1

nan+k 收敛, 故对充分大的 m 有

∞∑
n=m+1

nan+k → 0

固定 m, 记 Sm,k = ak+1 + · · ·+ ak+m, Mm,k = max{S1,k, S2,k, · · · , Sm,k}. 则由 Abel 变换
∣∣∣∣∣ m∑
n=1

nan+k

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣mSm,k −

m−1∑
i=1

Si,k

∣∣∣∣∣∣ ⩽ (2m− 1)Mm,k

令 k → ∞, 则 Si,k → 0(不难得知 ak → 0, k → ∞),i = 1, 2, · · · ,m, 从而 Mm,k → ∞. 即∣∣∣∣∣ m∑
n=1

nan+k

∣∣∣∣∣→ 0, k → ∞

这就证明了命题. □
11. 解答: 假设

∞∑
n=1

|an| = +∞, 则由 Abel 定理 (命题 13.2.5(2)),
∞∑
n=1

an
a1 + a2 + · · ·+ an

是发散的, 取 bn =
1

a1 + a2 + · · ·+ an
即得矛盾. □

12. 解答: 先证明数列 {an} 有界. 反证 {an} 无界, 则存在 |an1| > 12, |an2| > 22, · · · ,. 取

bn =


1

k2
, n = nk

0,其他
, 则

∞∑
n=1

bn <
∞∑
n=1

1

n2
收敛, 但 |ank

bnk
| > 1 ̸→ 0, 故

∞∑
n=1

anbn 发散, 与题

设不符. 因此 {an} 有界, 即存在 M > 0 使得 |an| < M .

下取任意收敛级数
∞∑
n=1

bn 的余项 rn =
∞∑

k=n+1

bk, 则满足 lim
n→∞

rn = lim
n→∞

bn = 0. 而

n∑
k=1

(ak − ak+1)rk = a1r1 −
n∑

k=2

akbk − an+1rn

令 n → ∞, 注意 |an+1rn| < M |rn| → 0, 因此
∞∑
n=1

(an − an+1)rn 收敛.
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这里需要澄清 rn 的任意性等价 bn 的任意性:对每一列 {rn},都可以通过 rn−1 − rn = bn

来给出与之对应的唯一的 {bn} 并且
∞∑
n=1

bn 收敛. (事实上这是双射)

于是根据上一题的结论可知
∞∑
n=1

|an − an+1| 是收敛的.

注:
∞∑
n=1

|an − an+1| < +∞ 也被定义为 {an} 有界变差. 其他解法参见周民强第二册 P254

例 3.3.26(3). □
13. 解答: 令

∞∑
n=1

an =1− 1 +
1
3
√
2
− 1

2 3
√
2
− 1

2 3
√
2
+

1
3
√
3
− 1

3 3
√
3
− 1

3 3
√
3
− 1

3 3
√
3
+ · · ·

+
1
3
√
k
− 1

k 3
√
k
− · · · − 1

k 3
√
k︸ ︷︷ ︸

k项

+ · · ·

显然
∞∑
n=1

a3n = 0, 但

∞∑
n=1

a3n = 1− 1 +
1

2
− 1

8× 2
− 1

8× 2
+

1

3
− 3

27× 3
+

1

k
− k

k3 · k
+ · · ·

= 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

k
− 1− 1

23
− 1

33
− · · · − 1

k3
− · · ·

发散.
注: 其他例子参见徐森林下册 P205 第 563 题. □

14. 解答: 易知
∫ +∞

1
f ′(x)dx 收敛, 所以存在 lim

n→+∞
f(x) = l. 若 l ̸= 0, 则

∞∑
n=1

f(n) 发散

(通项不为 0) 且
∫ +∞

1
f(x) 发散 (例题 12.4.1). 故 l = 0, 有

∫ r

[r]
f(x)dx(r → +∞). 故∫ +∞

1
f(x)dx 收敛等价于

∞∑
n=1

∫ n+1

n
f(x)dx 收敛. 又有

∣∣∣∣∣
∫ n+1

n
f(x)dx− f(n)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ n+1

n
[f(x)− f(n)]dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ n+1

n

ï∫ x

n
f ′(t)dt

ò
dx
∣∣∣∣∣

⩽
∫ n+1

n

ñ∫ n+1

n
|f ′(t)| dt

ô
dx =

∫ n+1

n
|f ′(t)| dt

所以
∞∑
n=1

∣∣∣∣∣
∫ n+1

n
f(x)dx− f(n)

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ +∞

1
|f ′(t)| dt < +∞

即知命题成立. □
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15. 解答: 由 f(x) =
1

xp
的凸性可知

f(n− 1) + f(n+ 1)

2
⩾ f(n)

所以有

S4n+1 = 1 +
1

3p
+

1

5p
+ · · ·+ 1

(4n+ 1)p
− 1

2p

ñ
1 +

1

2p
+ · · ·+ 1

(2n)p

ô
⩾ 1 +

2

2p

ñ
1

2p
+

1

4p
+ · · ·+ 1

(2n)p

ô
− 1

2p

ñ
1 +

1

2p
+ · · ·+ 1

(2n)p

ô
= 1− 1

2p
S2n

即

S4n+1 +
1

2p
S2n ⩾ 1

两边取极限可知

S +
S

2p
⩾ 1 ⇒ S ⩾ 2p

1 + 2p
>

1

2

另一方面有

S2n+1 = 1−
Ç
1

2p
− 1

3p

å
− · · · −

ñ
1

(2n)p
− 1

(2n+ 1)p

ô
< 1

S2n =

Ç
1− 1

2p

å
+

Ç
1

3p
− 1

4p

å
+ · · ·+

ñ
1

(2n− 1)p
− 1

(2n)p

ô
< 1

并且从中看出 S2n 递增, S2n+1 递减, 故一定有 S2n < S < S2n+1 < S1 = 1,.
注: 如果视 p > 0 为参数, 则 S 是关于 p 的递增函数, 且 lim

p→+∞
S(p) = 1. □

16. 解答: 由 Cauchy 准则知: ∀ε > 0,∃N1 ∈ N,∀n > N1, 有 |Tn|
def
===

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=N1+1

akbk

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
.

由 Abel 变换∣∣∣∣∣∣
Ñ

n∑
k=N1+1

ak

é
bn

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

n∑
k=N1+1

akbk ·
1

bk

∣∣∣∣∣∣ bn
=

∣∣∣∣∣TN1+1 ·
1

bN1+1

+ (TN1+2 − TN1+1) ·
1

bN1+2

+ · · ·+ (Tn − Tn−1) ·
1

bn

∣∣∣∣∣ bn
=

∣∣∣∣∣TN1+1

Ç
1

bN1+1

− 1

bN1+2

å
+ TN1+2

Ç
1

bN1+2

− 1

bN1+3

å
+ · · ·+ Tn ·

1

bn

∣∣∣∣∣ bn
<
ε

2

∣∣∣∣∣
Ç

1

bN1+1

− 1

bN1+2

å
+

Ç
1

bN1+2

− 1

bN1+3

å
+ · · ·+

Ç
1

bn−1

− 1

bn

å
+

1

bn

∣∣∣∣∣ bn
=
ε

2
· bn
bN1+1

⩽ ε

2

微信公众号: 数学专业考研札记



编者: 甲乙 QQ1330890366 第十三章 数项级数 346

另一方面显然有

lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ aN1)bn = 0

则对上述 ε 和 N1, ∃N2 ∈ N, n > N2 时有

|(a1 + a2 + · · ·+ aN1)bn| <
ε

2

取 N = max{N1, N2}, 则当 n > N 时有

|(a1 + a2 + · · ·+ an)bn| ⩽
∣∣∣∣∣∣
(

N1∑
k=1

ak

)
bn

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
Ñ

n∑
k=N1+1

ak

é
bn

∣∣∣∣∣∣ < ε

故 lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an)bn = 0.

注: 其他证法参见徐森林下册 P207 第 564 题. □
17. 解答: 在上一题中取 bn =

1

np
即可. □

18. 解答: 若 Sn =
∞∑
n=1

an = S, 则由 Cauchy 命题 (命题 2.4.1) 可得 lim
n→∞

σn = S. 反之不

真, 例如取 an = (−1)n. □
19. 解答: 只需注意

an
n

=
Sn − Sn−1

n
=

Sn

n
− n− 1

n

Sn−1

n− 1

令 n → ∞ 即可. □

20. 解答:
(1) 考虑 lim

n→∞
σ2n = lim

n→∞
σ2n−1 =

1

2
, 因此可以 Cesàro 求和;

(2) 显然不满足上一题中证明的必要条件, 因此不可以 Cesàro 求和;

(3) 考虑 lim
n→∞

σ3n = lim
n→∞

σ3n+1 = lim
n→∞

σ3n+2 =
2

3
, 因此可以 Cesàro 求和;

(4) 当 x = 0 时显然 Cesàro 和为 0. 当 x ̸= 0 时有

Sn =
n∑

k=1

sin kx =
cos x

2
− cos

Ç
n+

1

2

å
x

2 sin x

2

nσn =
n∑

k=1

Sk =
n

2
cot x

2
− 1

4 sin2 x

2

·
n∑

k=1

[sin(k + 1)x− sin kx]

=
n

2
cot x

2
− sin(n+ 1)x− sinx

4 sin2 x

2
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易见 lim
n→∞

σn =
1

2
cot x

2
. □

21. 解答: 必要性显然, 下证充分性. 注意到

n+ 1

n
Sn − σn =

(n+ 1)Sn − S1 − S2 − · · · − Sn

n
=

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

(1)

对 (1) 式用 Stolz 定理

lim
n→∞

Ç
n+ 1

n
Sn − σn

å
= lim

n→∞
nan = 0

故 lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

σn. □
22. 解答: 利用上一题中的 (1) 式, 充分性显然. 至于必要性, 若级数收敛 Cesàro 和必然
存在并与之相同, 因此也是显然的了.
注: Cesàro 求和可以作为发散级数的求和法, 发散级数也还有许多其他被定义的求和方
法, 可阅读菲赫金哥尔茨《微积分学教程》第二卷第十一章 §9. □
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上册勘误表 (2003)

页码 行 误 正

目录 v 14 积分号下 对积分

前言 6 倒 3 数列速度 收敛速度

5 13 不等式.s 不等式.
16 倒 9 [4/ε2] max{2, [4/ε2]}
29 11 303 315
34 4 n > N n ⩾ N

44 倒 5
{

n

 
nn

n!

}
n

 
nn

n!

45 倒 6 题 5 题 4
49 倒 2 数列收敛 数列

62 倒 4 xn − yn
2

|xn − yn|
2

79 倒 11 (2.14) (2.17)
97 倒 14 邻域 去心邻域

105 倒 10 ., .
109 倒 4 x → b x → b−

123 6 第 4 题 第 11 题
124 倒 3 lim

a→0+
lim
δ→0+

125 倒 2 −∞,+∞ (−∞,+∞)

133 倒 11
n−1∑
k=1

|ak| < an
n−1∑
k=0

|ak| < an

140 3 临近 邻近

146 倒 2 (Period 后补上 three)
155 倒 10 m(x) = max

a⩽y⩽x
f(y) m(x) = min

a⩽y⩽x
f(y)

156 10 x ∈ O(x0) x ∈ O(x0)− {x0}
162 图 6.2 x0, y0) (x0, y0)

163 倒 6 (右端少句号)
166 倒 4 i = 1, 2, · · · , n i = 1, 2, · · · , k
170 倒 8 P Pk

倒 3 lim
x→0

e−
1
x2 e−

1
x2

187 13 命题 8.3.1 例题 8.3.1
191 倒 13 (如上一行那样补上 0 < θ < 1)
197 8 η1 − c), η2 − c) η1 − c, η2 − c
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倒 2 η ∈ (0, h) η ∈ (0, h) 或 (h, 0)

201 13 g(x) g′(x)

208 6,10,14,15 f (k−1)(x0), f
(k)(x0) f (k−1)(x0)/(k − 1)!, f (k)(x0)/k!

213 7 第二个注解 第三个注解

倒 12 = f(t) = f(x)

215 倒 5 E2n E2n

216 10 f(x) =


x

ex − 1
, x ̸= 1

1, x = 1
f(x) =


x

ex − 1
, x ̸= 0

0, x = 0

219 倒 14 n n 阶

倒 7 (在该行开始处加” 其中 0 <

θ < 1,”)
222 10,11 [a, b], (a, b), (a, b) [0, 1], (0, 1), (0, 1)

223 倒 11 ∀x ∈ R ∀x > 0

226 10 教学 学习

228 8 1 + x2 (1 + x)2

倒 5 (7.20) (7.19)

231 10 =
1

6
(原来的写法错) 因此所求极限为

1

6
234 倒 1 截矩 截距

238 9 实根 零点

241 倒 1 定义域 范围

246 倒 2 注解 分析

247 倒 3 (在第一个句号前加” 或

(x, x0)”)
13 (xλ − x2) (xλ − x2)f

′(ξ2)

250 倒 16 保号 无零点

256 2 (不等式右边的两个和式内的
x, y 少写了下标 k)

258 倒 1 (加上 x1, x, · · · , xn > 0)
259 3 x > 1 x > 0

260 11,13,14
n∑

k=1

n∑
k=0

262 倒 9 y y′x

263 12 图 8.11 图 8.10
266 倒 2 √

an−1bn−1

√
an−1bn−1

272 7 求根法 求根法成功

274 倒 5 ⩾ >
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277 倒 11 19 18
289 7 cos 2x sinn−1 x cos 2x sinn−1 2x

290 倒 6 x

2(x2 + 1)2
(原著 [68] 中错) x− 1

2(x2 + 1)

296 倒 3 cos 7x cos7 x
299 4 在积分号下 (配合目录第 v页) 对积分

304 6 命题 3.5.2 例题 3.5.3
306 6 积分号下取 (配合目录第 v页) 对积分求

10 η ∈ f([a, b]) = [m,M ] 改为

η ∈ [m,M ], 前加 m ⩽ f(x) ⩽
M .

309 倒 7 (改标题为” 对积分求极限”)
310 9 一些 (配合目录第 v 页) 一个典型

311 倒 1 例题 2.2.4 例题 2.2.3
312 倒 2 属于积分号下 (配合目录第 v

页)
对于含有参数的积分

313 4 f, g ∈ R[a, b], 其中 f ∈ R[a, b], g ∈ R[0, T ], 且
13 设 f 设非负 f

317 11 零点 零点个数

倒 3
∫
f(x)g(x)dx > 0

∫ b

a
f(x)g(x)dx > 0

318 倒 1
Ç∫ x

a
f(x)dx−

∫ b

x

dx
f(x)

å Ç∫ x

a
f(t)dt−

∫ b

x

dt
f(t)

å
319 5 [0,+∞) (0,+∞)

倒 6,8 u′(x)v′(x) u′(x), v′(x)

321 倒 9,10 12.3.5 12.3.4
324 倒 5 (多一个逗号)

13,14 (删除” 由于 · · · 计算.”)
325 1 解 1(原来的解 2 已经取消) 解

327 11 可微且 可微, g′ ∈ R[a, b] 且

330 倒 5 Fejer Fejér
332 倒 5 a < b 0 < a < b

333 7 [a− δ, a+ δ] [a− δ, b+ δ]

倒 12 上几乎处处成立 的每个子区间中有 x 使得

倒 4 严格增加 严格单调增加

倒 1 p → ∞ p → +∞
334 1 实数 正实数
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3 C(−∞,+∞) C1(−∞,+∞)

6 (组合数记号 C 改用正体)
倒 13 (所有二字去掉)

335 12 (改自变量 n 为 p, n → ∞ 为

p → +∞)

344 12 (刘徽并非最早,Archimedes 的
著作中已有)

348 倒 7 [0,∞) [0,+∞)

349 图 (对每个小图在横轴箭头处加
x)

图 (对每个小图在纵轴的适当位
置处加 b)

倒 7 abw ab.

350 5
Ç∫ b

a
(|f(x)|+ |g(x)|)pdx

å1/p Ç∫ b

a
(|f(x) + g(x)|)pdx

å1/p

352 7 例题 8.5.1 命题 8.5.1
倒 3,4 (在 3 个积分号的每个前加 λi)

354 1 (在 b ln b 后 −e−1)
355 11 (11.18) (11.19)

12 0 < θ < 1 0 < θ ⩽ 1

356 倒 3 f(xi−1 f(xi−1)

357 倒 5 7.4.2 小节 7.3.2 小节

359 4 n2π2

8

n2π2

4
360 2 (等号右边的负号应当去掉)

5
∫ 1

−1
f(x)dx|

∣∣∣∣∣
∫ 1

−1
f(x)dx

∣∣∣∣∣
368 倒 6 (括号内改为“题 (4) 可用 372

页题 2, 题 (6) 可用 332 页题
3.”)

371 倒 5 可导 连续可微

倒 1 π

2

√
π

2
372 倒 3,4 C[a, b] C[0,+∞)(并加” 对 a, b > 0”.)

倒 2 (C[a, b] 要求 a, b > 0)
373 倒 3 [a, b] [0, 1]

374 4 加条件”f ′ ∈ R[a, b]” 后容易一
些, 但可不加.
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375 倒 14 例题 10.2.1 命题 10.1.1
381 倒 1,6 u(b+) u(b−)

388 6 p > 2 p ⩾ 2

391 2 实数 a, b > 0 0 < a < b

392 2 f(+∞) ln b

a
f(+∞) ln a

b
393 3 (11.26) (11.29)

395 2 (x+
1

2
)2 (x2 +

1

2
)2

倒 2
∫ A

a
f(x)dx >

∫ A

a
f(x)dx =

396 倒 12 0 ⩽ 2xf(x) ⩽ 0 ⩽ xf(2x) ⩽
398 4,5 (条件收敛依然成立, 必须去掉

连续条件才可以不成立. 第二
版中已改正)

399 10 p > 0 p ⩾ 1

12 p > 0 p > 1

倒 3 −1 < p ⩽ +∞ −1 ⩽ p ⩽ +∞
400 4 (题 (1) 加条件 p, q, r > 0)

10 (删去” 在任意有限区间上可
积, 且”)

倒 5 ξ ∈ (a, b) ξ ∈ [a, b]

401 倒 2
∫ +∞

0

∫ +∞

b

403 倒 14 题 9 题 10
404 5 (原提示只对 {pn} 严格单调有

用)

405 倒 6 n(n2 − 1)

6

n(1− n2)

6
407 倒 13 参考题 9 参考题 10
409 倒 5 b− a a− b

410 倒 8,9 (辅助函数改为 ex(f(x)± 1)并

删去括号中内容)
413 倒 5 答案是不存在这样的 f

416 1 答案是错的, 第二版中已改正
418 3,5 (多两个句号)
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下册勘误表 (2004)

页码 行 误 正

9 倒 5
∫ ∞

1

∫ +∞

1

10 1 (和式下标)n = 1 n = 0

16 倒 12 删去“我们不知道”

是否 还

删去“若可以的话,”
倒 11 又是多少 是 2

36 9 单调减少 单调减少收敛于 0
46 倒 16 (最后的逗号改为句号)
50 11 收敛准则 一致收敛准则

52 7 S(x) = x S(x) ≡ 0

53 倒 9 下节 下一小节

61 倒 11 1

(1− y)2
y

(1− y)2

73 倒 8 命题 13.3.4 命题 13.3.5
80 倒 1,2 a′n, nbn πa′n, nπbn

83 9 在 d2(f, Tn) 前加 2π

12 在 d2(f, Sn) 前加 2π

93 倒 4 68 67
94 10 在 d2(f, Sn) 前加 2π

99 倒 12 14.1.7 14.1.8
103 倒 11-12 删去这两行

105 3 ⩾ 2

πe
>

2

πe

107 倒 6
∫ +∞

0
φ(x)dx

∫ +∞

a
φ(x)dx

110 10 (13.27) (13.30)
111 8 删去” 收敛半径为 +∞,

113 倒 6 (13.24) (13.30)
120 倒 6 Fejé Fejér
130 倒 10 < ⩽
131 1 存在奇次多项式 存在每项为奇次的多项式

169 倒 14 fxy 在点 (x0, y0) 连续 fxy 在点 (x0, y0)的邻域内连续
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170 倒 5 1

π

1

2π
170 倒 5,6 [(x− ξ) + (y − η)] [(x− ξ)2 + (y − η)2]

175 3 f(x, y) 在 (0, 0) 点可微 f(x, y) 在 (x, y) 点可微

16 Ω ∈ R2 Ω ⊂ R2

181 倒 10 二元函数 F 二元连续可微函数 F

183 11 [0, 1] [0, 2π]

186 5 不超过 小于

188 倒 15 时有 时若有

倒 14 并且 则

197 16,18 Ty Tk

198 15 加条件 gz ̸= 0

203 11 ∀y ∈ D ∀y ∈ f(D)

206 9 f(x) y(x)

12 有 Jacobi 行列式 Jacobi 矩阵的秩恒为 1
207 9 o(|x|) o(x)

14 f(x0) f(x0)

236 6 相等 相等体积

倒 9 Oδ(x0) Oδ0(x0)

242 12 加条件
1

f(x, y)
有界

269 1 凸函数 下凸函数

14 右边 ⩽ 改 =

290 11 (x− 1)(x− 2) |x− 1| · |x− 2|

295 12
∫ +∞

0

∫ +∞

1

302 2 0 < x < +∞ 0 < x < 1

304 13 Striling Stirling
321 2 Grren Green

倒 8,10 (这个公式中应将 ξ 与 η 互换)
357 倒 4 60,60,61 59,60,61
360 倒 11 (删去“只是大家”)
368 10 (这一行最后要加一个句号)
369 倒 3 (这一行最后要加一个逗号)
370 倒 3 u(z, y, z) u(x, y, z)

371 倒 1 dS ds
380 1 Green Gauss
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387 倒 12 将原文改为“写 (a1 + · · · +
an)bn = (a1 + · · · + aN) +

(aN+1 + · · · + an)bn, 对右边第
二项用 Abel 变换.”

388 12 (题 9 的提示改为“用 Abel 第
二定理”)

389 倒 15 (2) 与 (3) (2)
396 13 含变参量积分 含参变量积分

397 3 第 4 题 第 5 题
399 12 把 f 都改成 u

微信公众号: 数学专业考研札记



编者: 甲乙 QQ1330890366 参考文献 660

参考文献

[1] 徐森林, 薛春华. 数学分析精选习题全解. 北京: 清华大学出版社, 2009.
[2] 徐森林, 薛春华. 数学分析. 北京: 清华大学出版社, 2005.
[3] 裴礼文. 数学分析中的典型问题与方法. 第二版. 北京: 高等教育出版社, 2015
[4] 常庚哲, 史济怀. 数学分析教程. 北京: 高等教育出版社, 2003.
[5] 周民强. 数学分析习题演练. 北京: 科学出版社, 2010.
[6] 朱尧辰. 数学分析例选通过范例学技巧. 哈尔滨: 哈尔滨工业大学出版社, 2013.3
[7] 张筑生. 数学分析新讲. 北京, 北京大学出版社, 1990.
[8] 蒲和平. 大学生数学竞赛教程. 北京: 电子工业出版社, 2014.
[9] 陈兆斗. 大学生数学竞赛习题精讲. 北京: 清华大学出版社, 2010.
[10] 李傅山. 数学分析中的问题与方法. 北京: 科学出版社, 2016.
[11] 钱吉林. 数学分析题解精粹. 武汉: 崇文书局, 2003.
[12] 吉米多维奇. 数学分析习题集. 北京: 人民教育出版社, 2001.
[13] 费定晖, 周学圣. 吉米多维奇数学分析习题集题解. 第四版. 山东: 山东科学技术出版
社, 2012.
[14] 谢惠民, 恽自求, 易法槐, 钱定边. 数学分析习题课讲义. 第二版. 北京: 高等教育出
版社, 2018.
[15]谢惠民,沐定夷.吉米多维奇数学分析习题集学习指引.北京:高等教育出版社, 2010.
[16] 菲赫金哥尔茨. 微积分学教程. 北京: 高等教育出版社, 2006.
[17] 卓里奇. 数学分析. 第四版. 北京: 高等教育出版社, 2006.
[18] 林源渠, 方企勤. 数学分析解题指南. 北京: 北京大学出版社, 2003.
[19] 汪林. 数学分析中的问题和反例. 北京: 高等教育出版社, 2015.
[20] 梅加强. 数学分析讲义.
[21] 楼红卫. 微积分进阶. 北京: 科学出版社, 2009.
[22] 楼红卫. 数学分析要点难点与拓展. 北京: 高等教育出版社, 2019.
[23] 楼红卫. 数学分析技巧选讲.
[24] Walter Rudin. 数学分析原理. 北京: 机械工业出版社, 2004.
[25] 邹应. 数学分析. 北京: 高等教育出版社, 1995.
[26] 华东师范大学数学系. 数学分析. 第四版. 北京: 高等教育出版社, 2010.
[27] 陈纪修, 於崇华, 金路. 数学分析. 第二版. 北京: 高等教育出版社, 2004.
[28] 刘培杰数学工作室. 超越普里瓦洛夫. 数项级数卷. 哈尔滨: 哈尔滨工业大学出版
社, 2015.
[29] 吕林根, 许子道. 解析几何. 北京: 高等教育出版社, 2007.
[30] 程其襄, 张奠宙, 魏国强, 胡善文, 王漱石. 实变函数与泛函分析基础. 北京: 高等教
育出版社, 2010.

微信公众号: 数学专业考研札记



661 参考文献 编者: 甲乙 QQ1330890366

[31] 周民强. 实变函数论. 北京: 北京大学出版社, 2008.
[32] 徐森林, 薛春华. 实变函数论. 北京: 清华大学出版社, 2009.
[33] 徐森林, 胡自胜, 金亚东, 薛春华. 实变函数习题精选. 北京: 清华大学出版社, 2011.
[34] 汪林. 实分析中的反例. 北京: 高等教育出版社, 2014.
[35] 钟玉泉. 复变函数论. 北京: 高等教育出版社, 2004.
[36] 王高雄, 周之铭. 朱思铭. 王寿松. 常微分方程. 北京: 高等教育出版社, 2006.
[37] 朱思铭. 常微分方程学习辅导与习题解答. 北京: 高等教育出版社, 2009.
[38] 方道元, 薛儒英. 常微分方程. 北京: 高等教育出版社, 2017.
[39] 王萼芳, 石生明. 高等代数. 第四版. 北京: 高等教育出版社.2013.
[40] 许甫华, 张贤科. 高等代数解题方法. 北京: 清华大学出版社, 2001.
[41] 朱尧辰. 高等代数范例选解. 合肥: 中国科学技术大学出版社, 2015.
[42] Richard A. Brualdi. 组合数学. 北京: 机械工业出版社, 2012.
[43] 张德学. 一般拓扑学基础. 北京: 科学出版社, 2012.
[44] 熊金城. 点集拓扑讲义. 北京: 高等教育出版社, 2011.
[45] Elias M.Stein. 傅里叶分析导论. 世界图书出版公司, 2007.
[46] 陈维桓. 微分几何初步. 北京: 北京大学出版社, 1990.
[47] 梅向明, 黄敬之. 微分几何. 第四版. 北京: 高等教育出版社, 2008.
[48] 白正国, 沈一兵. 水乃翔. 郭孝英. 黎曼几何初步. 北京: 高等教育出版社,1992.
[49] 张筑生. 微分拓扑新讲. 北京: 北京大学出版社,2002.
[50] 张恭庆, 林渠源. 泛函分析讲义. 北京: 北京大学出版社, 1987.
[51] Haim Brezis. Functional Analysis Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.
世界图书出版公司. 2010.
[52] Thomas W.Hungerford. Algebra. 世界图书出版公司, 2000.
[53] 许以超. 线性代数与矩阵论. 北京: 高等教育出版社, 2008.
[54] 潘承洞, 于秀源. 阶的估计基础. 北京: 高等教育出版社, 2015.
[55]金玉明,顾新身,毛瑞庭.积分的方法与技巧.安徽:中国科学技术大学出版社，2017.
[56] 陈祖墀. 偏微分方程. 第三版. 北京: 高等教育出版社, 2008.
[57] Lawrence C.Evans. Partial Differential Equations. 北京: 高等教育出版社, 2017.
[58] 谷超豪. 李大潜. 陈恕行. 郑宋穆. 谭永基. 数学物理方程. 第二版. 北京: 高等教育出
版社, 2002.
[59] David Gilbarg, Neil S. Trudin二阶椭圆型偏微分方程.北京:高等教育出版社, 2016.
[60] 柯朗, 希尔伯特. 数学物理方法. 北京: 科学出版社, 2011.
[61] 匡继昌. 常用不等式. 山东: 山东科学技术出版社, 2004.
[62] 哈代, 利特伍德, 波利亚. 不等式. 北京: 科学出版社, 1965.
[63] 国际最佳数学征解问题分析. 长沙: 湖南科学技术出版社, 1983.

微信公众号: 数学专业考研札记


