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说明

这份文档是常庚哲、史济怀所编著的《数学分析教程》（第 3版）的练习题和问题的参考答案，是

我在准备 2021年考研时整理的．其中还有三道题未做，分别是：练习题 10.9的第 2题、练习题 13.5的

第 2 题和练习题 16.4的第 1题的 (8)．在 2021年 1月，我将这份文档的内容以图片的形式放到了微信

公众号“数学沉思录”上．现在，我把此文档免费分享给大家，希望能给大家的学习带来帮助．

有些题目的解答我只写了“略”，说明这道题只是一些平凡的计算，或者用简单的中学知识就可以

解决．由于我的水平有限，本套答案必然还有错误之处，还望大家海涵．

2023 年 1 月 1 日
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第一章 实数和数列极限

1.1 实数

1.

证明 假设 a+ b 是有理数，那么 (a+ b)− a = b 也是有理数，矛盾！因此 a+ b 是无理数．

因为 −b 是无理数，所以 a− b 还是无理数．假设 ab 是有理数，那么 ab/a = b 也是有理数，矛

盾！因此 ab 是无理数．因为 1/a 是有理数，所以 b/a 还是无理数．

2.

证明 设 a 和 b 是两个无理数且 a < b，那么对每个 n ∈ N+，a+ (b− a)/(2n) 都是 a 和 b

之间的有理数，而 a+
√
2(b− a)/(2n) 都是 a 和 b 之间的无理数．

3.

证明 假设 3
√
2 是有理数，那么可以将其写成既约分数 p/q，从而 2q3 = p3，从而 p 是偶数，

设为 2k，于是有 q3 = 4k3，因此 q 也是偶数，这与 p/q 是既约分数矛盾！因此 3
√
2 是无理数．

4.

证明 假设
√
2+

√
3 是有理数，那么可以将其写成既约分数 p/q，从而 5+ 2

√
6 = p2/q2，进

而 24 = (p2/q2 − 5)2，或者 24q2 = (p2 − 5q2)2．由 24q2 = 23 × 3× q2 知平方数 (p2 − 5q2)2 的标

准分解式中 3 一定是奇数次的，而这是不可能的！因此
√
2 +

√
3 是无理数．

5.

证明 事实上 (x −
√
2)2 + y2 = 2 亦即 x2 + y2 − 2

√
2x = 0，于是由第 1题知只能是 x = 0，

从而 y = 0，因此 (0, 0) 是这个圆周上唯一的有理点．

6.

11
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12 第一章 实数和数列极限

证明 对任一有理数 p/q，因为 {10np− qb10np/qc : n ∈ N} 就是 10np 除以 q 的余数的集合，

所以是有限集，从而 {10np/q − b10np/qc : n ∈ N} 也是有限集，因此 p/q 可以表示成有尽小数或

者无尽循环小数．

对于无尽循环小数 n.r1 · · · rmȧ1 · · · ȧk，因为

10m+k × n.r1 · · · rmȧ1 · · · ȧk = nr1 · · · rma1 · · · ak.ȧ1 · · · ȧk

= (nr1 · · · rma1 · · · ak − nr1 · · · rm) + nr1 · · · rm.ȧ1 · · · ȧk

= (nr1 · · · rma1 · · · ak − nr1 · · · rm) + 10m × n.r1 · · · rmȧ1 · · · ȧk,

所以

n.r1 · · · rmȧ1 · · · ȧk =
nr1 · · · rma1 · · · ak − nr1 · · · rm

10m+k − 10m

是有理数．

7.

答 是无理数，因为显然没有循环节．

8.

答 0.24999 · · · = 5/2，0.3̇75̇ = 125/333，4.5̇18̇ = 122/27．

9.

答 不是．

10.

证明 (1) 如果 s 6= 0，那么由第 1题知 s
√
2 是有理数，从而由第 1题知 0 = r + s

√
2 还是无

理数，矛盾！因此 s = 0，进而 r = 0．

(2) 因为 3t2 = (r + s
√
2) = r2 + 2s2 + 2rs

√
2 是有理数，所以 rs = 0．如果 s = 0，那么

r+ t
√
3 = 0，从而 r = t = 0．如果 r = 0，假设 s 6= 0，那么 t/s = −

√
2/
√
3 是无理数，矛盾！因

此 s = 0，进而 t = 0．

11.

证明 因为 a1, a2, . . . , an 是同号的，所以总有

an(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an−1) > an,

因此

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) = (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an−1) + an(1 + an)
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1.1 实数 13

> (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an−1) + an

> (1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an−2) + an−1 + an

> 1 + a1 + · · ·+ an−1 + an.

12.

证明 (1) 利用第 11题，我们有

1

/(
1−

n∑
k=1

ak

)
> 1

/
n∏

k=1

(1− ak) =
n∏

k=1

1

1− ak
>

n∏
k=1

(1 + ak) > 1 +
n∑

k=1

ak. (1.1)

(2) 在(1.1)式中用 −ak 代替 ak 后不等式仍然正确．

13.

证明 事实上 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ai

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣+ |an| ⩽
∣∣∣∣∣
n−2∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣+ |an−1|+ |an| ⩽
n∑

k=1

|ak|.

显然等号成立当且仅当所有的 ak 都同号．

14.

证明 没什么好证的．几何意义是：在数轴上两点 a 和 b 的中点处加上它们距离的一半就得

到大的数，减去它们距离的一半就得到小的数．

15.

证明 当 n = 2 时，不难验证结论成立．假设对 n− 1 个分数的情形结论已经成立，那么

min
{
a1
b1
,
a2
b2
, . . . ,

an
bn

}
= min

{
min

{
a1
b1
, . . . ,

an−1

bn−1

}
,
an
bn

}
⩽ min

{
a1 + · · ·+ an−1

b1 + · · ·+ bn−1

,
an
bn

}
⩽ a1 + · · ·+ an−1 + an

b1 + · · ·+ bn−1 + bn
⩽ max

{
a1 + · · ·+ an−1

b1 + · · ·+ bn−1

,
an
bn

}
⩽ max

{
max

{
a1
b1
, . . . ,

an−1

bn−1

}
,
an
bn

}
= max

{
a1
b1
,
a2
b2
, . . . ,

an
bn

}
,

从而对 n 个分数的情形结论也成立．因此结论普遍成立．

16.

证明 这是第 11题的特殊情形．
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14 第一章 实数和数列极限

17.

证明 这是因为 (xm − ym)(xn − yn) ⩾ 0，且等号成立当且仅当 x = y．

1.

证明 请看书本后面的参考答案．

2.

证明 当 n = 2 时不难验证结论成立．假设对于 n − 1 的情形结论已经成立，那么由练习题

的 17题知 (
x+ y

2

)2

⩽ xn−1 + yn−1

2
· x+ y

2
=
xn + y2 + xyn−1 + xn−1y

4
⩽ x2 + y2

2
.

因此结论普遍成立．

3.

证明 因为

0 ⩽
n∑

i=1

n∑
j=1

(ai − aj)(bi − bj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

(aibi + ajbj − ajbi − aibj) = 2n
n∑

i=1

aibi − 2
n∑

i=1

ai

n∑
i=1

bi,

所以
n∑

i=1

ai

n∑
i=1

bi ⩽ n
n∑

i=1

aibi.

4.

证明 直接利用切比雪夫不等式即可．

5.

证明 注意到 k! + 2, k! + 3, . . . , k! + k 是 k − 1 个连续的合数，所以 x 的小数表示中有任意

长度的连续的 0，因此不可能是循环小数，从而是无理数．

6.

证明 设有理数 p/q 满足 ∣∣∣∣pq − π

∣∣∣∣ < 355

113
− π,

那么 ∣∣∣∣pq − 355

113

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣pq − π

∣∣∣∣+ 355

113
− π < 2

(
355

113
− π

)
< 5.3353× 10−7,
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1.2 数列和收敛数列 15

从而

5.3353× 10−7 >
|113p− 355q|

113q
>

1

113q
,

因此 q > 16586．

7.

证明 令 θi = arcsin(x0 + x1 + · · ·+ xi)，那么

xi√
1 + x0 + · · ·+ xi−1

√
xi + · · ·+ xn

=
sin θi − sin θi−1√

1 + sin θi−1

√
1− sin θi−1

=2
cos((θi + θi−1)/2)

cos θi−1

sin θi − θi−1

2
< 2 sin θi − θi−1

2
< θi − θi−1,

因此
n∑

i=1

xi√
1 + x0 + · · ·+ xi−1

√
xi + · · ·+ xn

< θn − θ0 =
π

2
.

8.

证明 取定正整数 N，那么由抽屉原理知 N + 1 个数

0x− b0xc, x− bxc, 2x− b2xc, . . . , Nx− bNxc

中至少有两个同时落在 N 个区间 [0, 1/N), [1/N, 2/N), . . . , [(N − 1)/N, 1) 中的一个中，不妨设是

mx− bmxc 和 nx− bnxc，于是

1

N
> |mx− bmxc − (nx− bnxc)| = |(m− n)x− (bmxc − bnxc)|.

取 q = |m− n|，p = (bmxc − bnxc) sgn(m− n)，就有∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

Nq
<

1

q2
. (1.2)

由(1.2)式中的 1/(Nq) 可以任意小知这样的 q 和 p 是有无穷多对的．

1.2 数列和收敛数列

1.

证明 (1) 对任意的 ε > 0，取 N = d1/ε2e，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣ 1

1 +
√
n

∣∣∣∣ < 1√
n
< ε,
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16 第一章 实数和数列极限

所以 lim
n→∞

1/(1 +
√
n) = 0．

(2) 对任意的 ε > 0，取 N = d1/εe，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣sinnn
∣∣∣∣ ⩽ 1

n
< ε,

所以 lim
n→∞

sinn/n = 0．

(3) 对任意的 ε > 0，取 N = 2blog1/2 εc，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣ n!n2

∣∣∣∣ < bn/2c!
n⌊n/2⌋ <

1

2⌊n/2⌋
< ε,

所以 lim
n→∞

n!/nn = 0．

(4) 对任意的 ε > 0，取 N = d1/εe，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣(−1)n−1

n

∣∣∣∣ = 1

n
< ε,

所以 lim
n→∞

(−1)n−1/n = 0．

(5) 对任意的 ε > 0，取 N = d7/(5ε) + 2e，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣ 2n+ 3

5n− 10
− 2

5

∣∣∣∣ = 7

5|n− 2|
< ε,

所以 lim
n→∞

(2n+ 3)/(5n− 10) = 2/5．

(6) 对任意的 ε > 0，取 N = dlg εe，那么当 n > N 时就有

|0. 99 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n个

−1| = 1

10n
< ε,

所以 lim
n→∞

0. 99 · · · 9︸ ︷︷ ︸
n个

= 1．

(7) 对任意的 ε > 0，取 N = d2/εe，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣1 + 2 + · · ·+ n

n2
− 1

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣n(n+ 1)

2n2
− 1

2

∣∣∣∣ = 1

2n
< ε,

所以 lim
n→∞

(1 + 2 + · · ·+ n)/n2 = 1/2．

(8) 对任意的 ε > 0，取 N = d1/εe，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣12 + 22 + · · ·+ n2

n3
− 1

3

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3
− 1

3

∣∣∣∣ = 3n+ 1

6n2
<

1

n
< ε,

所以 lim
n→∞

(12 + 22 + · · ·+ n2)/n3 = 1/3．
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1.2 数列和收敛数列 17

(9) 对任意的 ε > 0，取 N = dcot εe，那么当 n > N 时就有∣∣∣arctann− π

2

∣∣∣ = arccotn < ε,

所以 lim
n→∞

arctann = π/2．

(10) 对任意的 ε > 0，取 N = max{dcot(ε/2)e, d
√
π/εe，那么当 n > N 时就有∣∣∣∣n2 arctann

1 + n2
− π

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣arctann− π

2
− arctann

1 + n2

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣arctann− π

2

∣∣∣+ ∣∣∣∣arctann
1 + n2

∣∣∣∣ < ε,

所以 lim
n→∞

n2 arctann/(1 + n2) = π/2．

2.

证明 因为 lim
n→∞

an = a，所以对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时有

ε > |an − a| ⩾ ||an| − |a||,

因此 lim
n→∞

|an| = |a|．

对于逆命题，an = (−1)n 就是一个例子．

3.

证明 设 {an} 的极限是 a，那么存在 N > 0 使得当 n > N 时 |an − a| < 1/3，从而

|aN+1 − an| ⩽ |aN+1 − a|+ |an − a| < 2

3
,

由此可见 an = aN+1．

4.

答 (1) 不可以．

(2) 不可以．

(3) 可以．

(4) 可以．

(5) 可以．

5.

答 存在 ε0 > 0，使得对无论多么大的正整数 N，都存在 n > N 使得 |an − a| ⩾ ε0．

6.
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18 第一章 实数和数列极限

证明 因为 lim
n→∞

an/n = 0，所以对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时有 an/n < ε，

再取 N1 = dmax{|a1|, . . . , |aN |}/εe，那么当 n > max{N,N1} 时就有∣∣∣∣max{a1, . . . , aN , aN+1, . . . , an}
n

∣∣∣∣ ⩽ max{|a1|, . . . , |aN |, |aN+1|, . . . , |an|}
n

⩽ max{max{|a1|, . . . , |aN |}, nε}
n

⩽ ε,

所以

lim
n→∞

max{a1, a2, . . . , an}
n

= 0.

7.

证明 注意到 
an

bn

cn

 =


0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

1/2 1/2 0



an−1

bn−1

cn−1

 ,

而 
0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

1/2 1/2 0

 =


−1 −1 1

0 1 1

1 0 1



−1/2 0 0

0 −1/2 0

0 0 1



−1 −1 1

0 1 1

1 0 1


−1

,

所以 
an

bn

cn

 =


−1 −1 1

0 1 1

1 0 1



(−1/2)n 0 0

0 (−1/2)n 0

0 0 1



−1 −1 1

0 1 1

1 0 1


−1

a0

b0

c0



=


(2a/3− b/3− c/3)(−1/2)n + (a+ b+ c)/3

(−a/3 + 2b/3− c/3)(−1/2)n + (a+ b+ c)/3

(−a/3− b/3 + 2c/3)(−1/2)n + (a+ b+ c)/3,


由此可见

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn =
a+ b+ c

3
.

1.3 收敛数列的性质

1.
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1.3 收敛数列的性质 19

答 (1) 不能．

(2) 发散．

(3) 发散．

(4) 不能确定．

(5) 不一定．

2.

证明 根据极限的四则运算，

lim
n→∞

an+1

an
=

lim
n→∞

an+1

lim
n→∞

an
=
a

a
= 1.

比如 an = 1/2n 就是一个 a = 0 时的反例．

3.

答 (1) lim
n→∞

3n + (−2)n

3n+1 + (−2)n+1
= lim

n→∞

1 + (−2/3)n

3− 2(−2/3)n
=

1

3
．

(2) lim
n→∞

(
1 + 2 + · · ·+ n

n+ 2
− n

2

)
= lim

n→∞

−n
2n+ 4

= −1

2
．

(3) lim
n→∞

√
n(
√
n+ 1−

√
n) =

√
n√

n+ 1 +
√
n
=

1

2
．

(4) lim
n→∞

(
√
n2 + n− n)1/n = lim

n→∞

(
n√

n2 + n+ n

)1/n

= 1．

(5) lim
n→∞

(
1− 1

n

)1/n

= 1．

(6) lim
n→∞

(n2 − n+ 2)1/n = 1．

(7) lim
n→∞

arctan1/n n = 1．

(8) lim
n→∞

(2 sin2 n+ cos2 n)1/n = lim
n→∞

(sin2 n+ 1)1/n = 1．

4.

答 (1) lim
n→∞

1 + a+ a2 + · · ·+ an−1

1 + b+ b2 + · · ·+ bn−1
= lim

n→∞

(1− an)/(1− a)

(1− bn)/(1− b)
=

1− b

1− a
．

(2) lim
n→∞

(
1

1× 2
+

1

2× 3
+ · · ·+ 1

n(n+ 1)

)
= lim

n→∞

(
1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ · · ·+ 1

n
− 1

n+ 1

)
= lim

n→∞

n

n+ 1
=

1．

(3) lim
n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
=

1× 3

22
2× 4

32
· · · (n− 1)(n+ 1)

n2
= lim

n→∞

n+ 1

2n
=

1

2
．
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20 第一章 实数和数列极限

(4) lim
n→∞

(
1− 1

1 + 2

)(
1− 1

1 + 2 + 3

)
· · ·
(
1− 1

1 + 2 + · · ·+ n

)
= lim

n→∞

1× 4

2× 3

2× 5

3× 4
· · · (n− 1)(n+ 2)

n(n+ 1)
=

lim
n→∞

n+ 2

3n
=

1

3
．

(5) lim
n→∞

1

n
|1− 2 + 3− 4 + · · ·+ (−1)n−1n| = lim

n→∞

1

n

∣∣∣∣1− (−1)n(2n+ 1)

4

∣∣∣∣ = 1

2
．

(6) lim
n→∞

(1 + x)(1 + x2)(1 + x4) · · · (1 + x2
n−1

) = lim
n→∞

1− x2
n

1− x
=

1

1− x
．

5.

答 (1) 由 b ⩽ (an + bn)1/n ⩽ (2bn)1/n 知 lim
n→∞

(an + bn)1/n = b．

(2) 不妨设 max{a1, a2, . . . , am} = am，那么

am ⩽ (an1 + an2 + · · ·+ anm)1/n ⩽ (manm)1/n,

由此知

lim
n→∞

(an1 + an2 + · · ·+ anm)1/n = am = max{a1, a2, . . . , am}.

6.

证明 这是因为

an − 1

n
⩽ bnanc

n
⩽ an.

7.

证明 由例 4知 lim
n→∞

(ln a1 + ln a2 + · · ·+ ln an)/n = ln a，所以 lim
n→∞

(a1a2 · · · an)1/n = a．

8.

证明 (1) 注意到

lim
n→∞

n
√
an = n

√
an
an−1

an−1

an−2

· · · a2
a1

a1
1

= a.

(2) 在 (1)中取 an = a 即可．

(3) 在 (1)中取 an = n 即可．

(4) 在 (1)中取 an = 1/n! 即可．

9.

证明 这是例 4的一个具体情形．

10.
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1.3 收敛数列的性质 21

证明 注意到

p∑
k=0

ak
√
n+ k =

p−1∑
k=0

(a0 + a1 + · · ·+ ak)(
√
n+ k −

√
n+ k + 1) =

p−1∑
k=0

a0 + a1 + · · ·+ ak√
n+ k +

√
n+ k + 1

即可．

11.

证明 一方面显然有

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ a2n
2n

=
a+ b

2
,

另一方面又有

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ a2n−1

2n− 1
= lim

n→∞

2n

2n− 1

a1 + a2 + · · ·+ a2n
2n

− a2n
2n− 1

=
a+ b

2
,

所以

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

=
a+ b

2
.

12.

证明 因为

k/n2√
1 + 1/n+ 1

⩽ k/n2√
1 + k/n2 + 1

<
k

2n2
,

所以

n+ 1

2n(
√
1 + 1/n+ 1)

⩽
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
<
n+ 1

4n
,

由此可见

lim
n→∞

n∑
k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
=

1

4
.

这也是问题 3.2的第 1题的特殊情形．

注意
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22 第一章 实数和数列极限

1.

证明 方便起见，令 x0 = 0，那么

lim
n→∞

x2n
n

= lim
n→∞

(x2 − x0) + (x4 − x2) + · · ·+ (x2n − x2n−2)

n
= lim

n→∞
(x2n − x2n−2) = 0,

类似地也有 lim
n→∞

x2n−1/(2n− 1) = 0，从而 lim
n→∞

xn/n = 0．因此

lim
n→∞

xn − xn−1

n
= lim

n→∞

xn
n

− xn−1

n− 1

n− 1

n
= 0.

2.

证明 对任意的 ε > 0，存在 N1 > 0 使得当 n > N1 时有 |an − a| < ε，也存在 N2 > 0 使

得当 n > N2 时有

tnk < ε

/
Ni∑
i=1

|ai − a|

现在取 N = max{N1, N2}，那么当 n > N 时就有

|xn − a| ⩽
N1∑
k=1

tnk|ak − a|+
n∑

k=N1+1

tnk|ak − a| < ε+ ε = 2ε,

因此 lim
n→∞

xn = a．

3.

证明 利用特普利茨定理有

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

= lim
n→∞

n(n+ 1)/2

n2

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n(n+ 1)/2

=
a

2
.

4.

证明 在特普利茨定理中取 tnk =

(
n

k

)/
2n 即可．

1.4 数列极限概念的推广

1.

证明 这是因为当 n > 10000 时 p(n) > n，当 n < −10000 时 p(n) < n．

2.

证明 这是因为 (1 + 2 + 3 + · · ·+ n)/n = (n+ 1)/2．
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1.5 单调数列 23

3.

证明 这是因为 (12 + 22 + 32 + · · ·+ n2)/n2 = (1 + 1/n)(2n+ 1)/6．

4.

证明 注意到 n(
√
n−

√
n+ 1) = −n/(

√
n+

√
n+ 1)．

5.

证明 这是因为
1√
n+ 1

+
1√
n+ 2

+ · · ·+ 1√
n+ n

⩾ n√
n+ n

.

1.

证明 这是因为

a2n+1 = a2n + 2 +
1

a2n
> a2n + 2 > a2n−1 + 4 > a21 + 2n.

2.

证明 因为存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时有 (an+1 + an+2)/an > 4，或者 an+1 + an+2 > 4an，

所以 an+1 和 an+2 中至少有一个大于 2an，于是 N+1, N+2, . . . , N+2m 中至少有一个数 N+im

使得 aN+im > 2maN，由此可见 {an} 是无界的．

1.5 单调数列

1.

证明 (1) 这是因为当 n > 10 时 {xn} 是递减的且 {xn} 是正数列．

(2) 这是因为 {xn} 递减且 {xn} 是正数列．

2.

证明 首先显然有 x1 < x2 < 2．设 f(x) =
√
2 + x，那么 xn−1 < xn < 2 蕴含着 f(xn−1) <

f(xn) < f(2)，亦即 xn < xn+1 < 2．因此普遍有 xn < xn+1 < 2．有单调有界原理知 lim
n→∞

xn 存

在．

3.
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24 第一章 实数和数列极限

证明 不妨只讨论递增时的情形．设递增的数列 {an} 有一个收敛于 a 的子列 {ank
}，那么对

任意的 ε > 0 都存在 K ⩾ 0 使得当 k > K 时有

0 < a− ank
< ε,

而对于 n > nK 总存在 k1, k2 > K 使得 nk1
< n < nk2

，于是

0 < a− ank2
< a− an < a− ank1

< ε,

因此 {an} 也收敛于 a．

4.

证明 因为

(1− an)an+1 >
1

4
⩾ (1− an)an,

所以 {an} 是严格递增的，进而有极限，设为 a．那么有 (1−a)a ⩾ 1/4，所以 a = 1/2 = lim
n→∞

an．

5.

证明 要证 ((n+ 1)!)1/(n+1) > (n!)1/n 只要证

ln(n+ 1)!

n+ 1
>

lnn!
n

,

只要证
ln(n+ 1)!

lnn! >
n+ 1

n
,

只要证
ln(n+ 1)

lnn! >
1

n
,

只要证

n ln(n+ 1) > lnn!,

而这是显然的．因此 {an} 是递增数列．

6.

证明 因为

xn+1 ⩽ xn +
1

n2
< xn +

1

n− 1
− 1

n
,

所以 {xn+1/(n−1)} 是递减的，又因为它有下界 0，所以 {xn+1/(n−1)} 收敛．由于 {1/(n−1)}
收敛，所以 {xn} 也收敛．

1.
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1.5 单调数列 25

证明 当 c > 1 时

an+1 =
c+ a2n

2
⩾

√
can ⩾ cn/2a0 → ∞ (n→ ∞).

当 0 < c ⩽ 1 时，可以验证 0 ⩽ a1 ⩽ a2 ⩽ 1 −
√
1− c．记 f(x) = c/2 + x2/2，那么

0 ⩽ an−1 ⩽ an ⩽ 1−
√
1− c 蕴含着

f(0) ⩽ f(an−1) ⩽ f(an) ⩽ f(1−
√
1− c),

亦即 0 ⩽ an ⩽ an+1 ⩽ 1 −
√
1− c．因此普遍有 an ⩽ an+1 ⩽ 1 −

√
1− c，从而由单调有界原理知

{an} 收敛．设其极限为 A，那么 A = c/2 +A2/2，因此

A = 1−
√
1− c = lim

n→∞
an.

2.

证明 令 vn = un − a，那么 v1 = b− a 而 vn+1 = v2n + vn．易见 {vn} 若收敛则必收敛到 0，

于是由 {vn} 递增知 vn ⩽ 0，从而由 v2 = v21 + v1 ⩽ 0 得到 −1 ⩽ b− a ⩽ 0．

当 −1 ⩽ b− a = v1 ⩽ 0 时，因为 −1 ⩽ vn ⩽ 0 蕴含着 −1 ⩽ v2n + vn = vn+1 ⩽ 0，所以普遍

有 −1 ⩽ vn ⩽ 0．于是由单调有界原理知 {vn} 收敛．

因此当 −1 ⩽ b− a ⩽ 0 时 {vn} 收敛，也即 {un} 收敛，且 {un} 的极限是 a．

3.

证明 设 f(x) = x(2−Ax)，那么 f(x) 在 [0, 1/A] 上是递增的，所以 f(0) < f(y0) < f(1/A)，

即 0 < y1 < 1/A．又

y1 = y0 + y0(1−Ay0) > y0,

所以 0 < y0 < y1 < 1/A．另一方面，由于 0 < yn−1 < yn < 1/A 蕴含着

f(0) < f(yn−1) < f(yn) < f(1/A),

亦即 0 < yn < yn+1 < 1/A，所以普遍有 0 < yn < yn+1 < 1/A，于是根据单调有界原理知 {yn} 收

敛．设其极限为 Y，那么有 Y = Y (2−AY )．显然 Y 6= 0，所以 Y = 1/A = lim
n→∞

yn．

4.

证明 因为

an
(−3)n

=
2n−1

(−3)n
+

an−1

(−3)n−1
=

2n−1

(−3)n
+ · · ·+ 21

(−3)2
+

20

(−3)1
+ a0 =

(−2/3)n

5
+ a0 −

1

5
,

所以 an = 2n/5 + (−3)n(a0 − 1/5)．于是显然只有当 a0 = 1/5 时 {an} 是严格递增的．
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26 第一章 实数和数列极限

1.6 自然对数的底 e

1.

答 (1) e．
(2) 1/e．
(3) 1/e．
(4) e3．
(5) e2．

2.

证明 与本节正文的最后一式类似地，

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n+ k − 1

)n(
1 +

1

n+ k − 2

)n

· · ·
(
1 +

1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n+ k − 1

)n+k−1(
1 +

1

n+ k − 2

)n+k−2

· · ·
(
1 +

1

n+ 1

)n+1(
1 +

1

n

)n

(
1 +

1

n+ k − 1

)k−1(
1 +

1

n+ k − 2

)k−2

· · ·
(
1 +

1

n+ 1

)
=ek.

3.

证明 事实上根据均值不等式有(
1 +

1

n

)n

= 1×
(
1 +

1

n

)n

<

(
1 + n(1 + 1/n)

n+ 1

)n+1

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

.

4.

证明 这是因为根据均值不等式有(
n

n+ 1

)n+1

= 1×
(

n

n+ 1

)n+1

<

(
1 + (n+ 1)n/(n+ 1)

n+ 2

)n+2

=

(
n+ 1

n+ 2

)n+2

.

5.

证明 根据第 3题和第 4题我们有(
1 +

1

n

)n

< lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

<

(
1 +

1

n

)n+1

.

6.
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1.6 自然对数的底 E 27

证明 对第 5题取对数即得．

7.

证明 利用(
1 +

k

n

)n

= 1×
(
1 +

k

n

)n

<

(
1 + n(1 + k/n)

n+ 1

)n+1

=

(
1 +

k

n+ 1

)n+1

和 (
n

n+ k

)n+k

= 1×
(

n

n+ k

)n+k

<

(
1 + (n+ k)n/(n+ k)

n+ k + 1

)n+k+1

=

(
n+ 1

n+ k + 1

)n+k+1

可得 (
1 +

k

n

)n

< ek <
(

n

n+ k

)n+k

,

于是取对数后就得到

k

n+ k
< ln

(
1 +

k

n

)
k

n
.

8.

证明 在第 6题中取 n = 1, 2, . . . 相加即可．

9.

证明 因为 xn − xn−1 = 1/n− ln(1 + 1/n) > 0，所以 {xn} 是递增的．又

xn < 1 +
1

2
+ · · ·+ 1n−

(
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
< 1,

所以根据单调有界原理知 {xn} 是收敛的．

10.

证明 这是因为

lim
n→∞

εn = lim
n→∞

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n+ 1)− γ + ln

(
1 +

1

n

)
= 0.

11.
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28 第一章 实数和数列极限

证明 要证 (
n+ 1

e

)n

< n! < e
(
n+ 1

e

)n+1

,

只要证

n(ln(n+ 1)− 1) < lnn! < 1 + (n+ 1)(ln(n+ 1)− 1),

只要证

n ln(n+ 1) < n+ lnn! < (n+ 1) ln(n+ 1),

只要证

n ln(n+ 1)− (n− 1) lnn < 1 + lnn < (n+ 1) ln(n+ 1)− n lnn,

只要证

n ln
(
1 +

1

n

)
< 1 < (n+ 1) ln

(
1 +

1

n

)
,

而这在第 6题中已经证明了．

12.

证明 除了直接利用第 11题外，我们还可以利用练习题 1.3的第 7题，得到

e = lim
n→∞

n

√(
1 +

1

1

)1(
1 +

1

2

)2

· · ·
(
1 +

1

n

)n

= lim
n→∞

n+ 1

(n!)1/n
,

所以 lim
n→∞

(n!)1/n/n = 1/e．

13.

证明 这是因为

1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

1

(n+ 1)!
< e < 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

1

n!n
.

14.

解 根据第 13题，

lim
n→∞

(n!e − bn!ec) = lim
n→∞

θn
n

−
⌊
θn
n

⌋
= lim

n→∞

θn
n

= 0.

15.

证明 根据第 10题，

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ n

)
= ln 2n+ γ + ε2n − (lnn+ γ + εn) = ln 2.
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1.6 自然对数的底 E 29

16.

证明 显然 {xn} 是递增的．又因为

lnxn =
n∑

k=1

ln
(
1 +

1

2k

)
<

n∑
k=1

1

2k
< 1,

所以根据单调有界原理知 lim
n→∞

xn 存在．

1.

证明 一方面，(
1 +

1

n

)n

= 1 +
1

1!
+

1

2!

(
1− 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
<

n∑
k=0

1

k!
,

另一方面，根据练习题 1.1的第 11题，我们有(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k

n

)
> −1 + 2 + · · ·+ k

n
= −k(k + 1)/2

n
,

所以(
1 +

1

n

)n

>
n∑

k=0

1

k!
−

n∑
k=2

k(k − 1)/2

k!n
=

n∑
k=0

1

k!
− 1

2n

n∑
k=2

1

(k − 2)!
>

n∑
k=0

1

k!
− e

2n
>

n∑
k=0

1

k!
− 3

2n
.

2.

证明 事实上

lim
n→∞

εn = lim
n→∞

1 +
1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1
− ln 2

√
n− γ

2

= lim
n→∞

1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2n
− ln 2n− γ − 1

2
(1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn− γ) = 0.

3.

证明 因为
k

n2 + n
⩽ k

n2 + k
< ln

(
1 +

k

n2

)
<

k

n2
,

所以
1

2
⩽

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)
<
n+ 1

2n
,

由此可见

lim
n→∞

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)
=

1

2
,
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30 第一章 实数和数列极限

从而

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)(
1 +

2

n2

)
· · ·
(
1 +

k

n2

)
=

√
e.

4.

证明 因为

Hkn
− 1

kn
= Hkn−1 < n ⩽ Hkn

,

所以

n ⩽ Hkn
< n+

1

kn
.

同样地也有

n+ 1 ⩽ Hkn+1
< n+ 1 +

1

kn+1

,

因此

1− 1

kn
< Hkn+1

−Hkn
< 1 +

1

kn+1

.

由此可见

1 = lim
n→∞

Hkn+1
−Hkn

= lim
n→∞

ln kn+1 + γ + εkn+1
− (ln kn + γ + εkn

) = lim
n→∞

ln kn+1

kn
,

因此 lim
n→∞

kn+1/kn = e．

5.

证明 一方面，

Sn ⩽ nn + (n− 1)n−1 + (n− 2)(n− 2)n−2

< nn + 2(n− 1)n−1 = nn

(
1 +

(
1− 1

n

)n
2

n− 1

)
< nn

(
1 +

2

e(n− 1)

)
,

另一方面，

Sn ⩾ nn + (n− 1)n−1 = nn

(
1 +

(
1− 1

n

)n
1

n− 1

)
> nn

(
1 +

1

4(n− 1)

)
.

1.7 基本列和柯西收敛原理

1.

答 是，因为对于 ε/2 > 0，也存在 N > 0 使得当 n > N 时有 |an − aN | < ε/2，从而当

m,n > N 时有

|am − an| ⩽ |am − aN |+ |an − aN | < ε.
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1.7 基本列和柯西收敛原理 31

2.

答 (1) 不一定．比如取 an = 1+ 1/2+ · · ·+ 1/n，那么 |an+p − an| ⩽ p/n 总是成立的，但是

{an} 发散，从而不是基本列．

(2) 是基本列，因为对任意的 ε，只要取 N = 1 + d1/εe，那么当 n > N 时就有

|an+p − an| ⩽ |an+p − an+p−1|+ |an+p−1 − an+p−2|+ · · ·+ |an+1 − an|

⩽ 1

(n+ p− 1)2
+

1

(n+ p− 2)2
+ · · ·+ 1

n2

⩽ 1

(n+ p− 1)(n+ p− 2)
+

1

(n+ p− 2)(n+ p− 3)
+ · · ·+ 1

n(n− 1)

=
1

n− 1
− 1

n+ p− 1
<

1

n− 1
< ε.

3.

证明 (1) 对任意的 ε > 0，只要取 N = d1/εe，那么当 n > N 时就有

|an+p − an| ⩽
1

(n+ p)2
+

1

(n+ p− 1)2
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2

⩽ 1

(n+ p)(n+ p− 1)
+

1

(n+ p− 1)(n+ p− 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 1)n

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
< ε,

从而 {an} 是基本列，进而收敛．

(2) 设 |an| < M．那么对任意的 ε > 0，只要取 N = dlog|q|((1− q)ε/M)e− 1，那么当 n > N

时就有

|bn+p − bn| ⩽M |qn+1 + qn+2 + · · ·+ qn+p| < M |q|n+1

1− q
< ε,

从而 {bn} 是基本列，进而收敛．

(3) 对任意的 ε > 0，只要取 N = d1/εe，那么当 n > N 时就有

|an+p − an| ⩽
1

(n+ p)2
+

1

(n+ p− 1)2
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2

⩽ 1

(n+ p)(n+ p− 1)
+

1

(n+ p− 1)(n+ p− 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 1)n

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
< ε,

从而 {an} 是基本列，进而收敛．

(4) 对任意的 ε > 0，只要取 N = d1/εe，那么当 n > N 时就有

|an+p − an| ⩽
1

(n+ p)(n+ p− 1)
+

1

(n+ p− 1)(n+ p− 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 1)n
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32 第一章 实数和数列极限

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
< ε,

从而 {an} 是基本列，进而收敛．

4.

证明 记

An = |a2 − a1|+ |a3 − a2|+ · · ·+ |an − an−1|,

那么显然 {An} 是递增的，又由其有界知它是收敛的，从而是基本列，进而对任意的 ε > 0 都存在

N > 0 使得当 n > N 时对任意的 p > 0 都有

ε > |An+p −An| ⩾ |an+p − an|,

于是可见 {an} 也是基本列，所以收敛．

5.

答 存在 ε0 > 0，使得对无论多么大的正整数 N 都存在 m,n > N 使得 |am − an| ⩾ ε0．

6.

证明 由列紧性定理知 {an} 有一个收敛子列，其极限设为 a．因为 {an} 不以 a 为极限，所

以存在 ε0 > 0，使得对每个 j > 0 都存在 kj > 0 使 |akj
− a| ⩾ ε0．不妨让 kj+1 > kj，那么从子

列 {akj
} 中又可以取出一个收敛子列，它当然也是 {an} 的子列，且显然不以 a 为极限．

1.8 上确界和下确界

1.

答 (1) 上确界是 12，下确界是 −1．

(2) 上确界是 1，下确界是 0．

(3) 上确界是 +∞，下确界是 1．

(4) 上确界是 1，下确界是 0．

(5) 上确界是 3，下确界是 −1．

(6) 上确界是 e，下确界是 1/e．

2.

答 前者的上下确界分别是 e 和 2，后者的上下确界分别是 4 和 e．

3.
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1.9 有限覆盖定理 33

答 上确界是 3
√
3，下确界是 1．

4.

证明 假设 {an} 收敛到某个数 a，那么存在 N > 0 使得当 n > N 时有

a− |a1 − a| < an < a+ |a1 − a|.

由此可见，如果 a1 ⩾ a，那么 max{a1, a2, . . . , aN} 就是 {an} 的最大值，如果 a1 < a，那么

min{a1, a2, . . . , aN} 就是 {an} 的最小值，从而总是有矛盾！因此 {an} 发散．

5.

证明 设 {xn} 是一个有界数列，它落在闭区间 [a, b] 中．那么 [a, (a+ b)/2] 和 [(a+ b)/2, b]

中至少有一个中有 {xn} 中的无限多项，把这个区间记为 [a1, b1]，并在 [a1, b1] 中任取 {xn} 中的

一项，记为 xk1
．同样地，[a1, (a1 + b1)/2] 和 [(a1 + b1)/2, b1] 中至少有一个中有 {xn} 中的无限

多项，把这个区间记为 [a2, b2]，并在 [a2, b2] 任取 {xn} 中异于 xk1
的一项，记为 xk2

．一般地，

[an−1, (an−1 + bn−1)/2] 和 [(an−1 + bn−1)/2, bn−1] 中至少有一个中有 {xn} 中的无限多项，把这个

区间记为 [an, bn]，并在 [an, bn] 任取一个 {xn} 异于 xk1
, xk2

, . . . , xkn−1
的一项，记为 xkn

．这样

我们得到了一列闭区间套 {[an, bn]}，且当 n→ ∞ 时 bn − an = (b− a)/2n → 0，于是根据闭区间

套定理，存在唯一的一点 ξ，它属于每个闭区间 [an, bn]．从而 |xkn
− ξ| < |b − a|/2n → 0，因此

{xkn
} 是 {xn} 的一个收敛子列．

1.9 有限覆盖定理

1.

证明 假设不存在这样的数 σ，那么对每个 n ∈ N+ 都存在 An ⊂ [a, b]，虽然满足 |An| < 1/n，

但是不能被 {Iλ} 中的任何一个区间覆盖．现在从每个 An 中任意取出一点 xn，那么数列 {xn} 有

一个收敛子列 {xnk
}，其极限设为 ξ．因为 {Iλ} 覆盖 [a, b] 3 ξ，所以存在一个开区间 Iξ 3 ξ，进而存

在 δ > 0 使得 (ξ−δ, ξ+δ) ⊂ Iξ．又存在 K > 0 使得当 k > K 时有 Ank
3 xnk

∈ (ξ−δ/2, ξ+δ/2)，
于是当 k > K 且 nk > d2/δe 时有

Ank
⊂ (ξ − δ/2, ξ + δ/2) ⊂ (ξ − δ, ξ + δ) ⊂ Iξ,

这与 Ank
的取法矛盾！因此这样的数 σ 是存在的．

2.

证明 设 J 是闭区间 [a, b] 的一个开覆盖，把 J 的勒贝格数记为 σ，取 N = d1/σe + 1，

并对闭区间 [a, b] 作 N 等分，得到长度小于 σ 的闭区间 A1, A2, . . . , AN，于是对每个 Ai 都存在

Ii ∈ J 使得 Ai ⊂ Ii，因此 {I1, I2, . . . , IN} 就是 [a, b] 在 J 中的有限子覆盖．
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34 第一章 实数和数列极限

1.10 上极限和下极限

1.

答 (1) 上极限是 1，下极限是 0．

(2) 上极限是 +∞，下极限是 0．

(3) 上极限是 π/2，下极限是 0．

(4) 上极限是 2，下极限是 1．

(5) 上极限是 +∞，下极限是 −∞．

(6) 上极限是 1，下极限是 −1/2．

(7) 下极限和下极限都是 0．

2.

证明 (1) 第一式是因为

lim
n→∞

an + b = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ⩽ lim
n→∞

(an + bn) ⩽ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an + b,

第二式是因为

lim
n→∞

an + b = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn ⩽ lim
n→∞

(an + bn) ⩽ lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an + b.

(2) 第一式是因为

0 = lim
n→∞

(an − an) ⩽ lim
n→∞

an + lim
n→∞

(−an) ⩽ lim
n→∞

(an − an) = 0,

在第一式中用 −an 代替 an 就得到第二式．

(3) 因为当 k ⩾ n 时有

inf
k⩾n

ak ⩽ ak, inf
k⩾n

bk ⩽ bk,

所以也有

inf
k⩾n

ak inf
k⩾n

bk ⩽ akbk ⩽ ak sup
k⩾n

bk,

进而

inf
k⩾n

ak inf
k⩾n

bk ⩽ inf
k⩾n

akbk ⩽ inf
k⩾n

ak sup
k⩾n

bk,

令 n→ ∞ 就得到

lim
n→∞

an lim
n→∞

bn ⩽ lim
n→∞

anbn ⩽ lim
n→∞

an lim
n→∞

bn.

类似地，由

sup
k⩾n

ak sup
k⩾n

bk ⩾ akbk ⩾ bk inf
k⩾n

ak
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1.10 上极限和下极限 35

得到

sup
k⩾n

ak sup
k⩾n

bk ⩾ sup
k⩾n

akbk ⩾ inf
k⩾n

ak sup
k⩾n

bk,

所以

lim
n→∞

an lim
n→∞

bn ⩾ lim
n→∞

anbn ⩾ lim
n→∞

an lim
n→∞

bn.

(4) 我们只证明第一式．如果 b = 0，那么只有在 {an} 有界的时候 b lim
n→∞

an 才有意义，从而

{anbn} 也是无穷小量，进而

lim
n→∞

anbn = 0 = b lim
n→∞

an.

如果 b > 0，那么当 lim
n→∞

an = ±∞ 时等式显然成立．而当 lim
n→∞

an 是有限数 a 时，{an} 有一

个收敛于 a 的子列 {akn
}，于是

lim
n→∞

ank
bnk

= lim
n→∞

ank
lim
n→∞

bnk
= ab.

假设 {anbn} 还有一个聚点 c < ab，那么 {anbn} 有一个收敛于 c 的子列 {ajnbjn}，于是

a = lim
n→∞

an ⩽ lim
n→∞

ajn =
lim
n→∞

ajnbjn

lim
n→∞

bjn
=
c

b
< a,

矛盾！因此 ab 就是 {anbn} 的聚点全体的下确界，所以

lim
n→∞

anbn = ab = b lim
n→∞

an.

3.

证明 当 lim
n→∞

n
√
an ⩽ 1 时，记 lim

n→∞
n
√
an = α．取 ε = (l − α)/2，那么存在 N > 0 使得当

n > N 时 n
√
an < α+ ε，或者 an < (α+ ε)n，于是

lim
n→∞

an
ln

⩽ lim
n→∞

(
α+ ε

l

)n

= 0,

因此 lim
n→∞

an/l
n = 0．

当对任意的 l > 1 都有 lim
n→∞

an/l
n = 0 时，假设 lim

n→∞
n
√
an > 1．如果 lim

n→∞
n
√
an 是有限数 α，

就取 l = (α+ 1)/2，如果 lim
n→∞

n
√
an = +∞，就取 l = 2．那么对任意 N > 0 都存在 n > N 使得

n
√
an > l，或者 an/l

n > 1．这与 lim
n→∞

an/l
n = 0 矛盾！因此 lim

n→∞
n
√
an ⩽ 1．

1.
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36 第一章 实数和数列极限

证明 如果 l = L，那么没什么好说的．如果 l < L，我们来证明任意的 a ∈ (l, L) 都是 {xn}
的极限点．

对任意的 ε > 0（不妨限定 ε < min{a − l, L − a}/2），存在 N > 0 使得当 n > N 时有

|xn+1 − xn| < ε/2．因为 l = lim
n→∞

xn 而 L = lim
n→∞

xn，所以存在 N1 > N 和 N2 > N1 使得

xN1
< l + ε < a < L− ε < xN2

．取

N3 = min{n : xn ⩾ a, N1 ⩽ n ⩽ N2},

那么 xN3−1 < a ⩽ xN3
．又因为 |xN3

− xN3−1| < ε/2，所以

a− ε < xN3−1 < a ⩽ xN3
< a+ ε.

至此我们证明了 a 的任意邻域中都有 {xn} 的项，因此 a 是 {xn} 的极限点，进而 {xn} 的极限

点充满区间 [l, L]．

2.

证明 若不然，存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时 n((1 + an+1)/an − 1) < 1，或者

1

n+ 1
<
an
n

− an+1

n+ 1
,

从而
1

N + 1
+

1

N + 2
+ · · ·+ 1

N + p
<
aN
N

− aN+p

N + p
<
aN
N
.

当 p→ ∞ 时上式左边是一个无穷大量而右边是一个有限数，矛盾！

1.11 斯托尔兹定理

1.

答 (1) lim
n→∞

1 + 1/2 + · · ·+ 1/n

lnn = lim
n→∞

1/n

lnn− ln(n− 1)
= 1．

(2) lim
n→∞

1 + 1/3 + · · ·+ 1/(2n− 1)

ln 2
√
n

= lim
n→∞

1/(2n− 1)

ln 2
√
n− ln 2

√
n− 1

= 1．

(3) lim
n→∞

1 + 1/
√
2 + · · ·+ 1/

√
n√

n
= lim

n→∞

1/
√
n

√
n−

√
n− 1

= 2．

(4) lim
n→∞

1 +
√
2 + · · ·+

√
n

n
√
n

= lim
n→∞

√
n

n
√
n− (n− 1)

√
n− 1

= lim
n→∞

√
n(
√
n+

√
n− 1)

(n+
√
n
√
n− 1 + (n− 1))

=

1

3
．

2.
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1.11 斯托尔兹定理 37

解 因为

lim
n→∞

lnn!
n2

= lim
n→∞

lnn
n2 − (n− 1)2

= lim
n→∞

lnn− ln(n− 1)

2
= 0,

所以 lim
n→∞

(n!)1/n
2

= 1．

3.

解 使用斯托尔兹定理，

lim
n→∞

12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2

n3
= lim

n→∞

(2n− 1)2

n3 − (n− 1)3
=

4

3
.

事实上 12 + 32 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(4n3 − 1)/3．

注意

4.

证明 使用斯托尔兹定理，

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

= lim
n→∞

nan
n2 − (n− 1)2

=
a

2
.

5.

答 取 an = 1− (−1)n，bn = n．那么 lim
n→∞

an/bn = 0，但是

lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1

= lim
n→∞

2(−1)n−1

是不存在的．

6.

证明 对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时

A− ε <
an − an−1

bn − bn−1

< A+ ε,

或者

(A− ε)(bn − bn−1) < an − an−1 < (A− ε)(bn + bn−1),

从而对 m,n > N 有

(A− ε)(bn − bm) < an − am < (A− ε)(bn + bm),
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38 第一章 实数和数列极限

也即

A− ε <
an − am
bn − bm

< A+ ε.

因此

A− ε ⩽ lim
m→∞

an − am
bn − bm

=
an
bn

= lim
m→∞

an − am
bn − bm

⩽ A+ ε.

由 ε 的任意性知 lim
n→∞

an/bn = A．

1.

证明 因为 0 < xn < 1/q 蕴含了 0 < xn+1 < 1/q 而 0 < x1 < 1/q，所以普遍有 0 < xn <

1/q．又 xn+1 − xn = −qx2n < 0，所以根据单调有界原理知 {xn} 收敛．设其极限是 A，那么有

A = A(1− qA)，所以 A = 0，从而 {1/xn} 是严格递增是无穷大量．根据斯托尔兹定理，

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n

1/xn
= lim

n→∞

1

1/xn+1 − 1/xn
= lim

n→∞

1

1/(xn(1− qxn))− 1/xn
=

1

q
.

2.

证明 记 Sn = a21 + a22 + · · ·+ a2n．假设 {Sn} 收敛，那么 lim
n→∞

an = 0，从而 lim
n→∞

anSn = 0，

矛盾！因此 lim
n→∞

Sn = +∞，进而

lim
n→∞

an = lim
n→∞

anSn lim
n→∞

1

Sn

= 0.

根据斯托尔兹定理，

lim
n→∞

na3n = lim
n→∞

(anSn)
3 n

S3
n

= lim
n→∞

n

S3
n

= lim
n→∞

1

S3
n − S3

n−1

= lim
n→∞

1

(Sn − Sn−1)(S2
n + SnSn−1 + S2

n−1)

= lim
n→∞

1

a2n(S
2
n + Sn(Sn − a2n) + (Sn − a2n)

2)
= lim

n→∞

1

3(anSn)2 − 3a3n · anSn + a6n
=

1

3
,

因此 lim
n→∞

3
√
3nan = 1．

3.

解 利用斯托尔兹定理，

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(n+ 1) lnn!− 2(ln 0! + ln 1! + · · ·+ lnn!)
n2

= lim
n→∞

(n+ 2) ln(n+ 1)!− (n+ 1) lnn!− 2 lnn!
2n+ 1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln(n+ 1)− ln(n+ 1)!

2n+ 1

= lim
n→∞

(n+ 1) ln(n+ 1)− n lnn− ln(n+ 1)

2
= lim

n→∞

n ln(1 + 1/n)

2
=

1

2
.
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1.11 斯托尔兹定理 39

4.

证明
an
bn

=
1

bn

n∑
k=1

(ak − ak−1) =
n∑

k=1

bk − bk−1

bn

ak − ak−1

bk − bk−1

,

其中 {an} 和 {bn} 是斯托尔兹定理所要求的，而 a0 = b0 = 0．于是由特普利茨定理马上得到当

lim
n→∞

(an − an−1)/(bn − bn−1) 存在时

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an − an−1

bn − bn−1

.
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第二章 函数的连续性

2.1 集合的映射

1.

证明 这是因为 a = f(f(a)) = f(b) 而 c = f(f(c)) = f(d)．

2.

答 fn(a) = a．

3.

答 (1) D ◦D = 1．

(2) D−1({0}) = R \Q，D−1({1}) = Q，D−1({0, 1}) = R．

4.

答 (1) 因为 f 是单设，所以 f(A) 中有 n 个元素．又因为 f(A) ⊂ A，所以 f(A) = A．

(2) 因为 f 也是满射，从而是双射，进而 f−1 存在．

(3) n! 个．

5.

证明 设 A = {a1, a2, . . . , an}，那么取

f(x) =


a2, x = a1

a1, x = a2

x, x = a3, . . . , an

即可．

41
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42 第二章 函数的连续性

2.2 集合的势

1.

证明 把全体有理数排成一列，记为 {rn}，那么全体有理点可以按下面的阵列中箭头所指的方

式排成一列．

(r1, r1) (r1, r2) → (r1, r3) (r1, r4) · · ·
↓ ↗ ↙ ↗

(r2, r1) (r2, r2) (r2, r3) (r2, r4) · · ·
↙ ↗ ↙

(r3, r1) (r3, r2) (r3, r3) (r3, r4) · · ·
↓ ↗ ↙ ↗

(r4, r1) (r4, r2) (r4, r3) (r4, r4) · · ·
...

...
...

...

2.

证明 用 Pn 表示 n 次整系数多项式的全体，那么易见 Pn ∼ (Z \ {0})× Zn−1，从而 Pn 是

可数的．由于多项式的根总是有限个的，所以 n 次代数数的全体⋃
f∈Pn

f−1({0})

是可数的，进而代数数的全体
∞⋃

n=0

⋃
f∈Pn

f−1({0})

是可数集．

代数数的全体是可数集蕴含了超越数是存在的．

注意

3.

证明 因为从 A 中的每个区间中都可以取出一个有理数，所以 A 是至多可数的．

4.
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2.3 函数 43

证明 这是因为 S \ {(0, 0, 0, . . . )} 中的元素 (x1, x2, x3, . . . ) 可以与 (0, 1] 中的元素

x =
1

x1 +
1

x2 +
1

x3 +
. . .

构成一一对应．

5.

证明 题干已经帮我们证明完了．

6.

证明 假设可数直线族 L 覆盖了整个平面，那么 L 也覆盖了平面上的任意一条直线．任取

l 6∈ L ，那么 l 与 L 中直线的交点全体是一个至多可数集，这与 l 被 L 覆盖矛盾！

2.3 函数

1.

答 (1) {x : − 1 ⩽ x ⩽ 1}．
(2) R \ {1}．
(3) R \ {−2, 1}．
(4) R \ 2πZ．

2.

证明 设 x0 是 f ◦ f 的唯一不动点，那么 f(f(x0)) = x0，从而 f(f(f(x0))) = f(x0)，进而

f(x0) 也是 f ◦ f 的不动点，因此 f(x0) = x0．而 f 的不动点也是 f ◦ f 的不动点，所以 x0 也

是 f 的唯一不动点．

3.

证明 因为 f(f(a)) = a，所以 f(f(f(a))) = f(a)，从而 f(a) 也是 f 的不动点．如果 f(a) = b，

那么 f(b) = f(f(a)) = a．如果 f(a) = a，那么 f(b) = b，因为 f(b) = a 蕴含着 f(a) = f(f(b)) =

b．

4.
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44 第二章 函数的连续性

证明 (1) 有不可数个这样的函数，因为 f(x) = c− x 都是这样的函数．

(2) 对每个 x ∈ R，如果 f(x) < x，那么 x = f(f(x)) ⩽ f(x)，矛盾！同样 f(x) > x 也会导

出矛盾．所以 f(x) = x．因此这样的函数只有一个．

5.

答 (1) fn(x) =
x√

1 + nx2
．

(2) fn(x) =
x

1 + nbx
．

6.

证明 设有理数 x = m/n．因为

f(1) = f

(
1

n

)
+ f

(
n− 1

n

)
= 2f

(
1

n

)
+ f

(
n− 2

n

)
= nf

(
1

n

)
,

所以 f(1/n) = f(1)/n，进而

f
(m
n

)
= f

(
1

n

)
+ f

(
m− 1

n

)
= 2f

(
1

n

)
+ f

(
m− 2

n

)
= mf

(
1

n

)
=
m

n
f(1).

7.

证明 对任意的 x ∈ R \ {0}，|x| 都是 f 的周期，所以 f(x) = f(0)，因此 f 是常值函数．

8.

证明 假设 sinx2 是一个周期函数，周期设为 T，那么有

sinx2 = sin(x+ T )2 = sin(x2 + 2xT + T 2),

所以 2xT + T 2 = 2kπ 对一切的 x 都成立，而这是不可能的！因此 sinx2 不是周期函数．

假设 sinx+ cos
√
2x 是周期函数，周期设为 T，那么有

sinx+ cos
√
2x = sin(x+ T ) + cos

√
2(x+ T ),

或者

sin(x+ T )− sinx = cos
√
2x− cos

√
2(x+ T ).

和差化积得到

cos
(
x+

T

2

)
sin T

2
= − sin

(√
2x+

T√
2

)
sin T√

2
,

所以
sin(T/2)

sin(T/
√
2)

= −− sin(
√
2x+ T/

√
2)

cos(x+ T/2)
.

而上式右边显然不是常值函数，矛盾！因此 sinx+ cos
√
2x 不是周期函数．



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

2.3 函数 45

9.

证明 注意到

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2
.

10.

证明 略．

11.

答 y = sinhx 的反函数是 y = arsinhx = ln(x +
√
x2 + 1)，y = coshx 的反函数是 y =

arcoshx = ln(x+
√
x2 − 1)．

反双曲三角函数的前缀 ar取自英文 area而不是 arc．
注意

1.

证明 取 a = k1/T，那么不难看出 f(x)/ax 是一个周期为 T 的的函数．

2.

证明 (1) 因为 f(a+ x) = f(a− x) 且 f(b+ x) = f(b− x) 蕴含着

f(b+ x) = f(a+ (x+ b− a)) = f(a− (x+ b− a)) = f(b− (x− 2a+ 2b)) = f(b+ (x− 2a+ 2b)).

(2) 条件可以写成

f(a+ x) = f(a− x), f(b+ x) + f(b− x) = 2y0,

或者

f(2a− x) = f(x), f(2b− x) + f(x) = 2y0,

所以

f(x+ 4(b− a)) = 2y0 − f(2b− (x+ 4(b− a))) = −f(4a− x− 2b) + 2y0 = −f(x+ 2b− 2a) + 2y0

= −(−f(2a− x) + 2y0) + 2y0 = f(2a− x) = f(x).

(3) 条件可以写成

f(a+ x) + f(a− x) = 2y0, f(b+ x) + f(b− x) = 2y1,
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46 第二章 函数的连续性

或者

f(2a− x) + f(x) = 2y0, f(2b− x) + f(x) = 2y1,

于是

f(x+ 4(b− a)) = −f(4a− x− 2b) + 2y1 = −(−f(x+ 2b− 2a) + 2y0) + 2y1

=f(x+ 2b− 2a) + 2(y1 − y0) = −f(2a− x) + 2y1 + 2(y1 − y0) = f(x) + 4(y1 − y0).

取 c = (y1 − y0)/(b− a)，那么 φ(x) = f(x)− cx 就是周期为 4(b− a) 的函数．

2.4 函数的极限

1.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 −δ < x− x0 < 0 时有 |f(x)− 1| < ε．

2.

证明 略．

3.

证明 略．

4.

证明 略．

5.

答 (1) f(2+) = 4，f(2−) = −2a．

(2) a = −2．

6.

证明 对于 ε = ( lim
x→x0

f(x)− a)/2，存在 δ > 0 使得当 0 < |x− x0| < δ 时有

f(x) > lim
x→x0

f(x)− ε > a.

7.

证明 对于 ε = (f(x−0 ) + f(x+0 ))/2，存在 δ > 0 使得当 x ∈ (x0 − δ, x0) 而 y ∈ (x0, x0 + δ)

时有

f(x) < f(x−0 ) + ε = f(x+0 )− ε < f(y).
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2.4 函数的极限 47

8.

证明 因为 f 是递增的，所以对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时有

A− ε < f(xn) ⩽ A.

于是当 xN < x < x0 时就有

A ⩾ f(x) ⩾ f(xN ) > A− ε,

因此 f(x−0 ) = A．

9.

证明 存在 ε0 > 0，使得对无论多么小的正数 δ，都存在 x，虽然它满足 0 < |x− x0| < δ，但

是 |f(x)− l| ⩾ ε0．

10.

解 对任意的 ε > 0，取 N = d1/εe，那么存在 δ > 0 使得

((x0 − δ, x0 + δ) \ {x0}) ∩
N⋃

n=1

An = ∅,

于是当 n > N 时就有 |f(x)| ⩽ 1/N < ε，因此 lim
x→x0

f(x) = f(0)．

11.

答 (1) lim
x→2

1 + x− x3

1 + x2
= −1．

(2) lim
x→1

x2 − 2x+ 1

x2 − x
= lim

x→1

x− 1

x
= 0．

(3) lim
x→1

xm − 1

x− 1
= lim

x→1
(xm−1 + · · ·+ x+ 1) = m．

(4) lim
x→1

xm − 1

xn − 1
lim
x→1

xm−1 + · · ·+ x+ 1

xn−1 + · · ·+ x+ 1
=
m

n
．

(5) lim
x→0

√
1 + x− 1

x
= lim

x→0

1√
1 + x+ 1

=
1

2
．

(6) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= lim

x→0

2√
1 + x+

√
1− x

= 1．

(7) lim
x→0

(1 + x)1/m − 1

x
= lim

x→0

1

(1 + x)(m−1)/m + · · ·+ (1 + x)1/m + 1
=

1

m
．

(8) lim
x→0

x− 1 + (x2 − 1) + · · ·+ (xm − 1)

x− 1
= 1 + 2 + · · ·+m =

1

2
m(m+ 1)．

12.
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48 第二章 函数的连续性

答 (1) lim
x→0

sin ax
sin bx =

a

b
．

(2) lim
x→0

x2

1− cosx = lim
x→0

x2

2 sin2(x/2)
= 2．

(3) lim
x→0

sin sinx
x

= lim
x→0

sin sinx
sinx

sinx
x

= 1．

(4) lim
x→0

tanx
x

= lim
x→0

sinx
x cosx = 1．

(5) lim
h→0

sin(x+ h) = lim
h→0

sinx cosh+ cosx sinh = sinx．

(6) lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

2 cos(x+ h/2) sin(h/2)
h

= cosx．

(7) 注意到

1− cosx cos 2x · · · cosnx

=1− cosx+ cosx(1− cos 2x) + · · ·+ cosx cos 2x · · · cos(n− 1)x(1− cosnx),

所以

lim
x→0

1− cosx cos 2x · · · cosnx
x2

= lim
x→0

n∑
k=1

1− cos kn
x2

=
n∑

k=1

k2

2
=

1

12
n(n+ 1)(2n+ 1).

(8) lim
n→∞

cos x
2

cos x
4
· · · x

2n
= lim

n→∞

sinx
2n sin(x/2n) =

sinx
x

．

13.

答 (1) 由 1/x ⩽ b1/xc < 1/x+ 1，所以 lim
x→0

xb1/xc = 1．

(2) lim
x→2+

bxc2 − 4

x2 − 4
= lim

x→2+

22 − 4

x2 − 4
= 0．

(3) lim
x→2−

bxc2 + 4

x2 + 4
= lim

x→2−

12 + 4

x2 + 4
=

5

8
．

(4) lim
x→1−

b4xc
1 + x

= lim
x→1−

3

1 + x
=

3

2
．

14.

证明 注意到

sin(2πn!e) = sin
(
2πn!

(
e −

n∑
k=0

1

k!

))
,

而

1

(n+ 1)!
< e −

n∑
k=0

1

k!
<

1

n!n
,
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所以当 n 足够大时

sin 2π

n+ 1
< sin(2πn!e) < sin 2π

n
,

因此 lim
n→∞

n sin(2πn!e) = 2π．

15.

证明 事实上这里并不满足定理 2.4.8的条件，因为 g 在 0 的任意邻域内都能取到 0．

16.

证明 对任意的 M > 0，在 (−∞,+∞) 中一点 x0 的邻域 U(x0) 中，分母小于 dMe 的既

约分数只有有限个，所以存在 x ∈ U(x0) 使得 f(x) ⩾ dMe ⩾ M．因此 f 在 (−∞,+∞) 上每点

的邻域内都无界．

2.5 极限过程的其他形式

1.

证明 略．

2.

答 (1) a = 1，b = −1．

(2) a = 1，b = −1/2．

(3) a = −1，b = −1/2．

3.

证明 注意到

sin
√
x+ 1− sin

√
x− 1 = 2 cos

√
x+ 1 +

√
x− 1

2
sin 1√

x+ 1 +
√
x− 1

即可．

4.

证明 注意到

n∑
k=1

ak sin
√
x+ k =

n−1∑
k=1

(a1 + a2 + · · ·+ ak)(sin
√
x+ k − sin

√
x+ k + 1)

并利用第 3题即可．
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50 第二章 函数的连续性

5.

解 lim
n→∞

sin(π
√
n2 + 1) = lim

n→∞
(−1)n sin π√

n2 + 1 + n
= 0．

6.

答 (1) e−2．

(2) e2a．
(3) e−2．

(4) e2+x．

7.

证明 事实上

f(x) = lim
n→∞

nx−1

(
1 +

1

n

)n

,

于是不难直接看出 f 的定义域是 (−∞, 1] 而

f(x) =

0, x < 0

e, x = 1
.

8.

证明 注意到 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

kak

∣∣∣∣∣ = lim
x→0

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak sin kx
x

∣∣∣∣∣ ⩽ lim
x→0

∣∣∣∣sinxx
∣∣∣∣ = 1.

9.

证明 这是因为 lim
x→+∞

f(x) 存在当且仅当 lim
x→π−/2

f(tanx) 存在，然后利用定理 2.4.7即可．

10.

证明 设 f 的一个正周期是 T，那么由归结原则知

0 = lim
x→+∞

f(x) = lim
n→∞

f(x+ nT ) = f(x).

1.

证明 利用归结原则，

f(x) = f(2nx) = lim
n→∞

f(2nx) = lim
x→+∞

f(x).

2.
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2.5 极限过程的其他形式 51

证明 由 f(0) = bf(0) 知 f(0) = 0．具体地设在 (−δ, δ) 上有 |f(x)| < M．对任意的 ε > 0，

取 N = dlogb(M/ε)e，那么当 x ∈ (−δ/aN , δ/aN ) 时就有

|f(x)| =
∣∣∣∣f(aNx)bN

∣∣∣∣ < M

bN
< ε.

因此

lim
x→0

f(x) = 0 = f(0).

3.

证明 设 f 和 g 的周期分别是 T1 和 T2，那么有

f(x) = lim
n→∞

(f(x)− (f(x+ nT1)− g(x+ nT1))) = lim
n→∞

g(x+ nT1)

以及

g(x) = lim
n→∞

(g(x) + f(x+ nT2)− g(x+ nT2)) = lim
x→∞

f(x+ nT2),

因此

f(x)− g(x) = lim
n→∞

g(x+ nT1)− f(x+ nT2) = lim
n→∞

g(x+ n(T1 + T2))− f(x+ n(T1 + T2)) = 0,

亦即 f = g．

4.

证明 (1) 若不然，存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时
(
x1 + xn+1

xn

)n

< e，或者

−1 < n ln xn
x1 + xn+1

⩽ n

(
xn

x1 + xn+1

− 1

)
,

整理即
x1
n
<

xn
n− 1

− xn+1

n
,

于是
x1
N

+
x1

N + 1
+ · · ·+ x1

N + p− 1
<
xN
N1

− xN+p

N + p− 1
<
xN
N
.

当 p→ ∞ 时上是左边是无穷大量而右边是一个有限数矛盾！因此

lim
n→∞

(
x1 + xn+1

xn

)n

⩾ e.

(2) 特别地取 xn = n − 1 + ε，那么 lim
n→∞

(
x1 + xn+1

xn

)n

= e1+ε．令 ε → 0+ 便知 e 是最佳

的．
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52 第二章 函数的连续性

2.6 无穷小与无穷大

1.

答 (1) 1 阶无穷小．

(2) 10 阶无穷大．

(3) 3 阶无穷小．

(4) 因为 x3 − 3x+ 2 = (x− 1)2(x+ 2)，所以它是 2 阶无穷小．

(5) 2 阶无穷大．

(6) 1 阶无穷大．

(7) 1 阶无穷小．

(8) 1/6 阶无穷小．

(9) 1 阶无穷大．

(10) 1 阶无穷小．

(11) 1/2 阶无穷小．

(12) 3 阶无穷小．

(13) 1/2 阶无穷大．

(14) n(n+ 1)/2 阶无穷大．

2.

证明 (1) 设 f = o(α) 以及 g = o(α)，那么

lim
x→x0

f + g

α
= lim

x→x0

f

α
+ lim

x→x0

g

α
= 0,

所以 f + g = o(α)，进而 o(α) + o(α) = o(α)．

(2) 设 f = o(α)，那么

lim
x→x0

cf

α
= c lim

x→x0

f

α
= 0,

所以 cf = o(α)，进而 o(cα) = o(α)．

(3) 设 f = o(α)，那么

lim
x→x0

fk

αk
=

(
lim
x→x0

f

α

)k

= 0,

所以 fk = o(αk)，进而 (o(α))k = o(αk)．

(4) 因为

lim
x→x0

1/(1 + α)− (1− α)

α
= lim

x→x0

α

1 + α
= 0,

所以 1/(1 + α) = 1− α+ o(α)．
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3.

答 (1) 2．

(2) 1．

(3) 0．

(4) 1．

(5) 1/(2n)．

1.

证明 因为 lim
x→0

(f(x)− f(x/2))/x = 0，所以对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 0 < |x| < δ

时

−ε < f(x)− f(x/2)

x
< ε,

或者

−εx < f(x)− f
(x
2

)
< εx,

当然也有

−εx
2k

< f
( x
2k

)
− f

( x

2k+1

)
<
εx

2k
.

取 k = 0, 1, . . . , n 时的情形相加，得到

−
(
2− 1

2n

)
εx < f(x)− f

( x

2n+1

)
<

(
2− 1

2n

)
εx.

令 n→ ∞ 得到 −2ε ⩽ f(x) ⩽ 2ε．因此 lim
x→0

f(x)/x = 0，即当 x→ 0 时 f(x) = o(x)．

2.

答 取

f(x) =

⌈x⌉∏
i=1

(1 + |fi(x)|)

即可．

2.7 连续函数

1.
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答 (1) 不能．

(2) 这个函数的自然定义域是 R \ {0}，但是可以补充定义 f(0) = 0 使之成为 R 上的连续函

数．

(3) 是．

(4) 否．狄利克雷函数就是一个反例．

(5) 零函数．

2.

答 (1) 连续．

(2) 右连续．

(3) 连续．

(4) 右连续．

(5) 不连续．

3.

答 a = c = 0，b = 1．

4.

答 (1) f + g 在 x0 处一定不连续，而例 4告诉我们 fg 在 x0 处可能连续．

(2) f + g 和 fg 在 x0 处都可能连续．

5.

证明 这是因为存在 δ > 0 使得当 0 < |x− x0| < δ 时 f(x)− f(x0) > −f(x0)/2．

6.

答 证明略．反之一般不成立，比如取 f(x) = D(x)− 1/2，其中 D 是狄利克雷函数．

7.

证明 这是练习题 1.1第 14题的推论．

8.

证明 任取 x0 ∈ R，那么对任意的 ε，存在 δ > 0 使得当 0 < |t−x0| < δ 时有 |f(t)−g(x0)| <
ε/2，于是当 0 < |x− x0| < δ/2 时有

|g(x)− g(x0)| = | lim
t→x

f(t)− g(x0)| = lim
t→x

|f(t)− g(x0)| ⩽
ε

2
< ε,

因此 lim
x→x0

g(x) = g(x0)，即 g 在 x0 处连续，进而 g 是连续函数．
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9.

证明 任取 x0 ∈ R，那么对任意的 ε，存在 δ > 0 使得当 x0 < t < x0+δ 时有 |f(t)−F (x0)| <
ε/2，于是当 x0 < x < x0 + δ/2 时有

|F (x)− F (x0)| = | lim
t→x+

f(t)− F (x0)| = lim
t→x+

|f(t)− F (x0)| ⩽
ε

2
< ε,

因此 lim
x→x+

0

F (x) = F (x0)，即 F 在 x0 处右连续，进而 F 在 R 上右连续．

第 8题和第 9题中“只有可去间断点”和“递增（或递减）”的条件是为了让新函数定义良好．

注意

10.

证明 在练习题 2.3的第 6题中已经证明了对有理数 x 有 f(x) = f(1)x．由于无理数可以用

有理数列逼近，所以结合连续性知对无理数 x 也有 f(x) = f(1)x，进而对一切的 x ∈ R 都有

f(x) = f(1)x

1.

证明 这是因为

f(x) = f1(x) + f2(x) + f3(x)−min{min{f1(x), f2(x)}, f3(x)}−max{max{f1(x), f2(x)}, f3(x)}.

2.

证明 分别令 y → x− 和 y → x+ 得到

f(x−) ⩽ f(x) + f(x−)

2
, f(x+) ⩽ f(x) + f(x+)

2
,

或者 f(x−) ⩽ f(x) 及 f(x+) ⩽ f(x)．在

f(x) = f

(
y + (2x− y)

2

)
⩽ 1

2
(f(y) + f(2x− y))

中令 y → x+ 就得到

f(x) ⩽ 1

2
(f(x−) + f(x+)),

由此可见 f(x) = f(x−) = f(x+)，因此 f 是连续函数．

3.
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证明 (1) 对任意异于 x0 的一点 y0，任取一收敛于 y0 的点列 {yn}，利用 f 在 x0 处的连

续性就有

f(x0) = lim
n→∞

f(yn − y0 + x0) = lim
n→∞

f(yn)− f(y0) + f(x0),

因此 lim
n→∞

f(yn) = f(y0)．所以 f 在 R 上连续，由练习题的第 10题知 f(x) = f(1)x．

(2) 不妨明确地设 f 是递增的．对每个 x ∈ R，取 an = b10nxc/10n 以及 bn = d10nxe/10n，
那么 an ⩽ x ⩽ bn 且

lim
n→∞

an = x = lim
n→∞

bn.

于是在

f(1)an = f(an) ⩽ f(x) ⩽ f(bn) = f(1)bn

中令 n→ ∞ 就得到 f(x) = f(1)x．

4.

证明 因为

ln f(x+ y) = ln f(x) + ln f(y),

所以 ln f(x) = x ln f(1) = x ln a，亦即 f(x) = ax．

5.

证明 如果由某个 x0 ∈ (0,+∞) 使 f(x0) = 0，那么 f(x) = f(x0 ·x/x0) = f(x0)f(x/x0) = 0，

从而此时 f = 0．

如果 f 不恒为零，那么由

f(ex+y) = f(ex)f(ey)

知 f(ex) = (f(e))x，从而 f(x) = (f(e))ln x = xln f(e)．

6.

证明 因为 f(x) = f(x) + (f(0))n，所以 f(0) = 0，从而

f(yn) = f(0) + (f(y))n = (f(y))n.

于是

0 = f(−yn + yn) = f(−yn) + (f(y))n = f(−yn) + f(yn),

故由

f(x) = f(x− yn + yn) = f(x− yn) + f(yn)

知

f(x− yn) = f(x)− f(yn) = f(x) + f(−yn).
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这样由 f(x+ yn) = f(x)− f(yn) = f(x) + f(yn)

f(x− yn) = f(x)− f(yn) = f(x) + f(−yn)

我们得到 f(x+ z) = f(x) + f(z)，所以 f(x) = f(1)x．利用 f(xn) = (f(x))n 我们得到当 n 是偶

数时 f(1) = 1，当 n 是奇数时 f(1) = ±1，或者 f(1) = 0．

7.

证明 当 x 6= 0 时我们有

f(x) = f(
√
x2) = f(|x|) = f(

√
|x|) = lim

n→∞
f(|x|1/2

n

) = f(1),

进一步地还能得到

f(0) = lim
x→0

f(x) = lim
x→0

f(1) = f(1).

因此 f 是常值函数．

2.8 连续函数与极限计算

1.

答 (1) lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
= lim

x→1

x+ 1

2x+ 1
=

2

3
．

(2) lim
x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
= lim

x→0

x3 + 5x2 + 10x+ 10

x3 + 1
= 10．

(3) lim
x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x)− 1

x
= lim

x→0
(6x2 + 11x+ 6) = 6．

(4) lim
x→a

(xn − an)− nan−1(x− a)

(x− a)2
= lim

x→a

(xn−1 − an−1 + a(xn−2 − an−2) + · · ·+ an−2(x− a))

x− a
=

(n− 1)an−2 + a(n− 2)an−3 + · · ·+ an−2 =
n(n− 1)an−2

2
．

(5) lim
x→1

xn+1 − (n+ 1)x+ n

(x− 1)2
= lim

x→1

(xn+1 − 1)− (n+ 1)(x− 1)

(x− 1)2
=
n(n+ 1)

2
．

2.

解 (1) lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

x=tmn

= lim
t→1

tn − 1

tm − 1
=

n

m
．

(2) lim
x→0

m
√
1 + αx− 1

x
= lim

x→0

α

(1 + α)(m−1)/m + (1 + α)(m−2)/m + · · ·+ 1
=
α

m
．

(3) lim
x→0

m
√
1 + αx− n

√
1 + βx

x
= lim

x→0

αx/m+ o(x)− (βx/n+ o(x))

x
=
α

m
− β

n
．
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(4) lim
x→1

(1−
√
x)(1− 3

√
x) · · · (1− n

√
x)

(1− x)n−1
= lim

x→1

1

(1− x)n−1
((1−x)/2+o(x−1))((1−x)/3+o(x−

1)) · · · ((1− x)/n+ o(x− 1)) =
1

n!
．

3.

答 (1) 1．

(2) e3/2．
(3) e−1．

(4) 1．

(5) e．
(6) e−1/2．

(7) lim
n→∞

cosn x√
n
= e−x2/2．

(8) e2．
(9) ecot a．

4.

解 事实上

lim
n→∞

(
1 +

x+ x2 + · · ·+ xn

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

x(1− xn)/(1− x)

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

x(1− xn)/(1− x)

n

) n
x(1−xn)/(1−x)

x(1−xn)
1−x

= ex/(1−x).

2.9 函数的一致连续性

1.

答 (1) 不一致连续．因为

lim
n→∞

∣∣∣∣f ( 1

nπ

)
− f

(
1

(n+ 1)π

)∣∣∣∣ = 2.

(2) 一致连续．

(3) 一致连续．

(4) 不一致连续．因为

lim
n→∞

∣∣∣∣∣f
(√(

3

2
+ n

)
π

)
− f

(√(
1

2
+ n

)
π

)∣∣∣∣∣ = 2.
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(5) 不一致连续．因为对无论多么小的正数 δ，都有

lim
n→∞

|f(2nπ)− f(2nπ − δ)| = lim
n→∞

2nπ − 2nπ

1 + (2nπ)2 sin2 δ
= +∞.

2.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ1 > 0 使得当 x′, x′′ ∈ I 时只要 |x′ − x′′| < δ1 就有 |f(x′) −
f(x′′)| < ε/2，也存在 δ2 > 0 使得当 x′, x′′ ∈ I 时只要 |x′ − x′′| < δ2 就有 |g(x′)− g(x′′)| < ε/2．

现在取 δ = min{δ1, δ2}，那么当 x′, x′′ ∈ I 时只要 |x′ − x′′| < δ 就有

|f(x′) + g(x′)− (f(x′′) + g(x′′))| ⩽ |f(x′)− f(x′′)|+ |g(x′)− g(x′′)| < ε.

因此 f + g 也在 I 上一致连续．

3.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 x′, x′′ ∈ (a, b) 时只要 |x′ − x′′| < δ 就有

|f(x′)−f(x′′)| < ε．特别地，当 x′, x′′ ∈ (a, a+δ) 或者 x′, x′′ ∈ (b−δ, b) 时也有 |f(x′)−f(x′′)| < ε．

因此由柯西收敛准则知 f(a+) 和 f(b−) 存在且有限．

1.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 x′, x′′ ∈ [0,+∞) 时只要 |x′ − x′′| < δ 就有

|f(x′)− f(x′′)| < ε．取 N = d1/δe，令 xi = i/N，其中 i = 0, 1, . . . , N．那么对每个 x ∈ [0,+∞)

都存在 [xi, xi+1] 3 x− bxc，于是

lim
x→∞

|f(x)| ⩽ lim
x→∞

|f(x)− f(xi + bxc)|+ |f(xi + bxc)| ⩽ ε,

由 ε 的任意性知

0 ⩽ lim
x→+∞

|f(x)| ⩽ lim
x→+∞

|f(x)| = 0,

所以 lim
x→+∞

f(x) = 0．

2.

证明 这是因为∣∣∣∣f(x′)x′
− f(x′′)

x′′

∣∣∣∣ = |x′′(f(x′)− f(x′′))− (x′ − x′′)f(x′′)|
x′x′′

⩽ |f(x′)− f(x′′)|
x′

+
|x′ − x′′||f(x′′)|

x′x′′

⩽ |f(x′)− f(x′′)|
x′

+
|x′ − x′′|(|f(x′′)− f(a)|+ |f(a)|)

x′x′′
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60 第二章 函数的连续性

⩽ k|x′ − x′′|
x′

+
|x′ − x′′|(k(x′′ − a) + |f(a)|)

x′x′′

⩽ k|x′ − x′′|
x′

+
|x′ − x′′|(kx′′ + |f(a)|)

x′x′′

=

(
2k

x′
+

|f(a)|
x′x′′

)
|x′ − x′′| ⩽ 2ak + |f(a)|

a2
|x′ − x′′|.

2.10 有限闭区间上连续函数的性质

1.

证明 根据练习题 2.9的第 3题知可以补充定义 f(a) = f(a+) 和 f(b) = f(b−) 使 f 成为

[a, b] 上的连续函数，从而在 [a, b] 上有界，进而在 (a, b) 上有界．

2.

答 当 I 是有限区间时 fg 仍然一致连续，当 I 是无限区间时 fg 可能不一致连续，比如取

f(x) = g(x) = x．

3.

证明 补充定义 f(a) = f(a+) 和 f(b) = f(b−) 使 f 成为 [a, b] 上的连续函数，那么 f 在

[a, b] 上一致连续，限制到 (a, b) 上仍然一致连续．

4.

证明 对任意的 ε > 0，根据柯西收敛原理，存在 X > a 使得当 x′, x′′ > X 时有 |f(x′) −
f(x′′)| < ε．由于 f 在 [a,X + 1] 上一致连续，所以存在 δ > 0 使得当 x′, x′′ ∈ [a,X + 1] 时只要

|x′ − x′′| < δ 就有 |f(x′)− f(x′′)| < ε．现在取 δ′ = min{δ, 1/2}，那么对任意的 x′, x′′ ∈ [a,+∞)，

当 |x′ − x′′| < δ′ 时，必有 x′, x′′ ∈ [a,X + 1] 或 x′, x′′ ∈ [X,+∞)，所以 |f(x′)− f(x′′)| < ε．因

此 f 在 [a,+∞) 上一致连续．

5.

证明 由第 4题知 f(x)− bx− c 在 [a,+∞) 上一致连续，所以 f(x) = f(x)− bx− c+(bx+ c)

在 [a,+∞) 上一致连续．

6.

证明 显然 f(x) = x3 + 2x− 1 是递增的，因为 f(0)f(1) = −2 < 0，所以 f(x) 在 (0, 1) 内

有唯一的零点．

7.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

2.10 有限闭区间上连续函数的性质 61

证明 (1) 因为

lim
x→+∞

xn + φ(x) = lim
x→+∞

xn(1 + φ(x)/xn) = +∞,

lim
x→−∞

xn + φ(x) = lim
x→−∞

xn(1 + φ(x)/xn) = −∞,

所以存在 x0 ∈ R 使得 xn0 + φ(x0) = 0．

(2) 因为

lim
x→±∞

xn + φ(x) = lim
x→+∞

xn(1 + φ(x)/xn) = +∞

所以存在 X > 0 时当 |x| > X 时 xn + φ(x) ⩾ 0n + φ(0)．由于 xn + φ(x) 在 [−X,X] 上连续，

所以存在 y ∈ [−X,X] 使得对一切的 x ∈ [−X,X] 都有

yn + φ(y) ⩽ xn + φ(x),

当然也有 yn + φ(y) ⩽ 0n + φ(0)，所以对一切的 x ∈ R 都有

yn + φ(y) ⩽ xn + φ(x).

8.

证明 设 F (x) = f(x+ 1/n)− f(x)，那么

0 = f(1)− f(0) = F

(
n− 1

n

)
+ F

(
n− 2

n

)
+ · · ·+ F (0),

所以不可能所有的 F (i/n) 都是正的，或者都是负的．因此存在 i 和 j 使得 F (i/n)F (j/n) ⩽ 0，

进而利用 F 的连续性就知道存在 xn 使得 F (xn) = 0，亦即 f(xn) = f(xn + 1/n)．

9.

证明 因为 f(a) < a 而 lim
x→±∞

f(x) = +∞，所以利用连续函数的介值性知存在 ξ1 < a 和

ξ2 > a 使得 f(ξ1) = f(ξ2) = a，于是 ξ1 和 ξ2 就是 f ◦ f 的两个最小值点．

10.

证明 因为 f([a, b]∩Q) 和 f([a, b] \Q) 都是可数集，所以 f([a, b]) 也是可数集，由此可见若

f 是连续函数，那么 f 只能是常值的．但是 f 既能取到有理数，也能取到无理数，所以 f 不是

连续函数．

11.
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证明 (1) 设 y > x，那么由

−k(y − x) ⩽ f(x)− f(y)

知 kx− f(x) ⩽ ky − f(y)，所以 kx− f(x) 是递增的．

(2) 因为

f(x)− x = (k − 1)x+ (f(x)− f(0)− kx) + f(0),

所以当 x > 0 时 f(x)− x ⩽ (k − 1)x+ f(0)，当 x < 0 时 f(x)− x ⩾ (k − 1)x+ f(0)．由此可见

存在 ξ ∈ R 使得 f(ξ) = ξ，亦即 f(ξ) = ξ．假设又有 η 使 f(η) = η，那么

|ξ − η| = |f(ξ)− f(η)| ⩽ k|ξ − η|,

从而 ξ = η，此即唯一性．

12.

证明 设 f 是一个连续的周期函数，T 是它的一个正周期，那么 f 在每个闭区间 [kT, (k+2)T ]

上一致连续，其中 k ∈ Z．于是对任意的 ε > 0，存在 δ′ > 0 使得对任意的 x′, x′′ ∈ [kT, (k+2)T ]，

只要 |x′ −x′′| < δ′，就有 |f(x′)− f(x′′)| < ε．现在取 δ = min{δ′, T}，那么对于任意的 x′, x′′ ∈ R，

只要 |x′ −x′′| < δ，x′ 和 x′′ 就会同时落在某个 [kT, (k+2)T ] 中，从而有 |f(x′)− f(x′′)| < ε．因

此 f(x) 在 R 上一致连续．

根据练习题 2.9的第 1题知 sin2 x+ sinx2 在 R 上不是一致连续的，所以不是周期函数．

1.

证明 若不然，存在一个趋向 ∞ 的数列 {xn} 使得 {f(xn)} 是有界的，于是从 {f(xn)} 中

可以取出一个收敛子列 {f(xnk
)}，其极限设为 A．于是由归结原理可知

∞ = lim
x→∞

f(f(x)) = lim
k→∞

f(f(xnk
)) = f(A),

矛盾！因此 lim
x→∞

f(x) = ∞．

2.

证明 设 F (x) = f(x)− g(x)，那么 F (xn) = f(xn)− f(xn+1)，于是根据连续函数的介值性知

存在 ξn ∈ [a, b] 使得

F (ξn) =
1

n

n∑
k=1

F (xn) =
f(x1)− f(xn+1)

n
.

取 {ξn} 的一个收敛子列 {ξnk
}，其极限设为 x0．那么利用 f 的有界性知

F (x0) = lim
k→∞

F (ξnk
) = lim

k→∞

f(x1)− f(xnk+1)

nk

= 0,

所以 f(x0) = g(x0)．
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2.11 函数的上极限和下极限 63

3.

证明 如果 f(x+ λ)− f(x) 在任意的区间 [X,+∞) 上都能取到 0，那就没什么好说的了．

如果存在 X > a 使得当 x > X 使 f(x + λ) − f(x) 取不到 0，那么由连续函数的介值

性知 f(x + λ) − f(x) > 0 或 f(x + λ) − f(x) < 0，不妨设 f(x + λ) − f(x) > 0．我们断言

inf
x>X

f(x+λ)−f(x) = 0，从而可以找到一个趋于 +∞ 的数列 {xn} 使得 lim
n→∞

f(xn+λ)−f(xn) = 0．

事实上如果 inf
x>X

f(x+ λ)− f(x) = a > 0，那么

f(X + nλ)− f(X) ⩾ na→ +∞ (n→ ∞),

这与 f 的有界性矛盾！

4.

证明 (1) 假设存在这样的连续函数 f，任取一对满足 f(a) = f(b) 的 a 和 b，且 a < b．那

么由介值性知对任意的 x ∈ (a, b) 都有 f(x) > f(a) 或 f(x) < f(a)，不妨设 f(x) > f(a)，那么

f 在 [a, b] 上能取到最大值 M = f(x1) > f(a)，于是还有另一 x2 ∈ R 使得 f(x1) = f(x2) = M．

不妨设 x1 < x2．

如果 a < x1 < x2 < b，设 m = f(x0) 是 f 在 [x1, x2] 上的最小值，设 r 满足 max{m, f(a)} <
r < M，那么由介值性存在 t1 ∈ (a, x1)，t2 ∈ (x1, x0)，t3 ∈ (x0, x2)，t4 ∈ (x2, b) 使得

f(t1) = f(t2) = f(t3) = f(t4) = r,

这与对 f 的假设矛盾！

如果 a < x1 < b < x2，那么对满足 f(a) < r < M 的 r 也存在 t1 ∈ (a, x1)，t2 ∈ (x1, b)，

t3 ∈ (b, x2) 使得

f(t1) = f(t2) = f(t3) = r,

这也与对 f 的假设矛盾！

因此不存在这样的连续函数．

(2) 存在，比如 f(x) =
2x

3π
+ sinx．

2.11 函数的上极限和下极限

1.

答 (1) 上极限是 1，下极限是 −1．

(2) 上极限是 +∞，下极限是 −∞．

(3) 上极限是 +∞，下极限是 −∞．

2.
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64 第二章 函数的连续性

证明 对每个 n ∈ N∗ 都存在 ξn ∈ (x0− δ/n, x0) 使得 f(ξn) < α，也存在 ηn ∈ (x0− δ/n, x0)
使得 f(ηn) < α．从而由连续函数的介值性知存在 xn ∈ (x0−δ/n, x0) 使得 f(xn) = α，而 xn → x−0

是显然的．

3.

证明 (1) 这是显然的．

(2) 如果 lim
x→x0

f(x) = −∞，那么存在一个收敛于 x0 的数列 {xn} 使得 lim
n→∞

f(xn) = −∞，所

以总有 φ(δ) = −∞，当然也有

a = lim
δ→0+

φ(δ) = −∞ = lim
x→x0

f(x).

如果 lim
x→x0

f(x) = A 是有限数，那么对任意的 ε > 0 都存在 η > 0 使得当 δ < η 时 φ(δ) ⩾

A− ε，从而

A− ε ⩽ lim
δ→0+

φ(δ) = α.

另一方面，由于存在一个收敛于 x0 的数列 {xn} 使得 lim
n→∞

f(xn) = A，所以总有 φ(δ) ⩽ A，进

而 A ⩾ α ⩾ A− ε．由 ε 的任意性知

α = A = lim
x→x0

f(x).

同样的道理也有 β = lim
x→x0

f(x)．

2.12 混沌现象

1.

证明 这很显然，没什么好说的．

2.

证明 这是定理 2.12.2的特殊情况．

3.

证明 这是定理 2.12.2的特殊情况．

4.

证明 这是因为 f i(I0) ⊃ Ii，从而利用连续函数的介值性即可．
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3.1 导数的定义

1.

答 lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(0)．

2.

证明 对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时有∣∣∣∣f(an)− f(0)

an − 0
− f ′(0)

∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣f(bn)− f(0)

bn − 0
− f ′(0)

∣∣∣∣ < ε,

于是∣∣∣∣f(bn)− f(an)

bn − an
− f ′(0)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(f(bn)− f(0)

bn − 0
− f ′(0)

)
bn − 0

bn − an
+

(
f(0)− f(an)

0− an
− f ′(0)

)
0− an
bn − an

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣f(bn)− f(0)

bn − 0
− f ′(0)

∣∣∣∣ bn − 0

bn − an
+

∣∣∣∣f(0)− f(an)

0− an
− f ′(0)

∣∣∣∣ 0− an
bn − an

< ε,

因此 lim
n→∞

f(bn)− f(an)

bn − an
= f ′(0)．

3.

证明 在第 2题中取 bn = an = −1/n 即可．

4.

证明 这是因为

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

2h
+
f(x0)− f(x0 − h)

2h
= f ′(x0).

对于逆命题的反例，取 f(x) = |x| 即可．

65
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66 第三章 函数的导数

5.

答 (1) (2, 4)．

(2) (−3/2, 9/4)．

(3) (1/4, 1/16) 和 (−1, 1)．

6.

证明 这是因为这两个点处的切线斜率分别是 2x1 和 2x2．

7.

答 lim
n→∞

(
f(a+ 1/n)

f(a)

)n

= lim
n→∞

(
1 +

f(a+ 1/n)− f(a)

f(a)

) f(a)
f(a+1/n)−f(a)

f(a+1/n)−f(a)
1/n

1
f(a)

= ef ′(a)/f(a)．

8.

证明 事实上

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a
φ(x) = φ(a).

因为

lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a
= lim

x→a

|x− a|
x− a

φ(x),

所以当 φ(a) = 0 时 g 在点 a 处可导．

9.

答 f ′(0) = −8，f ′(1) = f ′(2) = 0．

10.

证明 这是因为极限

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
xλ−1 sin 1

x

仅当 λ > 1 时存在．

1.
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3.2 导数的计算 67

证明 黎曼函数在有理点不连续，当然也不可导．对于无理数 x0，根据问题 1.1的第 8题，存

在有理数列 {pn/qn}，其中 pn 和 qn 互素，满足∣∣∣∣pnqn − x0

∣∣∣∣ < 1

q2n
, lim

n→∞
qn = +∞,

于是

lim
n→∞

∣∣∣∣R(pn/qn)−R(x0)

pn/qn − x0

∣∣∣∣ = lim
n→∞

1/qn
|pn/qn − x0|

> qn → +∞ (n→ ∞),

因此 R(x) 在 x0 处不可导，进而在无理点处都不可导．所以黎曼函数处处不可导．

2.

证明 比如狄利克雷函数．

3.2 导数的计算

1.

答 (1) y′ = 3x2 − 2．

(2) y′ = 1

2
√
x
+

1

x2
．

(3) y′ = −a sinx+ b cosx．

(4) y′ = 3

5
x−2/5 + x cosx+ sinx．

(5) y′ = 6

x
+ abebx．

(6) y′ = 1

x ln a + bax ln a．

(7) y′ = 2x2 cosx2 + sinx2．

(8) y′ = ab

1 + a2x2
+ ab sec2 bx．

(9) y′ = cosx
2x2/3

+ 3
√
x sinx．

(10) y′ = 4ax3 + 3bx2 + a．

(11) y′ = ad− bc

(cx+ d)2
．

(12) y′ = ax

x
+ ax ln a lnx．

(13) y′ = lnx+ 1．

(14) y′ = a2 sec2 x+ ax ln a tanx．

(15) y′ = 1√
1− x2

+
x2

1 + x2 + 2x arctanx．



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

68 第三章 函数的导数

(16) y′ = 1 + x2 + (1− x2) lnx
(1 + x2)2

．

(17) y′ = − 2

(cosx+ sinx)2．

(18) y′ = cosx
x

+ cscx− x cotx cscx− sinx
x2

．

(19) y′ = x cosx lnx+ sinx+ lnx sinx．
(20) y′ = 3 cosx sin2 x．

(21) y′ = eax(a cos bx− b sin bx)．
(22) y′ = xx

x

(xx−1 + xx lnx(1 + lnx))．
(23) y′ = − x√

1− x2
．

(24) y′ = 2x

1 + (1 + x2)2
．

(25) y′ = 4
√
x
√
x+

√
x+ 2

√
x+ 1

8
√
x
√
x+

√
x

√
x+

√
x+

√
x
．

(26) y′ = cosx− sinx
cosx+ sinx．

(27) y′ = −2 sin lnx．
(28) y′ = asin x cosx ln a．

(29) y′ = 1

1− x2
+

x arcsinx
(1− x2)3/2

．

(30) y′ = sinhx．

2.

解 因为

1 + x+ · · ·+ xn =
1− xn+1

1− x
,

所以在上式两端求导就得到

1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 =
1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
. (3.1)

在(3.1)式中取 x = 1/2 就得到
n∑

k=1

k

2k−1
= 4− n+ 2

2n−1
．在(3.1)式的两端乘以 x 后再求导，可以得

到

12 + 22x+ 32x2 + · · ·+ n2xn−1 =
(−2n2 − 2n+ 1)xn+1 + n2xn+2 + (n+ 1)2xn − x− 1

(x− 1)3
.

3.
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3.2 导数的计算 69

证明 (1) 由
n∑

k=0

(
n

k

)
xk = (1 + x)n

可得
n∑

k=1

k

(
n

k

)
xk−1 = n(1 + x)n−1. (3.2)

再令 x = 1 就得到所要的结果．

(2) 在(3.2)两端乘以 x 得到

n∑
k=1

k

(
n

k

)
xk = nx(1 + x)n−1,

于是再求导就得到
n∑

k=1

k2
(
n

k

)
xk = n(1 + x)n−1 + n(n− 1)x(1 + x)n−2,

在其中令 x = 1 就得到所要的结果．

4.

证明 在 f(x) = f(x+ T ) 的两端求导就得到 f ′(x) = f ′(x+ T )，从而 f ′ 也是周期函数．

5.

证明 (1) 在 f(x) = −f(−x) 两端求导得到 f ′(x) = f ′(−x)．
(2) 在 f(x) = f(−x) 两端求导得到 f ′(x) = −f ′(−x)．

6.

证明 设 f(x) = (x− a)(x− b)(x− x0)，那么

f ′(x) = (x− a)(x− b) + (x− a)(x− x0) + (x− b)(x− x0),

所以 0 ⩾ f ′(a)f ′(b) = −(a− b)2(a− x0)(b− x0) 当且仅当 x0 6∈ (a, b)，这当且仅当 f 在 [a, b] 上

不变号．

7.

证明 不妨设

0 < f ′
+(a) = lim

x→a+

f(x)− f(a)

x− a
= lim

x→a+

f(x)

x− a
, 0 < f ′

−(b) = lim
x→b−

f(x)− f(b)

x− b
= lim

x→b−

f(x)

x− b
,

于是由极限的保号性知存在 δ > 0 使得当 x ∈ (a, a+ δ) 时 f(x)/(x− a) > 0，当 x ∈ (b− δ, b) 时

f(x)/(x− b) > 0．因此 f(a+ δ/2)f(b− δ/2) < 0，进而 f 在 (a+ δ, b− δ/2) 内至少有一个零点，

在 (a, b) 当然也至少有一个零点．
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70 第三章 函数的导数

8.

证明 中学问题，略．

9.

证明 中学问题，略．

10.

证明 略

1.

证明 因为

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
,

所以对任意的 ε 都存在 δ > 0 使得当 0 < x < δ 时有 |f(x)/x− f ′(0)| < ε，或者

(f ′(0)− ε)x < f(x) < (f ′(0) + ε)x.

所以当 n > d1/δe 时有

k

n2
(f ′(0)− ε) < f

(
k

n2

)
<

k

n2
(f ′(0) + ε), k = 1, 2, . . . , n.

在上式中对 k 求和得到

n(n+ 1)

2n2
(f ′(0)− ε) < f

(
1

n2

)
+ f

(
2

n2

)
+ · · ·+ f

( n
n2

)
<
n(n+ 1)

2n2
(f ′(0) + ε),

因此
1

2
(f ′(0)− ε) ⩽ lim

n→∞
xn ⩽ lim

n→∞
xn ⩽ 1

2
(f ′(0) + ε).

由 ε 的任意性知 lim
n→∞

xn = f ′(0)/2．

根据这个结果不难直接写出 lim
n→∞

n∑
i=1

sin i

n2
=

1

2
以及 lim

n→∞

n∏
i=1

(
1 +

i

n2

)
=

√
e．

2.

证明 任取 f ∈ V，设 f(x) = ax2 + bx+ c．那么由
f(1) = a+ b+ c

f(1/2) = 4/a+ b/2 + c

f(0) = c
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3.2 导数的计算 71

可知

|f ′(0)| = |b| = | − f(1) + 4f(1/2)− 3f(0)| ⩽ |f(1)|+ 4|f(1/2)|+ 3|f(0)| = 8.

又因为当 f(x) = 8x2 − 8x+ 1 时上面的不等式变为等式，所以 sup{|p′(0)| : p ∈ V } = 8．

3.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 0 < |x| < δ 时有

m− ε <
f(2x)− f(x)

x
< m+ ε,

于是对于 k ⩾ 1 当然也有

m− ε <
f(x/2k−1)− f(x/2k)

x/2k
< m+ ε,

或者
m− ε

2k
<
f(x/2k−1)− f(x/2k)

x
<
m+ ε

2k
.

取 k = 1, 2, . . . , n 时的情形相加，得到

(m− ε)

(
1− 1

2n

)
<
f(x)− f(x/2n)

x
< (m+ ε)

(
1− 1

2n

)
.

令 n→ ∞ 并利用 f 在 x = 0 处的连续性可得

m− ε ⩽ f(x)− f(0)

x
⩽ m+ ε.

由此可知 m = lim
x→0

(f(x)− f(0))/x = f ′(0)．

4.

证明 假设存在这样的函数 f，那么 f ◦ f 有唯一的不动点 x = 1．于是 f(f(f(1))) = f(1)，

从而 f(1) 也是 f ◦ f 的不动点，因此 f(1) = 1．对 f(f(x)) = −x3 + x2 + 1 求导可得

f ′(f(x))f ′(x) = −3x2 + 2x,

再令 x = 1 就得到 (f ′(1))2 = −1，但这是不可能的．因此不存在这样的函数．

5.

证明 假设存在这样的函数 f，那么 f ◦ f 有两个不动点 1 和 3．于是 f(f(f(1))) = f(1)，从

而 f(1) 也是 f ◦ f 的不动点，因此 f(1) = 1 或 f(1) = 3．对 f(f(x)) = x2 − 3x+ 3 求导可得

f ′(f(x))f ′(x) = 2x− 3.
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72 第三章 函数的导数

如果 f(1) = 1，那么

−1 = f ′(f(1))f ′(1) = (f ′(1))2,

矛盾！如果 f(1) = 3，那么

−1 = f ′(f(1))f ′(1) = f ′(3)f ′(1) = f ′(3)f ′(f(3)) = 3,

矛盾！因此不存在这样的函数．

3.3 高阶导数

1.

答 (1) y′′ = (4x2 − 2)e−x2

．

(2) y′′ = ax(2 + 4x ln a+ x2 ln2 a)．

(3) y′′ = − a2

(a2 − x2)3/2
．

(4) y′′ = a+ 3
√
x

4(a+
√
x)3x3/2

．

(5) y′′ = 2 sec2 x tanx．

(6) y′′ = 2x

1 + x2
+ 2 arctanx．

(7) y′′ = − csc2 x．

(8) y′′ = 3x

(1− x2)2
+ 3x2 arcsinx(1− x2)5/2 +

arcsinx
(1− x2)3/2

．

(9) y′′ = 6x cosx− x3 cosx− 6x2 sinx．

(10) y′′ = 1

x
．

2.

答 (1) 4/e．
(2) −1/2．

(3) −2．

3.

答 (1) y(10) = 654729075(x+ 1)

1024(1− x)21/2
+

172297125

256(1− x)19/2
．

(2) y(8) = 40320x2

(1− x)9
+

80640x

(1− x)8
+

40320

(1− x)7
．

4.
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解 注意到

e(1+i)x = ex cosx+ iex sinx,

而

(e(1+i)x)(n) = (1 + i)ne(1+i)x = 2n/2enπ/4e(1+i)x = 2n/2ex
(

cos
(
x+

nπ

4

)
+ i sin

(
x+

nπ

4

))
,

所以

(ex cosx)(n) = 2n/2ex cos
(
x+

nπ

4

)
, (ex sinx)(n) = 2n/2ex sin

(
x+

nπ

4

)
.

5.

答 a =
1

2
f ′′
−(x0)，b = f ′

−(x0)，c = f(x0)．

1.

证明 由

(1− x)n =
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
xk

求导可得

−n(1− x)n−1 =
n∑

k=0

(−1)kk

(
n

k

)
xk−1, (3.3)

在其中令 x = 1 就得到
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
k = 0．再对(3.3)式求导可得

n(n− 1)(1− x)n−2 =
n∑

k=0

(−1)kk(k − 1)

(
n

k

)
xk−2,

在其中令 x = 1 并利用
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
k = 0 就得到

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
k2 = 0．如此不断反复，并利用

已经得到的结果，就可以得到

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
km =

0, m ⩽ n− 1,

(−1)nn!, m = n
.

2.

答 我们在这里不加证明地写出

(uvw)(n) =
∑

i+j+k=n

n!

i!j!k!
u(i)v(j)w(k).
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3.

证明 这是因为当 n = 1 的时候结论确实成立，而 f
(n−1)
n−1 (x) =

(−1)n−1

xn
e1/x 蕴含着

f (n)
n (x) = (xfn−1(x))

(n) = xf
(n)
n−1(x) + nf

(n−1)
n−1 (x) = x

(
(−1)n−1

xn
e1/x

)′

+
(−1)n−1

xn
e1/x =

(−1)n

xn+1
e1/x.

4.

证明 归纳易知．

5.

证明 当 n = 1 时结论确实成立．假设对于 n− 1 阶导数的情形结论已经成立，那么

f (n)(x) =
(
(n− 2)! cosn−1 y sin(n− 1)

(
y +

π

2

))′
=(n− 2)!

(
−(n− 1)y′ sin y cosn−2 y sin(n− 1)

(
y +

π

2

)
+ (n− 1)y′ cosn−1 y cos(n− 1)

(
y +

π

2

))
=(n− 1)!y′ cosn−2 y cos

(
n
(
y +

π

2

)
− π

2

)
= (n− 1)! cosn y sinn

(
y +

π

2

)
.

因此对于 n 阶导数结论也成立，进而结论普遍成立．

6.

证明 在

f ′
n(x) = nxn−1 lnx+ xn−1 = nfn−1(x) + xn−1

的两边再求 n− 1 次导数得到

f (n)
n x = nf

(n−1)
n−1 (x) + (n− 1)!,

从而

f
(n)
n (x)

n!
=
f
(n−1)
n−1 (x)

(n− 1)!
+

1

n
= · · · = lnx+ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

由此知 lim
n→∞

f
(n)
n (1/n)

n!
= γ，其中 γ 是欧拉常数．

7.

证明 设 p(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn)，那么 p′(x) = p(x)
n∑

i=1

1

x− xi
，因此

p(x)p′′(x) = p(x)p′(x)
n∑

i=1

1

x− xi
− p2(x)

n∑
i=1

1

(x− xi)2
⩽ p(x)p′(x)

n∑
i=1

1

x− xi
= (p′(x))2.
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8.

解 设 g(x) = (1−
√
x)n，那么

f(x) + g(x) =
n∑

i=0

(
2n+ 2

i

)
(xi/2 + (−x)i/2) = 2

n+1∑
i=0

(
2n+ 2

2i

)
xi,

所以

f (n)(x) + g(n)(x) = 2

(
n!

(
2n+ 2

2n

)
+ (n+ 1)!

(
2n+ 2

2n+ 2

)
x

)
= 2(n+ 1)!(2n+ 1 + x).

又易见 g(n)(1) = 0，所以 f (n)(1) = 4(n+ 1)!(n+ 1)．

3.4 微分学的中值定理

1.

证明 假设它在 [0, 1] 上有两个相异的根 x1 和 x2，那么由罗尔定理知存在介于 x1 和 x2 之

间的数 ξ 使得 3ξ2 − 3 = 0．由于 ξ < 1，所以这是不可能的．因此这个方程在 [0, 1] 上没有相异

的根．

2.

证明 如果 f(a+ 0) = f(b− 0) 是有限数，那么补充定义 f(a) = f(b) = f(a+ 0) 在使用罗尔

定理就得到所要的结论．

如果 f(a + 0) = f(b − 0) = ∞，那么由 f 的连续性知 f(a + 0) = f(b − 0) = +∞ 或

f(a+ 0) = f(b− 0) = −∞，不妨设 f(a+ 0) = f(b− 0) = +∞．那么存在 δ : 0 < δ < (b− a)/3 使

得当 x ∈ (a, a+ δ) ∪ (b− δ, b) 时有

f(x) > max
{
f

(
2a+ b

3

)
, f

(
a+ 2b

3

)}
.

根据连续函数的介值性知存在 η1 ∈ (a, a+ δ) 和 η2 ∈ (b− δ, b) 使得

f(η1) = f(η2) = 1 + max
{
f

(
2a+ b

3

)
, f

(
a+ 2b

3

)}
.

再根据罗尔定理知存在 ξ ∈ (η1, η2) ⊂ (a, b) 使得 f ′(ξ) = 0．

3.
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76 第三章 函数的导数

证明 (1) | sinx− sin y| = | cos ξ||x− y| ⩽ |x− y|．
(2) 这是因为存在 ξ ∈ (y, x) 使得 xp − yp = pξp−1(x− y)，而 yp−1 ⩽ ξp−1 ⩽ xp−1．

(3) 这是因为存在 ξ ∈ (b, a) 使得 ln a
b
= ln a− ln b = a− b

ξ
，而

1

a
<

1

ξ
<

1

b
．

(4) 注意到

a− b√
1 + a2

√
1 + b2

= sin(arctan a− arctan b) < arctan a− arctan b = a− b

1 + ξ2
< a− b.

4.

证明 设 F (x) = p(x)− f(x)，那么根据罗尔定理，存在

x
(1)
0 ∈ (x0, x1), x

(1)
1 ∈ (x1, x2), . . . , x

(1)
n−1 ∈ (xn−1, xn)

使得 F ′(x
(1)
i ) = 0，i = 0, 1, . . . , n− 1．再利用罗尔定理，存在

x
(2)
0 ∈ (x

(1)
0 , x

(1)
1 ), x

(2)
1 ∈ (x

(1)
1 , x

(1)
2 ), . . . , x

(2)
n−2 ∈ (x

(1)
n−2, x

(1)
n−1)

使得 F ′′(x
(2)
i ) = 0，i = 0, 1, . . . , n− 2．如此不断作下去，可以得到存在 ξ = x

(n)
0 使得

0 = F (n)(ξ) = n!a0 − f (n)(ξ),

即 a0 = f (n)(ξ)/n!．

5.

证明 设多项式

f(x) =
a0

n+ 1
xn+1 +

a1
n
xn + · · ·+ an−1

2
x2 + anx,

那么 f(1) = 0 = f(0)，因此根据罗尔定理知存在 ξ ∈ (0, 1) 使得

0 = f ′(ξ) = a0ξ
n + a1ξ

n−1 + · · ·+ an−1ξ + an,

所以多项式 a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an 在 (0, 1) 内有一个零点．

6

证明 假设 f ′ 在 x = 0 的右旁 (0, δ) 上有一个下界 M，不妨设 M < 0，那么当 x ∈ (0, δ)

时有

f(x) = f(δ) + f ′(ξ)(x− δ) ⩽ f(δ) +M(x− δ),

这蕴含着 f(0 + 0) ⩽ f(δ)− δM，矛盾！因此 f ′ 在 x = 0 的右旁无下界．

7.
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3.4 微分学的中值定理 77

证明 因为

0 =
xf ′(x)− f(x)

x
=

(
f(x)

x

)2

,

所以 f(x) = cx．又因为 f(1) = 1，所以 f(x) = x，进而 f(2) = 2．

8.

证明 根据柯西中值定理，存在 ξ ∈ (a, b) 使得

af(b)− bf(a)

a− b
=
f(b)/b− f(a)/a

1/b− 1/a
=

(ξf ′(ξ)− f(ξ))/ξ2

−1/ξ2
= f(ξ)− ξf ′(ξ).

9.

证明 设

F (x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
x,

那么 F (a) = F (b)．因为 f 不是线性的，所以存在 x ∈ (a, b) 使得 F (c) 6= F (a) = F (b)．如果

F (c) > F (a)，那么存在 ξ1 ∈ (a, c) 使得

0 <
F (c)− F (a)

c− a
= F ′(ξ1) = f ′(ξ1)−

f(b)− f(a)

b− a
,

还存在 ξ2 ∈ (c, b) 使得

0 >
F (c)− F (b)

c− b
= F ′(ξ2) = f ′(ξ2)−

f(b)− f(a)

b− a
.

在 ξ1 和 ξ2 中总有一个是满足

|f ′(ξ)| >
∣∣∣∣f(b)− f(a)

b− a

∣∣∣∣
的．对于 F (c) < F (a) 的情形也是一样．

10.

证明 这是因为 (f2 + (f ′)2)′ = 2(f + f ′′)f ′ = 0．

11.

证明 设 y(x) 是一个解，那么 y2 + (y′)2 是一个常数，记为 C．那么可设 y(x) = C cos θ(x)，
于是

−Cθ′(x) sin θ(x) = y′(x) = C sin θ(x),

由此可见 θ(x) = c− x．因此

y(x) = C cos(c− x) = C cos c cosx+ C sin c sinx.
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78 第三章 函数的导数

12.

证明 根据导数的定义及拉格朗日中值定理，

f (n)(0) = lim
x→0

f (n−1)(x)− f (n−1)(0)

x− 0
= lim

x→0
f (n)(ξx) = l.

1.

证明 设

F (x) =


f(−∞), x = −π/2

f(tanx), −π/2 < x < π/2,

f(+∞), x = π/2

G(x) =


g(−∞), x = −π/2

g(tanx), −π/2 < x < π/2,

g(+∞), x = π/2

,

那么由柯西中值定理知存在 η ∈ (−π/2, π/2) 使得

f(+∞)− f(−∞)

g(+∞)− g(−∞)
=
F (π/2)− F (−π/2)
G(π/2)−G(−π/2)

=
F ′(η)

G′(η)
=
f ′(tan η)
g′(tan η) ,

于是 ξ = tan η 即为所求．

2.

证明 设 x1 和 x2 是 f 的两个不同零点，且 x1 < x2．假设 g 在 (x1, x2) 中没有零点，那

么 F (x) = f(x)/g(x) 是 [x1, x2] 上的连续函数．于是由罗尔定理知存在 ξ ∈ (x1, x2) 使得

0 = F ′(ξ) = − 1

g2(ξ)

∣∣∣∣∣f(ξ) g(ξ)

f ′(ξ) g′(ξ)

∣∣∣∣∣ ,
矛盾！因此 g 在 (x1, x2) 中至少有一个零点．

3.

证明 注意到

q(x) = (1 + x2)p(x)p′(x) + x(p(x)2 + p′(x)2) = (xp′(x) + p(x))(xp(x) + p′(x)),

所以我们来考察 φ(x) = xp′(x) + p(x) = (xp(x))′ 和 ψ(x) = xp(x) + p′(x) = e−x2/2(ex2/2p(x))′ 的

零点．因为 0 和 p(x) 的 n 个大于 1 的不同零点构成 xp(x) 的 n+ 1 个零点，所以由罗尔定理

知 φ(x) 有 n 个不同的零点，它们异于 p(x) 的零点．同样地由罗尔定理知 ψ(x) 有 n − 1 个零

点，它们也异于 p(x) 的零点．假设 φ(x) 的这 n 个零点和 ψ(x) 的这 n− 1 个零点中有重复的，

设为 x0，那么有

0 = φ(x0)− x0ψ(x0) = (1− x20)p(x0).

由于 x0 > 1 且 x0 不是 p(x) 的零点，所以这是不可能的．因此 q(x) = 0 至少有 2n− 1 个不同

的实根．
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4.

证明 假设

f(x) = eλnx(c1e(λ1−λn)x + c2e(λ2−λn)x + · · ·+ cn−1e(λn−1−λn)x + cm)

有 n 个零点，那么由罗尔定理知

c1(λ1 − λn)e(λ1−λn)x + c2(λ2 − λn)e(λ2−λn)x + · · ·+ cn−1(λn−1 − λn)e(λn−1−λn)x

有 n− 1 个零点．如此讨论下去便会导出矛盾！因此 f(x) 的实零点不会超过 n− 1 个．当

f(x) = (ex − e)(ex − e2) · · · (ex − en−1) =
n∑

k=1

cke(k−1)x

时 f(x) 刚好有 n− 1 个零点．因此 f(x) 至多有 n− 1 个实零点．

5.

证明 若不然，那么存在 (x0, b) ⊂ [a,+∞) 使得 f(x0) = 0 且在 (x0, b) 上 f(x) 6= 0．由连续函

数的介值性，不妨设在 (x0, b) 上 f(x) > 0．设 F (x) = x−ln f(x)，那么 F ′(x) = 1−f ′(x)/f(x) ⩾ 0，

从而 F (x) 在 (x0, b) 上是递增的，这与

lim
x→x+

0

F (x) = lim
x→x+

0

x− ln f(x) = +∞

矛盾！因此 f = 0．

6.

证明 设 F (x) = f(x)− x/(1 + x2)，那么 F (0) = 0 = F (+∞)．由第 1题知存在 ξ > 0 使得

F ′(ξ) = 0，亦即 f ′(ξ) = (1− ξ2)/(1 + ξ2)2．

7.

证明 根据连续函数的介值性，存在 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1 使得

f(xi) =
k1 + k2 + · · ·+ ki
k1 + k2 + · · ·+ kn

.

再根据拉格朗日中值定理，存在 ti ∈ (xi−1, xi) 使得

1 =
n∑

i=1

(xi − xi−1) =
n∑

i=1

f(xi)− f(xi−1)

f ′(ti)
=

n∑
i=1

ki
f ′(ti)

/
n∑

i=1

ki .
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80 第三章 函数的导数

3.5 利用导数研究函数

1.

证明 (1) 因为 f ′(x) = sec2 x ⩾ 0，所以 f(x) 是递增的．

(2) 因为 f ′(x) = −x2/(1 + x2) ⩽ 0，所以 f(x) 是递减的．

2.

证明 (1) 在第 1题的 (2)中已经说明了 x−arctanx 是递增的，因此当 x > 0 时 x−arctanx >
0，当 x < 0 时 x− arctanx < 0，进而 x(x− arctanx) > 0．

(2) 设 f(x) = ln(1 + x) − x，那么 f ′(x) = −x/(1 + x) < 0，因此 f(x) < f(0) = 0，即

ln(1+x) < x．再设 g(x) = ln(1+x)−x+x2/2，那么 g′(x) = x2/(1+x) > 0，因此 g(x) > g(0) = 0，

即 ln(1 + x) > x− x2/2．

(3) 设 f(x) = sinx − x，那么 f ′(x) = cosx − 1 < 0，因此 f(x) < f(0) = 0，即 sinx < x．

再设 g(x) = sinx − x + x3/6，那么 g′(x) = cosx − 1 + x2/2，于是 g′′(x) = x − sinx > 0，从而

g′(x) > g(0) = 0，进而 g(x) > g(0) = 0，亦即 sinx > x− x3/6．

(4) 设 f(x) = ln(1 + x)− arctanx/(1 + x)，那么

f ′(x) =
x3 + x3 + (1 + x2) arctanx

(1 + x)2(1 + x2)
> 0,

所以 f(x) > f(0) = 0，即 ln(1 + x) > arctanx/(1 + x)．

3.

证明 (1) 设 f(x) = tanx/x，那么

f ′(x) =
x sec2 x− tanx

x2
=

2x− sin 2x

2x2 cos2 x > 0,

因此 f(x2) > f(x1)，亦即 tanx2/ tanx1 > x2/x1．

(2) 如果 x = y，那么

(xα + yα)1/α = 21/αx > 21/βx = (xβ + yβ)1/β.

如果 x 6= y，不妨设 x < y．令 f(t) = (1 + (x/y)t)1/t，那么

f ′(t) = (1 + (x/y)t)1/t
(
(x/y)t ln(x/y)
t((x/y)t + 1)

− ln((x/y)t + 1)

t2

)
< 0,

所以 f(α) > f(β)，亦即 (xα + yα)1/α > (xβ + yβ)1/β．
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3.5 利用导数研究函数 81

(3) 设 f(x) = (1 + x)α − αx − 1，那么 f ′(x) = α(1 + x)α−1 − α．所以当 0 < α ⩽ 1 时

f(x) ⩾ f(0) = 0，亦即 (1 + x)α ⩾ 1 + αx，当 α < 0 或 α ⩾ 1 时 f(x) ⩽ f(0) = 0，亦即

(1 + x)α ⩽ 1 + αx．

(4) 设

f(x) =
1

2
(1 + xp)−

(
1− x

2

)p

−
(
1 + x

2

)p

,

那么

f ′(x) =
p

2

(
xp−1 +

(
1− x

2

)p−1

−
(
1 + x

2

)p−1
)

⩽ p

2

((
x+

1− x

2

)p−1

−
(
1 + x

2

)p−1
)

= 0.

因此 f(x) ⩾ f(1) = 0，亦即 (
1− x

2

)p

+

(
1 + x

2

)p

⩽ 1

2
(1 + xp).

4.

证明 因为 F (0) = F (1) = 0，所以由罗尔定理知存在 ζ ∈ (0, 1) 使得

F ′(ζ) = 2ζf(ζ) + ζ2f ′(ζ) = 0.

又因为 F ′(0) = 0，所以存在 η ∈ (0, ζ) 使得

F ′′(η) = 2f(η) + 4ηf ′(η) + η2f ′′(η) = 0.

事实上还有 F ′′(0) = 0，因此存在 ξ ∈ (0, η) ⊂ (0, 1) 使得 F ′′′(ξ) = 0．

5.

证明 因为 f ′ 严格递增，所以 f 是严格凸函数．于是对于 x2 > x1 > 0 有

f(x1) = f

(
x2 − x1
x2

· 0 + x1
x2

· x2
)
<
x2 − x1
x2

f(0) +
x1
x2
f(x2) =

x1
x2
f(x2),

亦即 f(x1)/x1 < f(x2)/x2．因此 f(x)/x 在 (0,+∞) 上也严格递增．

6.

证明 假设 f 不是常值的，那么存在两点 a 和 b 使得 f(a) 6= f(b)．不妨设 a > b 且

f(a) > f(b)．由 f 的凸性知对于 c > b 有

f(b) = f

(
b− a

c− a
· c+ c− b

c− a
· a
)

⩽ b− a

c− a
f(c) +

c− b

c− a
f(a),
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整理可得

f(c) ⩾ f(a) + (c− a)
f(b)− f(a)

b− a
.

令 c→ +∞ 便得到这与 f 有界是矛盾的．因此 f 是常值函数．

7.

证明 因为 −g′(x) ⩽ f ′(x) ⩽ g′(x)，所以 g(x)− f(x) 和 g(x) + f(x) 都是递增的，从而

g(x)− f(x) ⩾ g(a)− f(a), g(x) + f(x) ⩾ g(a) + f(a),

进而

g(a)− g(x) ⩽ f(x)− f(a) ⩽ g(x)− g(a),

亦即 |f(x)− f(a)| ⩽ g(x)− g(a)．

8.

证明 设 f(x) = x2e1/x−x，那么 f ′(x) = −(x−1)2e1/x−x ⩽ 0．所以当 x > 1 时 f(x) < f(1) =

1，当 x < 1 时 f(x) > f(1) = 1．从而 (1−x)(x2e1/x−x−1) > 0，亦即 (1−x)(x2e1/x−ex) > 0．

9.

答 (1) 最大值是 f(±2) = 13，最小值是 f(±1) = 4．

(2) 最大值是 f(−π/2) = π/2，最小值是 f(π/2) = −π/2．
(3) 最小值是 f(1/e) = −1/e，没有最大值．

(4) 最小值是 f(3/2) = −1/4，没有最大值．

(5) 最大值是 f(−10) = 132，最小值是 f(1) = f(2) = 0．

(6) 最大值是 f(0) = π/4，最小值是 f(1) = 0．

10.

解 依习惯，用 g 表示重力加速度．设力的大小是 F，力与水平面夹角为 θ．那么对每个 θ，

当物体匀速运动时所需的力最小．根据牛顿第二定律，此时有

F cos θ − µ(Wg − F sin θ) = 0,

所以

F =
µWg

cos θ + µ sin θ =
µWg√

1 + u2 sin(θ + arccotµ)
.

由此可见当力与地面的夹角为 arctanµ 时所需的力最小．

11.
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解 设矩形右上角的坐标是 (a cos θ, b sin θ)，那么矩形的面积就是 4ab cos θ sin θ = 2ab sin 2θ．

因此当 θ = π/4 时，亦即矩形的长和宽分别是
√
2a 和

√
2b 时矩形的面积最大．

12.

解 设圆锥的体积是定值 V，高是 h，底面半径是 r．再记 x = h/r，于是由 V = πhr2/3 知

r = 3

√
3V

πx
．不难写出圆锥的表面积是

S = πr2 + πr
√
r2 + h2 = π

(
3V

πx

)2/3

(1 +
√
1 + x2) = π1/3(3V )2/3

1 +
√
1 + x2

x2/3
.

设 f(t) = t−1/3(1 +
√
1 + t)，那么

f ′(t) =
t− 2(1 +

√
1 + t)

6t4/3
√
1 + t

.

不难看出当 t > 8 时 f ′(t) > 0，当 t < 8 时 f ′(t) < 0．因此当 t = 8 时 f(t) 最小，亦即当

x = 2
√
2 = h/r 时圆锥的表面积最小．

13.

解 设扇形的顶角是 α，那么圆锥底面半径就是 r =
R(2π − α)

2π
，于是不难写出圆锥的体积是

π

3

√
R2 − r2r2 =

2π

3

√
R2 − r2

r√
2

r√
2
⩽ 2π

3

(√
R2

3

)3

,

等号当
√
R2 − r2 = r/

√
2 时，亦即 α = 2π(1−

√
2/3) 时取得．因此当扇形的顶角为 2π(1−

√
2/3)

时圆锥的体积最大．

14.

解 该双曲线上 (t, 1/t) 处的切线方程是 y − 1/t = −(x − t)/t2，由此不难写出所求梯形的面

积是 S(t) =
(a− b)(a+ b− 4t)

2t2
．而 S′(t) =

(b− a)(a+ b− 2t)

x3
，所以当 t = (a+ b)/2，亦即切点

为 ((a+ b)/2, 2/(a+ b)) 时梯形的面积最大．

15.

答 事实上这是一个二次函数，于是不难写出 x∗ = (x1 + x2 + · · ·+ xn)/n．

16.

证明 事实上 ax ⩾ xa ⇔ ln a/a ⩾ lnx/x，由此不难算出 a = e．
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17.

证明 这是因为 f 是凸函数，从而有

f(x) = f

(
b− x

b− a
· a+ x− a

b− a
· b
)

⩽ b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

18.

答 都是凸的．

19.

证明 (1) 这是因为 ax 是严格凸函数．等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn．

(2) 因为 x lnx 是严格凸函数，所以

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

ln x1 + x2 + · · ·+ xn
n

⩽ 1

n
(x1 lnx1 + x2 lnx2 + · · ·+ xn lnxn),

亦即
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
⩽ (xx1

1 x
x2
2 · · ·xxn

n )1/(x1x2···xn),

等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn．

(3) 这是因为 − lnx 是严格凸函数．等号成立当且仅当 x1 = x2 = · · · = xn．

20.

证明 设 f 和 g 是区间 I 上的两个凸函数，那么对 I 中任意两个不同的数 x1 和 x2 亦即

任意两个满足 λ1 + λ2 = 1 的正数 λ1 和 λ2 都有

f(λ1x1 + λ2x2) + g(λ1x1 + λ2x2) ⩽ λ1f(x1) + λ2f(x2) + λ1g(x1) + λ2g(x2)

= λ1(f(x1) + g(x1)) + λ2(f(x2) + g(x2)).

因此 f + g 也是 I 上的凸函数．

21.

证明 若不然，存在一点 x0 ∈ (a, b) 使得 f(x0) 6= f(a)，那么由

f(x0) = f

(
b− x0
b− a

· a+ x0 − a

b− a
· b
)

⩽ b− x0
b− a

f(a) +
x0 − a

b− a
f(b) = f(a)

知 f(x0) < f(a)．不妨设 x0 ∈ (a, c)，于是

f(c) = f

(
b− c

b− x0
x0 +

c− x0
b− x0

b

)
⩽ b− c

b− x0
f(x0) +

c− x0
b− x0

f(b) <
b− c

b− x0
f(a) +

c− x0
b− x0

f(b) = f(a),

矛盾！因此 f 是常值函数．
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22.

证明 对任意的 x1, x2 ∈ [a, d]，不妨设 x1 < x2．如果 (x1, x2) ⊂ [a, c] 或 (x1, x2) ⊂ [b, d]，那

么没什么好说的．当 x1 < b 且 x2 > c 时，任取 x ∈ (x1, x2)．

当 x ⩽ b 时，利用 [a, c] 上的凸性有

f(c)− f(x)

c− x
⩽ f(c)− f(b)

c− b
,

利用 [b, d] 上的凸性有
f(c)− f(b)

c− b
⩽ f(x2)− f(c)

x2 − c
,

从而
f(c)− f(x)

c− x
⩽ f(x2)− f(c)

x2 − c
,

进而
f(c)− f(x)

c− x
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
⩽ f(x2)− f(c)

x2 − c
.

利用 [a, c] 上的凸性还有
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(c)− f(x)

c− x
,

所以
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
,

当然还有
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
.

当 b < x < c 时，利用 [a, c] 上的凸性有

f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(c)− f(x)

c− x
,

利用 [b, d] 上的凸性有
f(c)− f(x)

c− x
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
,

因此
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
,

当然还有
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
.
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当 x ⩾ c 时，利用 [a, c] 上的凸性有

f(b)− f(x1)

b− x1
⩽ f(c)− f(b)

c− b
,

利用 [b, d] 上的凸性有
f(c)− f(b)

c− b
⩽ f(x)− f(b)

x− b
,

从而
f(b)− f(x1)

b− x1
⩽ f(x)− f(b)

x− b
,

进而
f(b)− f(x1)

b− x1
⩽ f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x)− f(b)

x− b
.

利用 [b, d] 上的凸性还有
f(x)− f(b)

x− b
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
,

所以
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
,

当然还有
f(x)− f(x1)

x− x1
⩽ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(x2)− f(x)

x2 − x
.

因此 f 在 [a, d] 上也是凸函数．

23.

证明 根据拉格朗日中值定理，存在 η1 ∈ (a, c) 和 η2 ∈ (c, b) 使得

0 <
f(c)− f(a)

c− a
= f ′(η1), 0 >

f(b)− f(c)

b− c
= f ′(η2),

进而又存在 ξ ∈ (η1, η2) 使得

0 >
f ′(η2)− f ′(η1)

η2 − η1
= f ′′(ξ).

1.

证明 (1) 对任意的 x0 ∈ I，在 I 中再任取一个 x′ < x0，那么对的 h > 0 有

f(x0)− f(x′)

x0 − x′
⩽ f(x0 + h)− f(x0)

h
.
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由 f 的凸性知 (f(x0 +h)− f(x0))/h 关于 h 是递增的，从而由单调有界原理知 lim
h→0+

(f(x0 +h)−

f(x0))/h 存在，亦即 f ′
+(x0) 存在，进而 f ′

+ 存在．同样的道理，f ′
− 也存在．在 I 中任取 x1 < x2，

那么对足够小的正数 h 有

f(x1 + h)− f(x1)

h
⩽ f(x2)− f(x1 + h)

x2 − (x1 + h)
⩽ f(x2 + h)− f(x2)

h
,

再令 h→ 0+ 就得到 f ′
+(x1) ⩽ f ′

+(x2)，因此 f ′
+ 是递增的．同理 f ′

− 也是递增的．在

f(x0)− f(x0 − h)

h
⩽ f(x0 + h)− f(x0)

h

中令 h→ 0+ 就得到 f ′
− ⩽ f ′

+．

(2) 当 f ′
+ 在点 x 处左连续时，先任意取定 ε > 0，那么对于 h ∈ (0, ε/2) 就有

f(x− ε+ h)− f(x− ε)

h
⩽ f(x)− f(x− h)

h
,

令 h → 0+ 就得到 f ′
+(x − ε) ⩽ f ′

−(x)．令 ε → 0+ 并利用左连续性就得到 f ′
+(x) ⩽ f ′

−(x)．又已

经知道 f ′
+(x) ⩾ f ′

−(x)，所以 f ′
+(x) = f ′

−(x)，因此 f 在点 x 处可导．对称地，当 f ′
− 在点 x 处

右连续时，f 也在点 x 处可导．

(3) 取定 δ > 0 使得 a− δ, b+ δ ∈ I，那么有

f(a)− f(a− δ)

δ
⩽ f(x2)− f(x1)

x2 − x1
⩽ f(b+ δ)− f(b)

δ
,

于是取

M = max
{∣∣∣∣f(a)− f(a− δ)

δ

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣f(b+ δ)− f(b)

δ

∣∣∣∣}
就有 |f(x2)− f(x1)| ⩽M |x2 − x1|．

这道题还蕴含了凸函数的不可导点至多只有可数个．事实上，设凸函数 f 的不可导点的全体

是 A，那么 {(f ′
−(x), f

′
+(x)) : x ∈ A} 是一族不交的开区间，从而是可数集．

注意

2.

证明 当 f 是凸函数时，对于 x < c 有

f(x)− f(c)

x− c
⩽ lim

x→c−

f(x)− f(c)

x− c
= f ′

−(c),

对于 x > c 有
f(x)− f(c)

x− c
⩾ lim

x→c+

f(x)− f(c)

x− c
= f ′

+(c).
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于是取 a = (f ′
−(c) + f ′

+(c))/2 就有 f(x) ⩾ a(x− c) + f(c)．

当对每一点 c ∈ I 都存在数 a 使得 f(x) ⩾ a(x− c) + f(c) 时，对任意的 (x1, x2) ⊂ I，对每

个 c ∈ (x1, x2) 也存在 a 使得

f(x1) ⩾ a(x1 − c) + f(c), f(x2) ⩾ a(x2 − c) + f(c),

从而
f(c)− f(x1)

c− x1
⩽ a ⩽ f(x2)− f(c)

x2 − c
.

因此 f 是凸函数．

从几何上看，f 是凸函数当且仅当对于 f 的图像上的每一点都存在一条过这个点的直线使得

f 的图像在这条直线的上方．

3.

证明 这是第 2题的特殊情形，此时第 2题中的 a = f ′(c)．

4.

证明 (1) 若不然，存在两个数 x1 和 x2，虽然 x1 < x2，但是 f(x1) ⩾ f(x2)．于是由

f(x1)ef(x1) = x1 < x2 = f(x2)ef(x2)

知

1 ⩽ ef(x1)−f(x2) <
f(x2)

f(x1)
⩽ 1,

矛盾！所以 f 是严格递增的．

(2) 若不然，由 f 递增知 lim
x→+∞

f(x) 是一个有限数，记为 A，那么有

lim
x→+∞

x = lim
x→+∞

f(x)ef(x) = AeA,

矛盾！所以 lim
x→+∞

f(x) = +∞．

(3) 当 x > 0 时有

lnx = ln f(x) + f(x),

所以

lim
x→+∞

f(x)

lnx = lim
x→+∞

1

(ln f(x))/f(x) + 1
= 1.

5.
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证明 显然 p′′′−p′′−p′+p 是一个最高次项系数为正的偶数次多项式，从而 p−p′′ 也是一个最高

次项系数为正的偶数次多项式，于是 p−p′′ 有一个最小值点 x0．由费马定理知 p′(x0)−p′′′(x0) = 0，

进而

p(x)− p′′(x) ⩾ p(x0)− p′′(x0) = p′′′(x0)− p′′(x0)− p′(x0) + p(x0) ⩾ 0.

由于 p + p′ 也是一个最高次项系数为正的偶数次多项式，所以也有一个最小值点 x1．由费马定理

知 p′(x1) + p′′(x1) = 0，所以

p(x) + p′(x) ⩾ p(x1) + p′(x1) = p(x1) + p′(x1)− (p′(x1) + p′′(x1)) = p(x1)− p′′(x1) ⩾ 0.

同样地，p 是一个最高次项系数为正的偶数次多项式，所以也有一个最小值点 x2，那么 p′(x2) = 0，

所以

p(x) ⩾ p(x2) = p(x2) + p′(x2) ⩾ 0.

6.

证明 这是因为由詹森不等式有

n∑
i=1

ln yi ⩾
n∑

i=1

n∑
j=1

aij lnxj =
n∑

j=1

n∑
i=1

aij lnxj =
n∑

i=1

lnxi.

7.

证明 设 y1 和 y2 都是微分方程的两个连续解，再取 u = y1 − y2，那么有

u′′(x) + p(x)u′(x) + q(x)u(x) = 0, u(a) = u(b) = 0.

如果有 c ∈ (a, b) 使得 u(c) 6= 0，不妨设 u(c) > 0，那么 u 在 (a, b) 上取到最大值，不妨设 u(c)

就是最大值，于是由费马定理知 u′(c) = 0，从而 u′′(c) = −q(c)u(c) > 0，这意味着 c 是 u 的一个

严格极小值点，矛盾！因此 u ≡ 0．所以这个微分方程有解必唯一．

8.

证明 (1) 当 n = 1 时，这是中学生也会证的．假设对于 x < 0 已经有 P2n−2(x) > ex >

P2n−1(x)，设 f(x) = ex − P2n(x)，g(x) = ex − P2n+1(x)，那么

f ′(x) = ex − P2n−1(x) > 0, g′(x) = ex − P2n(x) < 0,

所以 f(x) < f(0) = 0，g(x) > g(0) = 0．因此 P2n(x) > ex > P2n+1(x)．由归纳法原理知结论普遍

成立．

(2) 归纳易得 ex > Pn(x)．另一方面，有(
1 +

x

n

)n
= 1 +

(
n

1

)
x

n
+

(
n

2

)(x
n

)2
+ · · ·+

(
n

n

)(x
n

)n
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= 1 + x+
1

2!

(
1− 1

n

)
x2 + · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− n− 1

n

)
xn

⩽ 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
= Pn(x).

9.

证明 对每个 t ∈ R 作函数

ft(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + t(x− a)(x− b),

那么不难算出

D2ft(x) = D2f(x) + 2t = 2t.

当 t > 0 时，假设存在 x0 ∈ (a, b) 使得 ft(x0) > 0，那么由 ft(a) = ft(b) = 0 知 ft 在 (a, b)

上取到最大值．不妨设 x0 就是 ft 的最大值点．由 D2ft(x0) = 2t > 0 知存在 h > 0 使得

ft(x0 + h) + ft(x0 − h)− 2ft(x0) > 0，所以

f(x0) <
1

2
(f(x0 + h) + f(x0 − h)) ⩽ f(x0),

矛盾！因此当 t > 0 时 ft ⩽ 0．对称地，当 t < 0 时 ft ⩾ 0．由 ft 关于 t 的连续性知 ft = 0，

亦即

f(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a).

因此取

c1 =
f(b)− f(a)

b− a
, c2 = f(a)− a

f(b)− f(a)

b− a

即可．

10.

证明 若不然，那么

m = min
{
n : 存在x0 ∈ (0, π)使得

n∑
k=1

sin kx0
k

⩽ 0

}

是定义良好的．设 Sm(x) =
m∑

k=1

sin kx
k

．因为有 x0 ∈ (0, π) 使得 Sm(x0) ⩽ 0 = Sm(0) = Sm(π)，所

有 Sm(x) 在 (0, π) 上能取到最小值，不妨设 x0 就是其最小值点．由 m 的最小性知 Sm−1(x0) > 0，

所以 sinmx0 < 0，这意味着 sin(mx0/2) 6= 0 和 cos((m+ 1)x0/2) 6= 01．由费马定理知

0 = S′
m(x0) =

m∑
k=1

cos kx0 =
cos((m+ 1)x0/2) sin(mx0/2)

sin(x0/2)
6= 0,

矛盾！
1这是因为 cos((m + 1)x0/2) = 0 ⇒ (m + 1)x0 = (2n + 1)π ⇒ sin mx0 = sin((2n + 1)π − x0) = sin x0 > 0．
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3.6 洛必达法则

1.

答 (1) lim
x→0

eax − ebx
sin ax− sin bx = lim

x→0

aeax − bebx
a cos ax− b sin bx = 1．

(2) lim
x→0

tanx− x

x− sinx = lim
x→0

sec2 x− 1

1− cosx = lim
x→0

2 sec2 tanx
sinx = 2．

(3) lim
x→0

x cotx− 1

x2
= lim

x→0

x cosx− sinx
x2 sinx = lim

x→0

−x sinx
x2 cosx+ 2x sinx = lim

x→0

− sinx
x cosx+ 2 sinx =

lim
x→0

− cosx
3 cosx− x sinx = −1

3
．

(4) lim
x→0

x(ex + 1)− 2(ex − 1)

x3
= lim

x→0

1− ex + xex
3x2

= lim
x→0

xex
6x

=
1

6
．

(5) lim
x→+∞

ex + e−x

x3
= +∞．

(6) lim
x→1−

lnx ln(1 − x) = lim
x→1−

ln(1− x)

1/ lnx = lim
x→1−

−1/(1− x)

−1/(x ln2 x)
= lim

x→1−

ln2 x

1− x
= lim

x→1−

2 lnx/x
−1

=

0．

(7) lim
x→0+

xx = lim
x→0+

ex ln x = 1．

(8) lim
x→1

x1/(1−x) = lim
x→0

eln x/(1−x) =
1

e．

(9) lim
x→∞

cosx a
x
= lim

x→∞
ex ln cos(a/x) = lim

x→∞
e

ln cos(a/x)
1/x = lim

x→∞
e

a tan(a/x)/x2

−1/x2 = 1．

(10) lim
x→1

(
1

lnx − 1

x− 1

)
= lim

x→1

x− 1− lnx
(x− 1) lnx = lim

x→1

1− 1/x

(x− 1)/x+ lnx = lim
x→1

x− 1

x− 1 + x lnx =

lim
x→1

1

lnx+ 2
=

1

2
．

(11) lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

ex − x− 1

(ex − 1)x
= lim

x→0

ex − 1

xex + ex − 1
= lim

x→0

ex
(x+ 2)ex =

1

2
．

(12) lim
x→∞

x

((
1 +

1

x

)x

− e
)

= lim
x→∞

(1 + 1/x)x − e
1/x

= lim
x→∞

(1 + 1/x)x((1 + x) ln(1 + 1/x)− 1)/(1 + x)

−1/x2
=

−e lim
x→∞

x2((1 + x) ln(1 + 1/x)− 1)

1 + x
= −e lim

x→∞
x((2 + 3x) ln(1 + 1/x)− 3) = − e

2
．

(13) lim
x→0

(
2

π
arccosx

)1/x

= lim
x→0

e
ln arccos x−ln(π/2)

x = lim
x→0

e−1/(
√
1−x2 arccos x) = e−2/π．

(14) lim
x→+∞

(
2

π
arctanx

)1/x

= lim
x→+∞

e
ln arctan x−ln(π/2)

x = lim
x→+∞

e1/((1+x2) arctan x) = 1．

2.

证明 根据洛必达法则马上得到

lim
h→0

f(x+ h) + f(x− h)− 2f(x)

h2
= lim

h→0

f ′(x+ h)− f ′(x− h)

2h
= f ′′(x).
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92 第三章 函数的导数

如果 f 是凸函数，那么

f(x) = f

(
1

2
(x+ h) +

1

2
f(x− h)

)
⩽ 1

2
f(x+ h) +

1

2
f(x− h),

所以 f ′′ ⩾ 0．

3.

证明 显然只需证明 g′ 在 x = 0 处连续．事实上

g′(0) = lim
x→0

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0

f(x)− xf ′(0)

x2
= lim

x→0

f ′(x)− f ′(0)

2x
=
f ′′(0)

2
,

而

lim
x→0

g′(x) = lim
x→0

xf ′(x)− f(x)

x2
= lim

x→0

xf ′′(x)

2x
=
f ′′(0)

2
,

因此 g′ 在 x = 0 处连续．

4.

证明 注意到

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) lnx
lnx = lim

x→+∞

f ′(x) lnx+ f(x)/x

1/x
= l.

5.

证明 注意到

lim
x→+∞

(f(x) + f ′(x)) = lim
x→+∞

ex(f(x) + f ′(x))

ex = lim
x→∞

ex(f(x) + 2f ′(x) + f ′′(x))

ex = l,

所以

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

exf(x)
ex = lim

x→+∞

ex(f(x) + f ′(x))

ex = l.

于是

lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

(f(x) + f ′(x))− lim
x→+∞

f(x) = 0,

还有

lim
x→+∞

f ′′(x) = lim
x→+∞

(f(x) + 2f ′(x) + f ′′(x))− lim
x→+∞

f(x)− 2 lim
x→+∞

f ′(x) = 0.

3.7 函数作图
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图 3.1: y = x4 − 2x+ 10
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图 3.2: y = e−x2
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图 3.3: y = ln(1 + x2)
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图 3.4: y = x− ln(1 + x)
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图 3.5: y = x/(1− x2)
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图 3.6: y = x2e−x
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94 第三章 函数的导数
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图 3.7: y = x/2 + arccotx

x

y

−4−3−2−1 1 2 3 4

−60

−50

−40

−30

−20

−10

10

20

30

图 3.8: y = x4/(1 + x)3
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第四章 一元微分学的顶峰——泰勒定理

4.1 函数的微分

1.

答 (1) dy = −dx/x2．
(2) dy = a dx/(1 + (ax+ b)2)．

(3) dy = x sinx dx．
(4) dy = dx/

√
x2 + a2．

2.

答 (1) d lnx = dx/x．
(2) d arctanx = dx/(1 + x2)．

(3) d(2
√
x) = dx/

√
x．

(4) d(x2 + x) = (2x+ 1) dx．
(5) d(sinx− cosx) = (cosx+ sinx) dx．
(6) d arsinhx = dx/

√
1 + x2．

(7) d(−e−a/a) = e−ax dx．
(8) d(−1− cos 2x)/4 = cosx sinx dx．
(9) d ln lnx = dx/(x lnx)．
(10) d

√
x2 + a2 = x dx/

√
x2 + a2．

(11) d(− cos3 x)/3 = cos2 x sinxdx．
(12) d(2x− sin 2x)/4 = sin2 x dx．

3.

答 (1) dy = (u′vw + uv′w + uvw′) dx．
(2) dy = (u′/v2 − 2uv′/v3) dx．
(3) dy = −(u′u+ v′v + w′w) dx/(u2 + v2 + w2)3/2．

(4) dy = (u′vw − uv′w − uvw′) dx/(u2 + v2w2)．

95



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

96 第四章 一元微分学的顶峰——泰勒定理

(5) dy = (u′u+ v′v + w′w) dx/(u2 + v2 + w2)．

4.

答 (1) y′ = 1/(1 + ey)．
(2) y′ = y/(1 + y)．

(3) y′ = b2x/(a2y)．

(4) y′ =
√
y/x．

(5) y′ = (x3 + y2
√
x2 + y2)/(2xy

√
x2 + y2 − x2y)．

5.

答 (1) 4
√
80 ≈ 4

√
81− 1

4
81−3/4 ≈ 2.99074．

(2) sin 29◦ ≈ sin 30◦ − π

180
cos 30◦ ≈ 0.484885．

(3) arctan 1.05 ≈ arctan 1 +
0.05

1 + 12
≈ 0.810398．

(4) lg 11 ≈ lg 10 + 1

10 ln 10
≈ 1.044139．

4.2 带佩亚诺余项的泰勒定理

1.

解 (1) lim
x→0

cosx− e−x2/2

x4
= lim

x→0

1− x2/2 + x4/4! + o(x4)− (1− x2/2 + x4/8 + o(x4))

x4
= − 1

12
．

(2) lim
x→0

eαx − eβx
sinαx− sinβx = lim

x→0

1 + αx+ o(x)− (1 + βx+ o(x))

αx+ o(x)− (βx+ o(x))
= 1．

(3)

lim
x→∞

((
x3 − x2 +

x

2

)
e1/x −

√
x6 + 1

)
= lim

x→∞

((
x3 − x2 +

x

2

)(
1 +

1

x
+

1

2x2
+

1

6x3
+ o

(
1

x3

))
− x3

(
1 +

1

2x6
+ o

(
1

x6

)))
=

1

6
.

(4) lim
x→0

ax + a−x − 2

x2
= lim

x→0

1 + x ln a+ x2 ln2 a+ o(x2) + 1− x ln a+ x2 ln2 a+ o(x2)− 2

x2
=

ln2 a．

2.

答 不一定．比如取 f(x) = xn+1D(x)，其中 D(x) 是狄利克雷函数．那么

lim
x→0

f(x)

xn
= lim

x→0
xD(x) = 0,
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4.2 带佩亚诺余项的泰勒定理 97

所以

f(x) = o(xn) =
n∑

k=0

0xk + o(xn).

由于 f(x) 在 x 6= 0 处不连续，所以 f ′(0), f ′′(0), . . . 都是不存在的．

3.

解 因为

ln
((

1 +
1

nα+2

)(
1 +

2

nα+2

)
· · ·
(
1 +

n

nα+2

))nα

= nα

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

nα+2

)

=nα

n∑
k=1

(
k

nα+2
+ o

(
k

nα+2

))
=
n(n+ 1)

2n2
+ o(1),

所以

lim
n→∞

((
1 +

1

nα+2

)(
1 +

2

nα+2

)
· · ·
(
1 +

n

nα+2

))nα

=
√

e.

1.

解 因为

lim
n→∞

n2

((
1 +

1

n+ 1

)n+1

−
(
1 +

1

n

)n
)

= lim
t→+∞

(
1 +

1

t

)t

((
1 +

1

t+ 1

)t+1(
1 +

1

t

)−t

− 1

)
1/t2

=e lim
t→+∞

((
1 +

1

t+ 1

)t+1(
1 +

1

t

)−t

− 1

)
1/t2

=e lim
t→+∞

(
1 +

1

t+ 1

)t+1(
1 +

1

t

)−t(
1

(t+ 1)2
+
t+ 2

t+ 1
ln t(t+ 2)

(t+ 1)2

)
−2/t3

=e lim
t→+∞

(
1

(t+ 1)2
+
t+ 2

t+ 1
ln
(
1− 1

(t+ 1)2

))
−2/t3

= e lim
t→+∞

(
1

(t+ 1)2
− t+ 2

(t+ 1)3

)
−2/t3

=
e
2
.

所以 f(2) = e/2，当 x < 2 时 f(x) = 0，而当 x > 0 时极限不存在，从而 f(x) 无定义．因此 f

的定义域是 (−∞, 2]，值域是 {0, e/2}．

2.
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98 第四章 一元微分学的顶峰——泰勒定理

证明 这是因为(
1 +

1

n

)n

= en ln(1+1/n) = e1−1/(2n)+1/(3n2)−1/(4n3)+1/(5n4)+o(1/n4)

=e × e−1/(2n)+1/(3n2)−1/(4n3)+1/(5n4)+o(1/n4)

=e
(
1 +

(
− 1

2n
+

1

3n2
− 1

4n3
+

1

5n4
+ o

(
1

n4

))
+

1

2

(
− 1

2n
+

1

3n2
− 1

4n3
+

1

5n4
+ o

(
1

n4

))2

+
1

6

(
− 1

2n
+

1

3n2
− 1

4n3
+

1

5n4
+ o

(
1

n4

))3

+
1

24

(
− 1

2n
+

1

3n2
− 1

4n3
+

1

5n4
+ o

(
1

n4

))4

+ o

(
1

n4

))

=e
(
1− 1

2n
+

11

24n2
− 7

16n3
+

2447

5760n4

)
+ o

(
1

n4

)
.

3.

证明 注意到

ln(1− x)2 = 2 ln(1− x) = −
n∑

k=1

2xk

k
+ o(xn)

= ln(1− 2x+ x2) = −
n∑

k=1

(2x− x2)k

k
+ o(xn) (x→ 0),

所以
n∑

k=1

(2x− x2)k − 2xk

k
= o(xn) (x→ 0).

因此这个多项式能被 xn+1 整除．

4.

证明 证明 lim
n→∞

xn = 0 是一件很容易的事情，这里从略．根据斯托尔兹定理，

lim
n→∞

nx2n = lim
n→∞

n

1/x2n
= lim

n→∞

1

1/x2n+1 − 1/x2n
= lim

n→∞

1

1/ sin2 xn − 1/x2n

= lim
x→0

x2 sin2 x

x2 − sin2 x
= lim

x→0

x2 sin2 x

(x+ x+ x3/6 + o(x3))(x− (x+ x3/6 + o(x3)))
= 3,

所以 lim
n→∞

√
n/3xn = 1．

5.
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证明 证明 lim
n→∞

yn/n = 0 是一件很容易的事情，这里从略．根据斯托尔兹定理，

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

n

n/yn
= lim

n→∞

1

(n+ 1)/yn+1 − n/yn
= lim

n→∞

1

1/ ln(1 + yn/n)− n/yn

= lim
x→0

x ln(1 + x)

x− ln(1 + x)
= lim

x→0

x ln(1 + x)

x− (x− x2/2 + o(x2))
= 2.

4.3 带拉格朗日余项和柯西余项的泰勒定理

1.

答 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1 = 5(x+ 1)4 − 16(x+ 1)3 + 21(x+ 1)2 − 12(x+ 1) + 3．

2.

答 (1) −2x4 + 2x2 + 2x+ 1．

(2) −x
5

15
− 5x4

6
− 2x3

3
+ x2 + 2x+ 1．

(3) −x
6

45
− x4

12
− x2

2
．

(4) 2x5

15
+
x3

3
+ x．

(5) 5x6

16
+

3x4

8
+
x2

2
+ 1．

3.

答 (1)
2n∑
k=0

sin((k + 1)π/2)

k!

(
x− π

2

)k
=

n∑
k=0

(−1)k

(2k)!

(
x− π

2

)2k
．

(2)
2n∑
k=0

cos(π + kπ/2)

k!
(x− π)k =

n∑
k=0

(−1)k+1

(2k)!
(x− π)2k．

(3) e
n∑

k=0

(x− 1)k

k!
．

(4) ln 2 +
n∑

k=1

(−1)k−1

k2k
(x− 2)k．

(5)
n∑

k=0

(−1)kx2k+1．

4.

证明 条件蕴含着

|f (n)(0)− g(n)(0)| = 0, n = 0, 1, 2, . . . .



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

100 第四章 一元微分学的顶峰——泰勒定理

于是根据带拉格朗日余项的泰勒公式，对每个 n ∈ N 和 x ∈ (−1, 1) 都存在一个介于 x 和 0 之间

的数 ξn,x 使得

|f(x)− g(x)| = |f (n)(ξn,x)− g(n)(ξn,x)|
n!

|x|n ⩽ |ξn,xxn| ⩽ |x|n+1.

令 n→ ∞ 就得到 |f(x)− g(x)| = 0，亦即 f = g．

5.

证明 一方面，

ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · · − x2n−2

2n− 2
+

1

2n− 1

x2n−1

(1 + θx)
< x− x2

2
+ · · · − x2n−2

2n− 2
+
x2n−1

2n− 1
(0 < θ < 1),

另一方面，

ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · ·+ x2n−1

2n− 1
− 1

2n

x2n

(1 + θx)
> x− x2

2
+ · · ·+ x2n−1

2n− 1
− x2n

2n
(0 < θ < 1).

1.

证明 根据带佩亚诺余项的泰勒公式有

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
hn+1 + o(hn+1),

所以
hn

n!
f (n)(x0 + θnh) =

f (n)(x0)

n!
hn +

f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
hn+1 + o(hn+1),

由此可得

θn =

(
f (n+1)(x0)

n+ 1
+ o(1)

)/
f (n)(x0 + θnh)− f (n)(x0)

θnh
.

令 h→ 0 并利用导数的定义就得到 lim
h→0

θn = 1/(n+ 1)．

2.

证明 根据带拉格朗日余项的泰勒公式，存在 ξ ∈ (a, (a+ b)/2) 和 η ∈ ((a+ b)/2, b) 使得

f

(
a+ b

2

)
= f(a) + f ′(a)

b− a

2
+
f ′′(ξ)

2

(
b− a

2

)2

= f(a) +
f ′′(ξ)

2

(
b− a

2

)2

以及

f

(
a+ b

2

)
= f(b) + f ′(b)

a− b

2
+
f ′′(η)

2

(
a− b

2

)2

= f(b) +
f ′′(η)

2

(
a− b

2

)2

,
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因此

|f(b)− f(a)| =
∣∣∣∣f ′′(ξ)

2
− f ′′(η)

2

∣∣∣∣ (a− b

2

)2

⩽ 1

2
(|f ′′(ξ)|+ |f ′′(η)|)(b− a)2

4

⩽ max{|f ′′(ξ)|, |f ′′(η)|}(b− a)2

4
,

于是记 max{|f ′′(ξ)|, |f ′′(η)|} = f(c) 就有

|f ′′(c)| ⩾ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

3.

证明 因为 −1 < 0 = f(0) = f(1)，所以 f 在 (0, 1) 上取到最小值，不妨设最小值点为 x0，

那么根据费马定理有 f ′(x0) = 0．根据带拉格朗日余项的泰勒公式，存在 ζ ∈ (0, x0) 和 η ∈ (x0, 1)

使得

0 = f(0) = f(x0) + f ′(x0)(0− x0) +
f ′′(ζ)

2
(0− x0)

2 = −1 +
f ′′(ζ)

2
x20

以及

0 = f(1) = f(x0) + f ′(x0)(1− x0) +
f ′′(η)

2
(1− x0)

2 = −1 +
f ′′(η)

2
(1− x0)

2,

于是

max{f ′′(ζ), f ′′(η)} = 2max{1/x20, 1/(1− x0)
2} ⩾ 8,

从而取 ξ 使得 f ′′(ξ) = max{f ′′(ζ), f ′′(η)} 即可．

4.

证明 因为

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+
f (n)(x0 + θ1h)

n!
hn,

所以

f ′(x0 + θh) =
f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(x0) +

f (n)(x0 + θ1h)

n!
hn−1.

又因为

f ′(x0 + θh) = f ′(x0) +
f (n)(x0 + θ2θh)

(n− 1)!
(θh)n−1,

所以
f (n)(x0 + θ1h)

n!
hn−1 =

f (n)(x0 + θ2θh)

(n− 1)!
(θh)n−1.

于是利用连续性就得到

lim
h→0

θ = lim
h→0

(
f (n)(x0 + θ1h)

nf (n)(x0 + θ2θh)

)1/(n−1)

=
1

n1/(n−1)
.
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5.

证明 (1) 当 x ⩾ 0 时没什么好说的．当 x < 0 时，根据带拉格朗日余项的泰勒公式，

0 < ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+

eθx
n+ 1

xn+1 < 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
.

(2) 奇数次多项式当然有实零点．因为 P ′
n = Pn−1 > 0，所以 Pn 是严格单调的，从而实零点

是唯一的．

(3) 因为

P2n+1(−2n− 2) =
n∑

k=0

(
(−2n− 2)2k

(2k)!
+

(−2n− 2)2k+1

(2k + 1)!

)
=

n∑
k=0

(2(k − n)− 1)
(2n+ 2)2k

(2k + 1)!
< 0,

所以 xn > −2n− 2，从而

P2n+1(xn−1) = P2n−1(xn−1) +
x2nn−1

(2n)!
+

x2n+1
n−1

(2n+ 1)!
=
x2nn−1(2n+ 1 + xn−1)

(2n+ 1)!
> 0 = P2n+1(xn),

进而 xn−1 > xn，即 {xn} 是严格递减的．

假设 {xn} 有有限的极限 x0，那么 x0 < xn < 0，于是

ex0 < exn = P2n+1(xn) +
eξn

(2n+ 2)!
x2n+2
n =

eξn
(2n+ 2)!

x2n+2
n <

x2n+2
0

(2n+ 2)!
→ 0 (n→ ∞),

矛盾！因此 lim
n→∞

xn = −∞．

6.

证明 因为

f(0) = f(x) + f ′(x)(0− x) +
f ′′(ξ)

2
(0− x)2,

f(2) = f(x) + f ′(x)(2− x) +
f ′′(η)

2
(2− x)2,

所以

f(2)− f(0) = 2f ′(x) +
f ′′(η)

2
(2− x)2 − f ′′(ξ)

2
x2,

从而

|f ′(x)| = 1

2

∣∣∣∣f(2)− f(0)− f ′′(η)

2
(2− x)2 +

f ′′(ξ)

2
(0− x)2

∣∣∣∣
⩽ 1

2

(
|f(2)|+ |f(0)|+ |f ′′(η)|

2
(2− x)2 +

|f ′′(ξ)|
2

x2
)

⩽ 1

2

(
2 +

1

2
((2− x)2 + x2)

)
⩽ 2.

因为当 f(x) =
1

2
x2 − 2x+ 1 时可以取到等号，所以 2 是最小的．
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7.

证明 因为

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(ξ)

2
h2,

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
f ′′(η)

2
h2,

所以

f(x+ h)− f(x− h) = 2f ′(x)h+
f ′′(ξ)

2
h2 − f ′′(η)

2
h2,

从而

|f ′(x)| ⩽ 1

2

((
|f ′′(ξ)|

2
+

|f ′′(η)|
2

)
h+

|f(x+ h)|+ |f(x− h)|
h

)
⩽ M2h

2
+
M0

h
.

特别地，取 h =
√
2M0/M2 就得到 |f ′(x)| ⩽

√
2M0M2，进而

2M0M2 ⩾ sup
x∈R

|f ′(x)|2 =M2
1 .
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第五章 求导的逆运算

5.1 原函数的概念

解 (1)
∫
(2 + x5)2 dx =

∫
(4 + 4x5 + x10) dx = 4x+

2x6

3
+
x11

11
+ C．

(2)
∫ (

1− x

x

)2

dx =

∫ (
1

x2
− 2

x
+ 1

)
dx = − 1

x
+ x− 2 lnx+ C．

(3)
∫ (

1− 1

x2

)√
x dx =

∫
(x1/2 − x−3/2) dx = 2x−1/2 +

2x3/2

3
+ C．

(4)
∫

coshx dx = sinhx+ C．

(5)
∫

sinhx dx = coshx+ C．

(6)
∫

2x+1 − 5x−1

10x
dx =

1

2x × 5 ln 2
− 2

5x ln 5
+ C．

(7)
∫ e3x + 1

ex + 1
dx =

∫
(e2x − ex + 1) dx =

1

2
e2x − ex + x+ C．

(8)
∫ √

1− sin 2x dx =

∫
| sinx− cosx| dx = C +

− cosx− sinx, sinx ⩾ cosx

sinx+ cosx, sinx ⩽ cosx
．

(9)
∫ dx

(x+ a)(x+ b)
=

1

b− a

∫ (
1

x+ a
− 1

x+ b

)
dx =

1

b− a
ln
∣∣∣∣x+ a

x+ b

∣∣∣∣+ C．

(10)
∫

cos2 x dx =
1

2

∫
(cos 2x+ 1) dx =

1

4
sin 2x+

x

2
+ C．

(11)
∫

sin2 x dx =
1

2

∫
(1− cos 2x) dx =

x

2
− 1

4
sin 2x+ C．

(12)
∫

x5

1 + x
dx =

∫ (
1− x+ x2 − x3 + x4 − 1

1 + x

)
dx = x−x

2

x
+
x3

3
−x

4

4
+
x5

5
−ln(1+x)+C．

(13)
∫ dx

cos2 x sin2 x
=

∫
(csc2 x+ sec2 x) dx = tanx− cotx+ C．

(14)
∫

x4

1 + x2
dx =

∫ (
x2 − 1 +

1

1 + x2

)
dx =

x3

3
− x+ arctanx+ C．

105



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

106 第五章 求导的逆运算

5.2 分部积分法和换元法

1.

解 (1)
∫

arctanx dx = x arctanx−
∫

x

1 + x2
dx = x arctanx− 1

2
ln(1 + x2) + C．

(2)
∫

arcsinx dx = x arcsinx−
∫

x√
1− x2

dx = x arcsinx+
√
1− x2 + C．

(3)
∫
x arccotx dx =

1

2

∫
arccotx dx2 =

1

2
x2 arccotx+

1

2

∫
x2

1 + x2
dx =

1

2
x2 arccotx+

1

2
x−

1

2
arctanx+ C．

(4)
∫
x2 arccosx dx =

1

3

∫
arccosx dx3 =

1

3
x3 arccosx +

1

6

∫ (
1√

1− x2
−
√
1− x2

)
dx2 =

1

3
x3 arccosx− 1

9

√
1− x2(2 + x2) + C．

(5)
∫

ln(x+
√
1 + x2) dx = x ln(x+

√
1 + x2)−

∫
x√

1 + x2
dx = x ln(x+

√
1 + x2)−

√
1 + x2+C．

(6)
∫ √

x ln2 x dx =
2

3

∫
ln2 x dx3/2 = 8

27

∫
ln2(x3/2) dx3/2 = 8

27
x3/2(2−2 ln(x3/2)+ln2(x3/2))+

C =
2

27
x3/2(4− 12 lnx+ 9 ln2 x)．

(7)
∫
x2 cosx dx =

∫
x2 d sinx = x2 sinx−2

∫
x sinx dx = x2 sinx+2

∫
x d cosx = x2 sinx+

2x cosx− 2

∫
cosx dx = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx+ C．

(8)
∫

x

cos2 x dx =

∫
x d tanx = x tanx−

∫
tanx dx = x tanx+ ln cosx+ C．

(9)
∫ arctanx

x2
dx = −

∫
arctanx d1

x
= −arctanx

x
+

∫ dx
x(1 + x2)

= −arctanx
x

+ lnx− 1

2
(1 +

x2) + C．

(10)
∫
x2 coshx dx =

∫
x2 d sinhx = x2 sinhx− 2

∫
x sinhx dx = x2 sinhx− 2

∫
x d coshx =

x2 sinhx− 2x coshx+ 2

∫
coshx dx = x2 sinhx− 2x coshx+ 2 sinhx+ C．

(11)(12) 因为 
∫

cos lnx dx = x cos lnx−
∫

sin lnx dx∫
sin lnx dx = x sin lnx+

∫
cos lnx dx

,

所以 ∫
cos lnx dx =

x

2
(sin lnx+ cos lnx) + C,

∫
sin lnx dx =

x

2
(sin lnx− cos lnx) + C.

2.
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答 利用分部积分法和归纳法不难写出∫
p(x)eax dx =

(
n∑

i=0

(−1)i

ai+1
p(i)(x)

)
eax + C.

3.

答
∫
xf ′′(x) dx =

∫
x df ′(x) = xf ′(x)−

∫
f ′(x) dx = xf ′(x)− f(x) + C．

4.

解 (1)
∫
xe−x2 dx =

1

2

∫
e−x2 dx2 = −1

2
e−x2

+ C．

(2)
∫

x√
1− x2

dx =
1

2

∫ dx2√
1− x2

= −
√
1− x2 + C．

(3)
∫ ln2 x

x
dx =

∫
ln2 x d lnx =

1

3
ln3 x+ C．

(4)
∫

x

x2 + 4
dx =

1

2

∫ dx2
x2 + 4

=
1

2
ln(x2 + 4) + C．

(5)
∫ dx

coshx = 2

∫ dex
e2x + 1

= 2 arctan ex + C．

(6)
∫ dx√

x(1 + x)
= 2

∫ d
√
x

1 + x
= 2 arctan

√
x+ C．

(7)
∫ dx

sinx =

∫ cos2(x/2) + sin2(x/2)

2 sin(x/2) cos(x/2) dx =
1

2

∫ (
cot x

2
+ tan x

2

)
dx = ln

∣∣∣tan x
2

∣∣∣+ C．

(8)
∫ dx
x lnx ln lnx =

∫ d lnx
lnx ln lnx =

∫ d ln lnx
ln lnx = ln ln lnx+ C．

(9)
∫

1

x2
sin 1

x
dx = −

∫
sin 1

x
d1

x
= cos 1

x
+ C．

(10)
∫ arctan2 x

1 + x2
dx =

∫
arctan2 x d arctanx =

1

3
arctan3 x+ C．

(11)
∫ dx

(a+ bx)2
=

1

b

∫ d(a+ bx)

(a+ bx)2
= − 1

b(a+ bx)
+ C．

(12)
∫

cos ax sin bx dx =
1

2

∫
(sin(a+ b)x− sin(a− b)x) dx =

1

2

(
cos(a− b)x

a− b
− cos(a+ b)x

a+ b

)
+

C．

(13)
∫

cos ax cos bx dx =
1

2

∫
(cos(a+b)x+cos(a−b)x) dx =

1

2

(
sin(a− b)x

a− b
+

sin(a+ b)x

a+ b

)
+

C．

(14)
∫

cos ax cos bx dx =
1

2

∫
(cos(a−b)x−cos(a+b)x) dx =

1

2

(
sin(a− b)x

a− b
− sin(a+ b)x

a+ b

)
+

C．

(15)
∫

sin4 x dx =
1

8

∫
(cos 4x− 4 cos 2x+ 3) dx =

1

32
sin 4x− 1

4
sin 2x+

3x

8
+ C．
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108 第五章 求导的逆运算

(16)
∫

sin5 x dx =
1

16

∫
(sin 5x− 5 sin 3x+10 sinx) dx = − 1

80
cos 5x+ 5

48
cos 3x− 5

8
cosx+C．

(17)
∫ cosx+ sinx

3
√

sinx− cosx
dx =

∫ d(sinx− cosx)
3
√

sinx− cosx
=

3

2
(sinx− cosx)2/3 + C．

(18)
∫ dx

2− sin2 x
=

∫ d tanx
2 + tan2 x

=
1√
2

arctan tanx√
2

+ C．

(19)
∫ cosx sinx
a2 cos2 x+ b2 sin2 x

dx =

∫ sin 2x

a2 + b2 + (a2 − b2) cos 2x dx = −1

2

∫ d cos 2x
a2 + b2 + (a2 − b2) cos 2x =

1

2(b2 − a2)
ln |a2 + b2 + (a2 − b2) cos 2x|+ C．

(20)
∫ dx

cosx+ sinx =

√
2

2

∫ dx
sin(x+ π/4)

=

√
2

2
ln
∣∣∣∣tan x+ π/4

2

∣∣∣∣+ C．

(21)
∫ dx
a cosx+ b sinx =

dx√
a2 + b2

∫
1

sin(x+ arcsin(a/
√
a2 + b2))

=
1√

a2 + b2
ln
∣∣∣∣tan x+ arcsin(a/

√
a2 + b2)

2

∣∣∣∣+
C

(22)
∫ cosx√

2 + cos 2x
dx =

∫ d sinx√
3− 2 sin2 x

=
1√
2

arcsin sinx√
3/2

+ C．

(23)
∫ lnx
x
√
1 + lnx

dx =

∫ lnx√
1 + lnx

d lnx =
2

3
(lnx− 2)

√
1 + lnx+ C．

(24)
∫

x3√
1− x2

dx =
1

2

∫
x2√
1− x2

dx = −1

3

√
1− x2(2 + x2) + C．

(25)
∫

x dx√
1 + x2 + (1 + x2)3/2

=

∫ d
√
1 + x2√

1 +
√
1 + x2

= 2

√
1 +

√
1 + x2 + C．

(26)
∫ dx
x
√
x2 + 1

x=tan t
=

∫
sec t dt = ln

∣∣∣∣tan t

2

∣∣∣∣+ C = ln
∣∣∣∣tan arctanx

2

∣∣∣∣+ C．

(27)
∫

e
√
x dx = 2

∫ √
xe

√
x d

√
x = 2e

√
x(
√
x− 1) + C．

(28)
∫
x3e−x2 dx =

1

2

∫
x2e−x2 x2 = −1

2
(x2 + 1)e−x2

+ C．

(29)
∫

arctan
√
x dx = 2

∫ √
x arctan

√
x d

√
x = (x+ 1) arctan

√
x−

√
x+ C．

(30)
∫
x sin

√
x dx = 2

∫
(
√
x)3 sin

√
x d

√
x = 2

√
x(6− x) cos

√
x+ 6(x− 2) sin

√
x+ C．

(31)
∫

xn/2√
1 + xn+2

dx =
2

n+ 2

∫ dxn/2+1

√
1 + xn+2

=
2

n+ 2
ln(xn/2+1 +

√
1 + xn+2) + C．

(32)
∫

x2√
x2 + a2

dx =

∫ (√
x2 + a2 − a2√

x2 + a2

)
dx =

x

a

√
x2 + a2− a2

2
ln(x+

√
x2 + a2)+C．

(33)
∫ cosx sinx

1 + sin4 x
dx =

1

2

∫ d sin2 x

1 + sin4 x
=

1

2
arctan sin2 x+ C．

5.
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证明 使用分部积分法可以直接写出∫
lnn x dx = x lnn x− n

∫
lnn−1 x dx.

6.

答 (1)
∫
(x2 + a2)−3/2 dx x=a sinh t

=
1

a2

∫
sech2 t dt = 1

a2
tanh t+ C =

1

a2
tanh arsinh x

a
+ C．

(2)
∫

x2√
x2 − a2

dx x=a cosh t
= a2

∫
cosh2 t dt = a2

2

∫
(cosh 2t + 1) dt = a2

4
sinh 2t +

a2

2
t + C =

a2

4
sinh 2 arcosh x

a
+
a2

2
arcosh x

a
+ C．

(3)
∫ √

x2 − a2 dx x=a cosh t
= a2

∫
sinh2 t dt = a2

2

∫
(cosh 2t − 1) dtt = a2

4
sinh 2t − a2

2
t + C =

a2

4
sinh 2 arcosh x

a
− a2

2
arcosh x

a
+ C．

7.

答 (1)
∫ (

1− 2

x

)2

ex dx =

∫ (
1− 4

x
+

(
1− 4

x

)′
)

ex dx =

(
1− 4

x

)
ex + C．

(2)
∫

xex
(1 + x)2

dx =

∫ (
1

1 + x
− 1

(1 + x)2

)
ex dx =

ex
1 + x

+ C．

8.

答 (1) 因为 f ′(x) = 1/
√
x，所以 f(x) = 2

√
x+ C．

(2) 因为 f ′(x) = 1− x，所以 f ′(x) = x− x2/2 + C．

5.3 有理函数的原函数

解 (1)
∫

x

2x2 − 3x− 2
dx =

1

5

∫ (
2

x− 2
+

1

2x+ 1

)
dx =

2

5
ln |x− 2|+ 1

10
ln |2x+ 1|+ C．

(2)
∫

2x2 + 1

(x+ 3)(x− 1)(x− 4)
dx =

∫ (
11

7(x− 4)
− 1

4(x− 1)
+

19

28(x+ 3)

)
dx =

11

7
ln |x − 4| −

1

4
ln |x− 1|+ 19

28
ln |x+ 3|+ C．

(3)
∫ dx

2x3 + 3x2 + x
=

∫ (
1

x
+

1

1 + x
− 4

1 + 2x

)
dx = ln |x|+ ln |1 + x| − 2 ln |1 + 2x|+ C．

(4)
∫

x2

x3 + 5x2 + 8x+ 4
dx =

∫ (
1

1 + x
− 4

(2 + x)2

)
dx = ln |1 + x|+ 4

2 + x
+ C．

(5)
∫

4x+ 3

(x− 2)3
dx =

∫ (
11

(x− 2)3
+

4

(x− 2)2

)
dx = − 11

2(x− 2)2
− 4

x− 2
+ C．
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(6)
∫

x2

(x+ 2)2(x+ 4)2
dx =

∫ (
1

(2 + x)2
− 2

2 + x
+

4

(4 + x)2
+

2

4 + x

)
dx = − 1

2 + x
−2 ln |2+

x| − 4

4 + x
+ 2 ln |4 + x|+ C．

(7)
∫

8x3 + 7

(x+ 1)(2x+ 1)3
dx =

∫ (
1

1 + x
+

12

(1 + 2x)3
− 6

(1 + 2x)2

)
dx = ln |1+x|− 3

(1 + 2x)2
+

3

1 + 2x
+ C．

(8)
∫ dx

(x+ 1)(x+ 2)2(x+ 3)3
=

∫ (
1

8(1 + x)
− 1

(2 + x)2
+

2

2 + x
− 1

2(3 + x)3
− 5

4(3 + x)2
−

17

8(3 + x)

)
dx =

1

8
ln |1 + x|+ 1

2 + x
+ 2 ln |2 + x|+ 1

4(3 + x)2
+

5

4(3 + x)
− 17

8
ln |3 + x|+ C．

(9)
∫ dx

1 + x3
=

1

3

∫ (
1

1 + x
+

1/2− x

1− x+ x2
+

3/2

3/4 + (x− 1/2)2

)
dx =

1

3
ln |1+x|+ 1

6
ln |1−x+

x2|+
√
3

3
arctan 2(x− 1/2)√

3
+ C．

(10)
∫ dx

(x2 + 9)3
=

1

36

x

(x2 + 9)2
+

1

12

∫ dx
(x2 + 9)2

=
1

36

x

(x2 + 9)2
+

1

12

(
1

18

x

x2 + 9
+

1

18

∫ dx
x2 + 9

)
=

1

36

x

(x2 + 9)2
+

1

12

(
1

18

x

x2 + 9
+

1

54
arctan x

3

)
+ C．

(11)
∫ dx
x(x2 + 1)2

=
1

2

∫ dx2
x2(x2 + 1)2

=
1

2

∫ (
1

x2
− 1

(1 + x2)2
− 1

1 + x2

)
dx2 = ln |x|+ 1

2(1 + x2)
−

1

2
ln(1 + x2) + C．

(12)
∫ dx

1 + x4
=

1

2

∫
1 + x2

1 + x4
dx+1

2

∫
1− x2

1 + x4
dx =

1

2

∫ d(x− 1/x)

(x− 1/x)2 + 2
−1

2

∫ d(x+ 1/x)

(x+ 1/x)2 − 2
=

1

2
√
2

arctan x− 1/x√
2

− 1

4
√
2

ln
∣∣∣∣∣x2 −

√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

∣∣∣∣∣+ C．

(13)
∫

1 + x2

1 + x4
dx =

∫ d(x− 1/x)

(x− 1/x)2 + 2
=

1√
2

arctan x− 1/x√
2

+ C．

(14)
∫ dx
x4(1 + x2)

=

∫ (
1

x4
− 1

x2
+

1

1 + x2

)
= − 1

3x3
+

1

x
+ arctanx+ C．

5.4 可有理化函数的原函数

1.

答 (1)
∫ sin3 x

cos4 x dx =

∫ cos2 x− 1

cos4 x d cosx =
1

3 cos3 x − 1

cosx + C．

(2)
∫ dx

cos4 x sinx = −
∫ d cosx

cos4 x(1− cos2 x) = −
∫ (

1

cos4 x +
1

cos2 x +
1

2(cosx+ 1)
− 1

2(cosx− 1)

)
d cosx =

1

3 cos3 x +
1

cosx − 1

2
ln(1 + cosx) + 1

2
ln | cosx− 1|+ C．
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(3)
∫ dx

2 sinx− cosx+ 5
=

∫
1

4t/(1 + t2)− (1− t2)/(1 + t2) + 5

2dt
1 + t2

=

∫ dt
3t2 + 2t+ 2

=

1√
5

arctan 3t+ 1√
5

+ C =
1√
5

arctan 3 tan(x/2) + 1√
5

+ C．

(4)
∫ cosx sinx

cosx+ sinx dx =
1

2

∫ (
cosx+ sinx− 1√

2 sin(x+ π/4)

)
dx =

1

2
(sinx−cosx)− 1

2
√
2

ln
∣∣∣∣tan x+ π/4

2

∣∣∣∣+
C．

(5)
∫ sinx

1 + cosx+ sinx dx =

∫
2t/(1 + t2)

1 + (1− t2)/(1 + t2) + 2t/(1 + t2)

2dt
1 + t2

=

∫ (
1

1 + t2
+

t

1 + t2
− 1

1 + t

)
dt =

arctan t+ 1

2
ln(1 + t2)− ln |1 + t|+ C =

x

2
+

1

2
ln 1 + tan2(x/2)

(1− tan(x/2))2 + C．

(6)
∫ sin2 x

1 + sin2 x
dx =

∫ tan2 x

2 tan2 x+ 1
dx =

∫
t2

2t2 + 1

dt
t2 + 1

=

∫ (
1

t2 + 1
− 1

2t2 + 1

)
dt =

arctan t− 1√
2

arctan
√
2t = x− 1√

2
arctan

√
2 tanx+ C．

(7)
∫ dx

cos4 x+ sin4 x
=

∫
(tan2 x+ 1)2

tan4 x+ 1
dx =

∫
(t2 + 1)2

t4 + 1

dt
t2 + 1

=
1√
2

arctan t− 1/t√
2

+ C =

1√
2

arctan tanx− cotx√
2

+ C．

(8)
∫ dx

cos4 x sin4 x
=

∫
(tan2 x+ 1)4

tan4 x
dx =

∫
(t2 + 1)3

t4
dt = t3

3
+ 3t− 3

t
− 1

3t3
+C =

tan3 x

3
+

3 tanx− 3 cotx− cot3 x
3

+ C．

(9)
∫ sinx

cos3 x+ sin3 x
dx =

∫ tan3 x+ tanx
tan3 x+ 1

dx =

∫
t3 + t

t3 + 1

dt
t2 + 1

=
1

6
ln(t2 − t+ 1)− 1

3
ln(1 +

t) +
1√
3

arctan 2t− 1√
3

+C =
1

6
ln | tan2 x− tanx+1| − 1

3
ln |1+ tanx|+ 1√

3
arctan 2 tanx− 1√

3
+C．

(10) 由于∫
(
√

tanx+
√

cotx) dx =

∫ sinx+ cosx√
sinx cosx

dx =
√
2

∫ d(sinx− cosx)√
1− (sinx− cosx)2

=
√
2 arcsin(sinx− cosx) + C

以及 ∫
(
√

tanx−
√

cotx) dx =

∫ sinx− cosx√
sinx cosx

dx = −
√
2

∫ d(sinx+ cosx)√
(sinx+ cosx)2 − 1

= −
√
2 ln | sinx+ cosx+

√
(sinx+ cosx)2 − 1|+ C,

所以∫ √
tanx dx =

√
2

2
arcsin(sinx− cosx)−

√
2

2
ln | sinx+ cosx+

√
(sinx+ cosx)2 − 1|+ C.
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(11)
∫ dx

1 + ε cosx =

∫
1

1 + ε(1− t2)/(1 + t2)

2dt
1 + t2

=

∫
2dt

(1− ε)t2 + 1 + ε
=

2√
ε2 − 1

artanh
√
ε− 1t√
ε+ 1

+

C =
2√
ε2 − 1

artanh
√
ε− 1 tan(x/2)√

ε+ 1
+ C

2.

解 (1)
∫ dx

1 + 3
√
1 + x

t= 3
√
1+x
= 3

∫
t2

1 + t
dt = 3

2
(1 + t)2 − 6(1 + t) + 3 ln(1 + t) + C =

3

2
(1 +

3
√
1 + x)2 − 6(1 + 3

√
1 + x) + 3 ln(1 + 3

√
1 + x) + C．

(2)
∫

3
√
x

x(
√
x+ 3

√
x)

dx t= 6
√
x

= 6

∫ dt
t(1 + t)

= 6 ln t

1 + t
+ C = 6 ln

6
√
x

1 + 6
√
x
+ C．

(3)
∫

x√
1 + x+ 3

√
1 + x

dx t= 6
√
1+x
= 6

∫
t3(t − 1)(t4 + t2 + 1) dt = 6

(
t9

9
− t8

8
+
t7

7
− t6

6
+
t5

5
−

t4

4

)
+ C = 6

(
(x+ 1)3/2

9
− (x+ 1)4/3

8
+

(x+ 1)7/6

7
− x+ 1

6
+

(x+ 1)5/6

5
− (x+ 1)2/3

4

)
+ C

(4)
∫ √

1 + x2

2 + x2
dx =

∫ (
1√

1 + x2
− 1√

1 + x2(2 + x2)

)
dx = arsinhx−

∫
1 + x2

(1 + x2)3/2(2 + x2)
dx =

arsinhx−
∫

1

2− x2/(1 + x2)
d x√

x2 + 1
= arsinhx− 1√

2
artanh x√

2
√
x2 + 1

+ C．

(5)
∫ dx
x
√
1 + x2

=

∫ d
√
1 + x2

(
√
1 + x2)2 − 1

= − artanh
√
1 + x2 + C．

(6)
∫

x3√
1 + 2x2

dx =
1

2

∫
x2√

1 + 2x2
dx2 = 1

6
(x2 − 1)

√
1 + 2x2 + C．

(7)
∫ √

1−
√
x

1 +
√
x

dx
t=
√

(1−
√
x)/(1+

√
x)

= 8

∫
t2(t2 − 1)

(1 + t2)3
dt = 8

∫ (
2

(1 + t2)3
− 3

(1 + t2)2
+

1

1 + t2

)
dt =

8

(
1

2

t

(1 + t2)2
− 3

2

∫ dt
(1 + t2)2

)
+8 arctan t = 4t

(1 + t2)2
− 6t

1 + t2
+2 arctan t+C = (

√
x−2)

√
1− x+

2 arctan

√
1−

√
x

1 +
√
x
+ C．

(8)
∫ dx
x
√
a2 − x2

= −
∫ d

√
a2 − x2

a2 − (
√
a2 − x2)2

= −1

a
artanh

√
a2 − x2

a
+ C．

(9)
∫ √

1− x

1 + x

dx
x2

t=
√

(1−x)/(1+x)
= −4

∫
t2

(1− t2)2
dt =

∫ (
1

1 + t
− 1

(1 + t)2
− 1

t− 1
− 1

(t− 1)2

)
dt =

ln |t+ 1| − ln |t− 1|+ 1

t+ 1
+

1

t− 1
+ C = ln

∣∣∣∣√1− x+
√
1 + x√

1− x−
√
1 + x

∣∣∣∣− √
1− x2

x
+ C．

(10)
∫ dx

(x+ a)2(x+ b)3
=

∫ (
x+ b

x+ a

)2 dx
(x+ b)5

dx t=(x+b)/(x+a)
= − 1

(b− a)4

∫ (
1− 1

t

)3

dt =

− 1

(b− a)4

(
1

2t2
− 3

t
+ t− 3 ln t

)
+C = − 1

(b− a)4

(
1

2

(
x+ a

x+ b

)2

− 3
x+ a

x+ b
+
x+ b

x+ a
− 3 ln

∣∣∣∣x+ b

x+ a

∣∣∣∣
)
+

C
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(11)
∫ dx

(x+ a)m(x+ b)n
=

∫ (
x+ b

x+ a

)m dx
(x+ b)m+n

dx t=(x+b)/(x+a)
= − 1

(b− a)m+n−1

∫
(t− 1)m+n−2

tm
dt，

其中最后一个积分是容易计算的，但具体地写出是一个繁琐的过程．

(12)
∫ dx

(1 + x)n n
√
1 + xn

=

∫ (
1

n
√
1 + xn

− xn

(1 + xn) n
√

(1 + xn)

)
dx =

∫ (
x′

n
√
1 + xn

+ x

(
1

n
√
1 + xn

)′
)

=

x
n
√
1 + xn

+ C．
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第六章 函数的积分

6.1 积分的概念

1.

答 (1) 被积函数是的图像是一个半圆，因此可以直接写出
∫ b

a

√
(x− a)(b− x) dx =

1

8
(b −

a)2π．

(2) 不难直接写出
∫ b

a

∣∣∣∣x− a+ b

2

∣∣∣∣ dx =
1

4
(b− a)2．

2.

解 对 [a, b] 的任意分割 π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 作积分和
n∑

i=1

ξ2i∆xi．取定

ηi =
2

√
x2i + xixi−1 + x2i−1

3
,

那么
n∑

i=1

η2i∆xi =
n∑

i=1

x3i − x3i−1

3
=
b3 − a3

3
.

因为 x2 在 [a, b] 上连续，所以一致连续．从而对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 x′, x′′ ∈ [a, b]

且 |x′ − x′′| ⩽ δ 时有 |x′2 − x′′2| < ε/(b− a)．于是当 ‖π‖ < δ 时就有 |ξ2i − η2i | < ε/(b− a)，因此∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ξ2i∆xi −
b3 − a3

3

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(ξ2i − η2i )∆xi

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=1

|ξ2i − η2i |∆xi ⩽
ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = ε.

所以 ∫ b

a

x2 dx = lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ξ2i∆xi =
b3 − a3

3
.

3.
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116 第六章 函数的积分

解 对 [a, b] 的任意分割 π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 作积分和
n∑

i=1

∆xi/ξ
2
i ．取定

ηi = 1/
√
xi−1xi 那么

n∑
i=1

η2i∆xi =
n∑

i=1

(
1

xi−1

− 1

xi

)
=

1

a
− 1

b
.

因为 1/x2 在 [a, b] 上连续，所以一致连续．从而对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 x′, x′′ ∈ [a, b]

且 |x′−x′′| ⩽ δ 时有 |1/x′2−1/x′′2| < ε/(b−a)．于是当 ‖π‖ < δ 时就有 |1/ξ2i −1/η2i | < ε/(b−a)，
因此 ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∆xi
ξ2i

−
(
1

a
− 1

b

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(
1

ξ2i
− 1

η2i

)
∆xi

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

i=1

∣∣∣∣ 1ξ2i − 1

η2i

∣∣∣∣∆xi ⩽ ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = ε.

所以 ∫ b

a

1

x2
dx = lim

∥π∥→0

n∑
i=1

∆xi
ξ2i

=
1

a
− 1

b
.

4.

解 (1)
∫ 1

−1

x2

1 + x2
dx = (x− arctanx)|1−1 = 2− π

2
．

(2) 因为

xn

1 + x
= xn

∞∑
i=0

(−x)i = (−1)n
∞∑
i=n

(−x)i = (−1)n+1(1− x+ x2 + · · ·+ (−x)n−1) + (−1)n
∞∑
i=n

(−x)i

= (−1)n+1(1− x+ x2 + · · ·+ (−x)n−1) +
(−1)n

1 + x
,

所以 ∫ 1

0

xn

1 + x
dx = (−1)n ln 2 + (−1)n−1

n∑
i=1

(−1)i − 1

n
.

(3) 因为∫ dx
1 + ε cosx =

∫
1

1 + ε(1− t2)/(1 + t2)

2dt
1 + t2

=

∫
2dt

(1− ε)t2 + 1 + ε

=
2√

1− ε2
arctan

√
1− εt√
1 + ε

+ C =
2√

1− ε2
arctan

√
1− ε tan(x/2)√

1 + ε
+ C,

所以 ∫ π/2

0

dx
1 + ε cosx =

2√
1− ε2

arctan
√

1− ε

1 + ε
.
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5.
(1) 因为 ∫ 1

0

xn

1 + x
dx ⩽

∫ 1

0

xn dx =
1

n+ 1
,

所以 lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx = 0．

(2) 因为 ∫ b

a

e−nx2 dx ⩽
∫ b

a

e−na2 dx = (b− a)e−na2

,

所以
∫ b

a

e−nx2 dx = 0．

6.

证明 (1) 这是因为

x

x3 + 16
=

1

x2 + 8/x+ 8/x
⩽ 1

3 3
√
64

=
1

12
.

(2) 这是因为 e−1/4 ⩽ ex2−x ⩽ e2．
(3) 这是因为 |a cosx+ b sinx| ⩽

√
a2 + b2．

(4) 这是因为

xm(1− x)n = mmnn
( x
m

)m(1− x

n

)n

⩽ mmnn

(m+ n)m+n
.

7.

答 (1) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin kπ
n

=

∫ π

0

sinx dx = 2．

(2) lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

)
= lim

n→∞

1

n

(
1

1 + 1/n
+

1

1 + 2/n
+ · · ·+ 1

1 + n/n

)
=∫ 1

0

dx
1 + x

= ln 2．

(3) lim
n→∞

(
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · ·+ n

n2 + n2

)
= lim

n→∞

1

n

(
1

1 + (1/n)2
+

1

1 + (2/n)2
+ · · ·+ 1

1 + (n/n)2

)
=∫ 1

0

dx
1 + x2

=
π

4
．

(4) lim
n→∞

1p + 2p + · · ·+ np

np+1
=

∫ 1

0

xp dx =
1

p+ 1
．

8.
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证明 这是因为

0 ⩾
∫ b

−a

(x+ a)(x− b)f(x) dx =

∫ b

−a

x2f(x) dx− ab

∫ b

−a

f(x) dx.

9.

证明 (1)
∫ 1

0

(1 + x)4

1 + x2
dx =

∫ 1

0

(
x2 + 4x+ 5− 4

1 + x2

)
dx =

22

3
− π．

(2)
∫ 1

0

x4(1− x)4

1 + x2
dx =

∫ 1

0

(
x6 − 4x5 + 5x4 − 4x2 + 4− 4

1 + x2

)
dx =

22

7
− π．

1.

证明 因为 f 在 [a, b] 上可积，所以∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

b− a

2n

2n∑
i=1

f

(
(b− a)(i− 1/2)

2n

)

= lim
n→∞

b− a

n

n∑
i=1

1

2

(
f

(
(b− a)(i− 1/2)

2n

)
+ f

(
(b− a)(2n+ 1/2− i)

2n

))

⩾ lim
n→∞

b− a

n

n∑
i=1

f

(
a+ b

2

)
= (b− a)f

(
a+ b

2

)
.

2.

证明 事实上

1√
2 + 5n

+
1√

4 + 5n
+ · · ·+ 1√

2n+ 5n
=

√
n

(
1

n
√
5 + 2/n

+
1

n
√
5 + 4/n

+ · · ·+ 1

n
√
5 + 2n/n

)

<
√
n

∫ 7

5

dx√
x
=

√
7n−

√
5n.

6.2 可积函数的性质

1.

证明 方便起见，补充定义 f(x) 和 g(x) 在 [a, b] 外的值为 0．假设在某个 x0 ∈ [a, b] 处有

f(x0) < g(x0)，那么由连续性可知知在 x0 的某个邻域 (x0 − δ, x0 + δ) 上也有 f(x) < g(x)，从而∫ x0+δ

x0−δ

f(x) dx <
∫ x0+δ

x0−δ

g(x) dx，进而
∫ b

a

f(x) dx <
∫ b

a

g(x) dx，矛盾！因此 f = g．

2.

证明 特别地，也有
∫ b

a

f2(x) dx = 0，因此 f = 0．
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3.

答 (1) 正．

(2) 负．

4.

答 (1)
∫ 1

0

e−x dx <
∫ 1

0

e−x2 dx．

(2)
∫ 0

−1

e−x2 dx =

∫ 1

0

e−x2 dx．

(3)
∫ 1

0

sinx
1 + x

dx <
∫ 1

0

sinx
1 + x2

dx．

(4)
∫ π/2

0

sinx
x

dx >
∫ π/2

0

sin2 x

x2
dx．

5.

证明 这是因为在 [0, π/2] 上成立若尔当不等式 sinx > 2x/π．

6.

证明 这是因为

sin(n+ 1/2)x

sin(x/2) = 1 + 2(cosx+ cos 2x+ · · ·+ cosnx).

7.

证明 因为∫ π

0

(
sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)

)2

dx−
∫ π

0

(
sin(nx/2)
sin(x/2)

)2

dx =

∫ π

0

sin2((n+ 1)x/2)− sin2(nx/2)

sin2(x/2)
dx

=

∫ π

0

sin(n+ 1/2)x

sin(x/2) dx = π,

所以取 n = 0, 1, 2, . . . 时的情形累加就得到∫ π

0

(
sin(nx/2)
sin(x/2)

)2

dx = nπ.

正弦函数也拥有“平方差公式”：sin2 α− sin2 β = sin(α− β) sin(α+ β)．

注意
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8.

证明 这是第 10题的特殊情形．

9.

证明 因为 sin θ 在 (0, π) 上恒正，所以
∫ π

0

f(x) sinx dx = 0 蕴含着 f 在 (0, π) 上变号，

从而有零点 θ0．假设 f 在 (0, π) 内只有 θ0 这一个零点，那么 f(θ) sin(θ − θ0) 在 (0, π) 上除了

θ0 这一点外都是恒正或恒负的，于是

0 6=
∫ π

0

f(x) sin(θ − θ0) dθ = cos θ0
∫ π

0

f(θ) sin θ dθ − sin θ0
∫ π

0

f(θ) cos θ dθ = 0,

矛盾！因此 f 在 (0, π) 内至少有两个零点．

10.

证明 因为

0 ⩽
∫ b

a

(tf(x) + g(x))2 dx = t2
∫ b

a

f2(x) dx+ 2t

∫ b

a

f(x)g(x) dx+

∫ b

a

g2(x) dx,

所以 (
2

∫ b

a

f(x)g(x) dx
)2

− 4

∫ b

a

f2(x) dx
∫ b

a

g2(x) dx ⩽ 0,

亦即 (∫ b

a

f(x)g(x) dx
)2

⩽
∫ b

a

f2(x) dx
∫ b

a

g2(x) dx.

1.

证明 根据伯努利不等式，我们有

∫ 1

−1

(1− x2)n dx ⩾
∫ 1/

√
n

−1/
√
n

(1− x2)n dx ⩾
∫ 1/

√
n

−1/
√
n

(1− nx2) dx =
4

3
√
n
,

显然等号仅当 n = 1 时取得．

2.
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证明 我们把结论加强为：f ≡ 0 或 f 在 (a, b) 上至少改变 n+1 次符号，从而至少有 n+1

个零点．于是显然只需讨论 f 6≡ 0 时的情况．

当 n = 0 时结论显然成立．假设当 n < m 时结论也成立，那么当 n = m 时 f 在 (a, b) 中

至少有 m 个变号的零点，把它们从小到大记为 x1, x2, . . . , xm．假设 f 只有这 m 个变号的零点，

那么 f(x)(x− x1)(x− x2) · · · (x− xm) 在 (a, b) 上不变号，从而

0 6=
∫ b

a

f(x)(x− x1)(x− x2) · · · (x− xm) dx = 0,

矛盾！因此 f 在 (a, b) 上至少有 m+ 1 个变号的零点，即当 n = m 时结论也成立．根据归纳法

原理，结论普遍成立．

3.

证明 如果 M = 0，那么没什么好说的．如果 M > 0，那么对任意的 ε > 0，存在 [α, β] ⊂ [a, b]

使得在 [α, β] 上成立 f(x) > M − ε，于是

lim
n→∞

(∫ b

a

fn(x) dx
)1/n

⩾ lim
n→∞

(∫ β

α

fn(x) dx
)1/n

⩾ lim
n→∞

(β − α)1/n(M − ε) = (M − ε).

又

lim
n→∞

(∫ b

a

fn(x) dx
)1/n

⩽ lim
n→∞

(b− a)1/nM =M,

所以由 ε 的任意性知 lim
n→∞

(∫ b

a

fn(x) dx
)1/n

=M．

4.

证明 对任意的 ε > 0，因为 f(b− ε/2)/f(b− ε) > 1，所以存在 N > 0 使得当 p > N 时有

fp(b− ε/2)/fp(b− ε) > 2(b− a)/ε，于是

(b− a)fp(xp) =

∫ b

a

fp(x) dx >
∫ b

b−ε/2

fp(x) dx > ε

2
fp
(
b− ε

2

)
> (b− a)fp(b− ε),

从而 xp > b− ε．由此可见 lim
p→+∞

xp = b．

5.

证明 设 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0，那么∫ 1

0

xkf(x) dx =
a0

k + 1
+

a1
k + 2

+ · · ·+ an
k + n+ 1

=
p(k)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)
,
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其中 p(k) 是 k 的 n 次多项式．由
∫ 1

0

xkf(x) dx = 0 知 p(k) = c(k− 1)(k− 2) · · · (k− n)．注意

到 ∫ 1

0

f(x) dx = a0 +
a1
2

+ · · ·+ an
n+ 1

=
p(0)

(n+ 1)!
=

(−1)nc

n+ 1
,

所以 c = (−1)n(n+ 1)

∫ 1

0

f(x) dx．此外，在等式

a0
k + 1

+
a1

k + 2
+ · · ·+ an

k + n+ 1
=

p(k)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)
=

c(k − 1)(k − 2) · · · (k − n)

(k + 1)(k + 2) · · · (k + n+ 1)

的两端乘以 k + 1 后再令 k = −1 就得到

a0 = c(−1)n(n+ 1) = (n+ 1)2
∫ 1

0

f(x) dx,

因此∫ 1

0

f2(x) dx =

∫ 1

0

(anx
n + · · ·+ a1x+ a0)f(x) dx = a0

∫ 1

0

f(x) dx = (n+ 1)2
(∫ 1

0

f(x) dx
)2

.

6.3 微积分基本定理

1.

答 (1) a+ b．

(2)
∫ π/2

0

cosmx sinnx dx =
1

2

∫ π/2

0

(sin(m+n)x−sin(m−n)x) dx =
1

2

(
1− cos((m+ n)π/2)

m+ n
−

1− cos((m− n)π/2)

m− n

)
．

(3)
∫ 4

1

x+ 1√
x

dx =

∫ 4

1

(√
x+

1√
x

)
dx =

20

3
．

(4)
∫ 1

0

x(2− x2)12 dx = − 1

26
(2− x2)13

∣∣∣∣1
0

=
8191

26
．

2.

证明 事实上

φ′(x) = f(x)

∫ x

0

(x− t)f(t) dt
/(∫ x

0

f(t) dt
)2

> 0.

3.
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证明 在已知式两端求导得到 f(x) = (f(x) + xf ′(x))/2，或者 1/x = f ′(x)/f(x) = (ln f(x))′．
因此 ln f(x) = lnx+ C，进而 f(x) = cx．

4.

证明 因为

0 =
d
da

∫ ab

a

f(x) dx = bf(ab)− f(a),

所以取 a = 1 就得到 f(b) = f(1)/b，亦即 f(x) = c/x．

5.

证明 因为 f 连续，所以存在 ξ ∈ [a, b] 使得 max
a⩽x⩽b

|f(x)| = |f(ξ)|．另一方面，根据积分中值

定理，存在 η ∈ [a, b] 使得

1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣ = |f(η)|,

于是

max
a⩽x⩽b

|f(x)| ⩽ 1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣+ |f(ξ)− f(η)| = 1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∫ η

ξ

f ′(x) dx
∣∣∣∣

⩽ 1

b− a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣∣+
∫ b

a

|f ′(x)| dx.

6.

证明 在已知式两端求导得到 2xf(x2) − f(x) = f(x)，或者 x2f(x2) = xf(x)，由问题 2.7的

第 7题知 xf(x) = c，即 f(x) = c/x．

7.

证明 使用洛必达法则立得结果．

1.

证明 设

g(t) =

∫ t

a

xf(x) dx− a+ t

2

∫ t

a

f(x) dx,

那么

g′(t) = tf(t)− 1

2

∫ t

a

f(x) dx− a+ t

2
f(t) =

1

2

∫ t

a

(f(t)− f(x)) dx ⩾ 0,

所以 g(b) ⩾ g(0) = 0，亦即 ∫ b

a

xf(x) dx ⩾ a+ b

2

∫ b

a

f(x) dx.
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2.

证明 在第 1题中取 f(x) = 1/x 即可．

3.

证明 设

F (t) =

(∫ t

0

f(x) dx
)2

−
∫ t

0

f3(x) dx,

那么

F ′(t) = f(t)

(
2

∫ t

0

f(x) dx− f2(t)

)
.

再令

G(t) = 2

∫ t

0

f(x) dx− f2(t),

那么

G′(t) = 2f(t)(1− f ′(t)) ⩾ 0,

所以 G(t) ⩾ G(0) = 0，从而 F ′(t) ⩾ 0，进而 F (t) ⩾ F (0) = 0，亦即

∫ 1

0

f3(x) dx ⩽
(∫ 1

0

f(x) dx
)2

.

4.

证明 事实上∫ 1

0

|f(x)− f ′(x)| dx ⩾
∫ 1

0

e−x|f(x)− f ′(x)| dx ⩾
∣∣∣∣∫ 1

0

(e−xf(x))′ dx
∣∣∣∣ = 1

e .

5.

证明 因为 f ′(x) > 0，所以 f 是递增的，从而

f(x) = f(1) +

∫ x

1

f ′(t) dt = 1 +

∫ x

1

dt
t2 + f2(t)

⩽ 1 +

∫ x

1

dt
t2 + 1

⩽ 1 +
π

4
,

进而 lim
x→+∞

f(x) 存在．
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6.4 分部积分与换元

1.

答 (1)
∫ π

0

sin3 x dx = 2× 2!!

3!!
=

4

3
．

(2)
∫ π

−π

x2 cosx dx =

∫ π

−π

x2 d sinx = −2

∫ π

−π

x sinx dx = 2

∫ π

−π

x d cosx = −4π−
∫ π

−π

cosx dx =

−4π．

(3)
∫ 3

0

x

1 +
√
1 + x

dx =

∫ 3

0

(
√
1 + x− 1) dx =

5

3
．

(4)
∫ √

3

0

x arctanx dx =
1

2

∫ √
3

0

arctanx dx2 = π

2
− 1

2

∫ √
3

0

x2

1 + x2
dx =

2π

3
−

√
3

2
．

(5)
∫ 0

−1

(2x+ 1)
√
1− x− x2 dx = −

∫ 0

−1

√
1− x− x2 d(1− x− x2) = 0．

(6)
∫ e

1/e
| lnx| dx =

∫ e

1

lnx dx−
∫ 1

1/e
lnx dx =

2(e − 1)

e ．

(7)
∫ 5

0

bxc sin πx
5

dx =

(∫ 2

1

+2

∫ 3

2

+3

∫ 4

3

+4

∫ 5

4

)
sin πx

5
dx =

20

π
．

(8)
∫ a

0

x2
√
a2 − x2 dx =

1

2

∫ a

0

√
ax2 − x4 dx2 = 1

2

∫ a|a|

0

√
a2u− u2 du =

a4π sgn a
16

．

(9)
∫ ln 2

0

√
ex − 1dx

√
ex−1=u
= 2

∫ 1

0

u2

1 + u2
du = 2− π

2
．

(10)
∫ 1

0

xn lnx dx =
1

n+ 1

∫ 1

0

lnx dxn+1 = −n+ 1∫ 1

0

xn dx = − 1

(n+ 1)2
．

(11)
∫ a

0

ln(x+
√
a2 + x2) dx = (x ln(x+

√
a2 + x2)−

√
a2 + x2)|a0 = a ln(1+

√
2)a+ a(1−

√
2)．

(12) 其不定积分在练习题 5.2的第 4题的 (19)中已经算出，所以

∫ π/2

0

cosx sinx
a2 sin2 x+ b2 cos2 x

dx =


ln |a| − ln |b|
a2 − b2

, a 6= b

1

2a2
, a = b

.

2.

证明 略．

3.

证明 略．

4.
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证明 这是因为对任意的 ε > 0 都有

0 ⩽ lim
n→∞

∫ π/2

0

sinn x dx ⩽ lim
n→∞

∫ π/2

0

sinn x dx = lim
n→∞

(∫ π/2−ε

0

+

∫ π/2

π/2−ε

)
sinn x dx

⩽ lim
n→∞

π

2
sinn

(π
2
− ε
)
+ ε = ε.

5.

证明 (1) lim
n→∞

(2n)!!

(2n+ 1)!!
= lim

n→∞

∫ π/2

0

sin2n+1 x dx = 0．

(2) lim
n→∞

(2n− 1)!!

(2n)!!
= lim

n→∞

2

π

∫ π/2

0

sin2n x dx = 0．

6.

证明 (1)
∫ π/2

0

f(cosx) dx =

∫ π/2

0

f(cos(π/2)− x) dx =

∫ π/2

0

f(sinx) dx．

(2) 这是因为∫ π

0

xf(sinx) dx =

∫ π

0

(π − x)f(sin(π − x)) dx = π

∫ π

0

f(sinx) dx−
∫ π

0

xf(sinx) dx.

7.

证明 这是因为∣∣∣∣∫ 2

0

f(x) dx− 2

∣∣∣∣ ⩽ ∫ 2

0

|f(x)− 1| dx =

∫ 1

0

|f(x)− f(0)| dx+

∫ 2

1

|f(x)− f(2)| dx

=

∫ 1

0

|f ′(ξx)|x dx+

∫ 2

1

|f ′(ηx)|(2− x) dx ⩽
∫ 1

0

x dx+

∫ 2

1

(2− x) dx = 1.

8.

证明 根据积分中值定理知存在 ξ1 ∈ [−a, 0] 和 ξ2 ∈ [0, a] 使得

0 =
1

a

∫ 0

−a

f(x) dx+
1

a

∫ a

0

f(x) dx = f(ξ1) + f(ξ2),

于是 ∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ −a

−1

(f(x)− f(ξ1)) dx+

∫ 1

a

(f(x)− f(ξ2)) dx
∣∣∣∣

⩽
∫ −a

−1

|f ′(ηx)|(ξ1 − x) dx+

∫ 1

a

|f ′(ζx)|(x− ξ2) dx

⩽M

∫ −a

−1

(ξ1 − x) dx+M

∫ 1

a

(x− ξ2) dx =M(1− a2 + (a− 1)(ξ2 − ξ1))

⩽M(1− a2).
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9.

证明
∫ 2π

0

(∫ 2π

x

sin t
t

dt
)

dx =

∫ 2π

0

(∫ t

0

sin t
t

dx
)

dt =
∫ 2π

0

sin tdt = 0．

10.

证明
∫ a

0

(∫ x

0

f(t) dt
)

dx =

∫ a

0

(∫ a

t

f(t) dx
)

dt =
∫ a

0

f(t)(a− t) dt．

11.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ ∈ (0, 1) 使得当 |x| ⩽ δ 时有 |f(x)− f(0)| < ε，于是

0 ⩽ lim
h→0+

∣∣∣∣∫ 1

−1

h

h2 + x2
(f(x)− f(0)) dx

∣∣∣∣ ⩽ lim
h→0+

∣∣∣∣∫ 1

−1

h

h2 + x2
(f(x)− f(0)) dx

∣∣∣∣
⩽ lim

h→0+

(∫
|x|⩽δ

+

∫
δ⩽|x|⩽1

)
h

h2 + x2
|f(x)− f(0)| dx

⩽ lim
h→0+

ε

∫
|x|⩽δ

h

h2 + x2
dx+ 2M

∫
δ⩽|x|⩽1

h

h2 + x2
dx

= lim
h→0+

2ε arctan δ
h
+ 4M

(
arctan 1

h
− arctan δ

h

)
= πε,

其中 M 是 f 的一个界．因此

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
(f(x)− f(0)) dx = 0,

即

lim
h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
f(x) dx = f(0) lim

h→0+

∫ 1

−1

h

h2 + x2
dx = πf(0).

12.

证明 (1) 这是因为

0 ⩽ lim
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cosλx dx
∣∣∣∣∣ ⩽ lim

λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) cosλx dx
∣∣∣∣∣

= lim
λ→+∞

1

λ

∣∣∣∣∣f(b) sinλb− f(a) sinλa−
∫ b

a

f ′(x) sinλx dx
∣∣∣∣∣

⩽ lim
λ→+∞

1

λ

(
|f(b)|+ |f(a)|+

∫ b

a

|f ′(x)| dx
)

= 0.

(2) 略．
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128 第六章 函数的积分

13.

答 f(x) = −
∫ x

−1

e1/t
(1 + e1/t)2 d1

t
=

1

1 + e1/x − e
1 + e．

14.

解
∫ π/2

0

cos2 x
cosx+ sinx dx =

∫ π/2

0

sin2 x

cosx+ sinx dx =
1

2

∫ π/2

0

cos2 x
cosx+ sinx dx+1

2

∫ π/2

0

sin2 x

cosx+ sinx dx =

1

2

∫ π/2

0

1

cosx+ sinx dx =
1

2
√
2

∫ π/2

0

1

sin(x+ π/4)
dx =

1

2
√
2

ln tan x+ π/4

2

∣∣∣∣π/2
0

=
ln cot(π/8)√

2
．

1.

证明 事实上

lim
x→+∞

1

x

∫ x

0

f(t) dx = lim
x→+∞

bx/T cT
x

1

bx/T cT

∫ ⌊x/T⌋T

0

f(t) dt+ 1

x

∫ x

⌊x/T⌋T
f(t) dt

= lim
x→+∞

bx/T cT
x

1

T

∫ T

0

f(t) dt+ 1

x

∫ x−⌊x/T⌋T

0

f(t) dt = 1

T

∫ T

0

f(t) dt.

2.

证明 根据斯托尔兹定理，

lim
n→∞

In
lnn = lim

n→∞

In+1 − In
ln(n+ 1)− lnn = lim

n→∞

∫ π/2

0

sin2(n+ 1)t− sin2 nt

sin t dt
/

ln
(
1 +

1

n

)

= lim
n→∞

∫ π/2

0

sin(2n+ 1)t dt
/

ln
(
1 +

1

n

)
= lim

n→∞

1

2n+ 1

/
ln
(
1 +

1

n

)
=

1

2
.

3.

证明 (1) 注意到

f(m,n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

∫ 1

0

xm+k dx =

∫ 1

0

xm
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kxk dx =

∫ 1

0

xm(1− x)n dx

即可．

(2) 因为∫ 1

0

xm(1− x)n dx =
1

m+ 1

∫ 1

0

(1− x)n dxm+1 =
n

m+ 1

∫ 1

0

xm+1(1− x)n−1 dx,

所以

f(m,n) =
n

m+ 1
f(m+ 1, n− 1) = · · · = n!

(m+ n)!/m!
f(m+ n, 0) =

m!n!

(m+ n+ 1)!
.
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6.5 可积性理论 129

4.

证明 (1) 略．

(2) 根据莱布尼茨公式是显然的．

(3) 分部积分可得∫ π

0

f(x) sinx dx =
2n∑
i=0

(−1)if (i)(x) sin
(
x− (i+ 1)π

2

)∣∣∣∣∣
π

0

,

由此可见
∫ π

0

f(x) sinx dx 是整数，且是正的．另一方面，

f(x) ⩽ f
( a
2b

)
=

a2n

4nbnn!
,

所以当 n 足够大时 f(x) ⩽ 1/π，进而
∫ π

0

f(x) sinx dx < 1，矛盾！因此 π 是无理数．

5.

证明 假设对每个 x ∈ (0, 1) 都有 |f(x)| < 2n(n+ 1)，那么

1 =

∫ 1

0

f(x)xn dx =

∫ 1

0

f(x)

(
x− 1

2

)n

dx < 2n(n+ 1)

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n dx = 1,

矛盾！

6.

证明 根据柯西–施瓦茨不等式，∫ 1

0

(f ′′(x))2 dx =
1

4

∫ 1

0

(6x− 2)2 dx
∫ 1

0

(f ′′(x))2 dx ⩾ 1

4

(∫ 1

0

(6x− 2)f ′′(x) dx
)2

=
1

4

(∫ 1

0

(6x− 2) df ′(x)

)2

=
1

4

(
4− 6

∫ 1

0

f ′(x) dx
)2

= 4.

6.5 可积性理论

1.

证明 因为 f 在 [a, b] 上可积，所以对任意的 ε > 0，存在分割 π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

使得
n∑

i=1

ωi∆xi < ε．作阶梯函数

q(x) =


sup

x∈(xi−1,xi)

f(x), x ∈ (xi−1, xi)

f(xi), x = xi,

, p(x) =


inf

x∈(xi−1,xi)
f(x), x ∈ (xi−1, xi)

f(xi), x = xi,
, (6.1)
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130 第六章 函数的积分

这样就有 ∫ b

a

(q(x)− p(x)) dx =
n∑

i=1

ωi∆xi < ε.

2.

证明 因为 f 在 [a, b] 上可积，所以对任意的 ε > 0，存在分割 π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

使得
n∑

i=1

ωi∆xi < ε/2．先按(6.1)式作出函数 p 和 q．现在取定一个足够小的正数 δ，并记

Mi = sup
x∈(xi−1,xi)

f(x), mi = inf
x∈(xi−1,xi)

f(x).

如果 Mi ⩽ Mi+i，就用线性函数在 [xi − δ, xi] 上代替 q(x)，如果 Mi > Mi+1，就用线性函数

在 [xi, xi + δ] 上代替 q(x)．如果 mi ⩽ mi+i，就用线性函数在 [xi, xi + δ] 上代替 p(x)，如果

mi > mi+1，就用线性函数在 [xi − δ, xi] 上代替 p(x)．这样就得到了连续函数 p 和 q，且满足

p ⩽ f ⩽ q．易见当 δ 足够小时有∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ωi∆xi −
∫ b

a

(q(x)− p(x)) dx
∣∣∣∣∣ < ε

2
,

从而 ∫ b

a

(q(x)− p(x)) dx < ε

2
+

n∑
i=1

ωi∆xi < ε.

3.

证明 因为 lim
x→+∞

f(x) = l，所以对任意的 ε > 0 都存在 A > 0 使得当 x > A 时有

l − ε < f(x) < l + ε,

从而

1

x

∫ A

0

f(x) dx+
x−A

x
(l − ε) <

1

x

∫ x

0

f(t) dx < 1

x

∫ A

0

f(x) dx+
x−A

x
(l + ε),

进而

l − ε ⩽ lim
x→+∞

1

x

∫ x

0

f(t) dx ⩽ lim
x→+∞

1

x

∫ x

0

f(t) dx ⩽ l + ε.

由 ε 的任意性知 lim
x→+∞

1

x

∫ x

0

f(t) dx = l．

4.
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6.6 勒贝格定理 131

证明 因为 f 在 [a, b] 上可积，所以∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx ⩾ σ(b− a).

1.

证明 因为 m ⩽ f(x) ⩽M，所以 f(x) +mM/f(x) ⩽ m+M，进而

m+M ⩾
∫ 1

0

f(x) dx+mM

∫ 1

0

dx
f(x)

⩾ 2

√
mM

∫ 1

0

f(x) dx
∫ 1

0

dx
f(x)

,

所以 ∫ 1

0

f(x) dx
∫ 1

0

dx
f(x)

⩽ (m+M)2

4mM
.

2.

证明 注意到 f(x) + f(−x) 也是偶函数，所以

0 =

∫ 1

−1

f(x)(f(x) + f(−x)) dx =

∫ 1

−1

f(−x)(f(x) + f(−x)) dx,

从而

0 =

∫ 1

−1

f(x)(f(x) + f(−x)) dx+

∫ 1

−1

f(−x)(f(x) + f(−x)) dx =

∫ 1

−1

(f(x) + f(−x))2 dx,

进而 f(x) + f(−x) = 0，即 f 是 [−1, 1] 上的奇函数．

3.

证明 设 y(t) =M + k

∫ t

0

|x(τ)| dτ，那么 y′(t) = k|x(t)| ⩽ ky(t)，从而

(e−kty(t))′ = e−kt(y′(t)− ky(t)) ⩽ 0,

因此 e−kty(t) ⩽ y(0) =M，亦即 Mekt ⩾ y(t) ⩾ |x(t)|．

6.6 勒贝格定理

1.

证明 这是因为

max{f(x), g(x)} =
f(x) + g(x) + |f(x)− g(x)|

2
, min{f(x), g(x)} =

f(x) + g(x)− |f(x)− g(x)|
2

.
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132 第六章 函数的积分

2.

证明 易见 φ 的连续点必是 f ◦φ 的连续点，从而 D(f ◦φ) ⊂ D(φ)，因此 f ◦φ 在 [c, d] 上

可积．

3.

答 比如取 f(x) = dxe 而 φ(x) 为黎曼函数，那么事实上 f ◦ φ 就是狄利克雷函数，从而不

可积．

4.

证明 因为 f 在 [a, b] 上可积，所以

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx ⩽ 0 ⩽
∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx,

因而
∫ b

a

f(x) dx = 0．

1.

证明 注意到∫ 1

0

fα(x) dx =

∫ 1

0

(⌊α
x

⌋
− α

x

)
dx− α

∫ 1

0

(⌊
1

x

⌋
− 1

x

)
dx

=

∫ 1

0

(⌊α
x

⌋
− α

x

)
dx−

∫ α

0

(⌊α
x

⌋
− α

x

)
dx =

∫ 1

α

(⌊α
x

⌋
− α

x

)
dx

= −
∫ 1

α

α

x
dx = α lnα.

2.

证明 当
∫ b

a

f(x) dx = 0 时，假设 f 在某个连续点 x0 处取正值，那么在 x0 的某个邻域

U(x0) 上有 f(x) > f(x0)/2，由此易知
∫ b

a

f(x) dx > 0，矛盾！因此 f 在连续点取零值．

当 f 在连续点取零值时，因为 f 是可积的，所以 [a, b] 的任一分割的每个小区间中都有 f 的

连续点，进而

0 =

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.
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6.7 反常积分 133

6.7 反常积分

1.

答 (1)
∫ +∞

2

dx
x lnp x

=

∫ +∞

2

d lnx
lnp x

=
ln1−p 2

p− 1
．

(2)
∫ +∞

0

e−
√
x = −(1 +

√
x)e−

√
x
∣∣∣+∞

0
= 2．

(3)
∫ 0

−∞
xex dx = (x− 1)ex|0−∞ = −1．

(4)
∫ +∞

0

x5e−x2 dx = −1

2
(x4 + 2x2 + 2)e−x2

∣∣∣∣+∞

0

= 1．

(5)
∫ +∞

1

dx
x(1 + x)

= ln x

1 + x

∣∣∣∣+∞

1

= ln 2．

(6) 其不定积分在练习题 5.3的第 (9)题中已经算出，因此
∫ +∞

0

dx
1 + x3

=
π

2
√
3
．

(7)
∫ +∞

−∞

dx
x2 + 2x+ 2

=

∫ +∞

−∞

dx
(x+ 1)2 + 1

=

∫ +∞

−∞

dx
x2 + 1

= π．

(8)
∫ +∞

−∞

dx
(x2 + x+ 1)2

=

(
2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
+

4

3
√
3

arctan 2x+ 1√
3

)∣∣∣∣+∞

−∞
=

4π

3
√
3
．

(9)
∫ +∞

0

xn−1e−x dx = (n− 1)!．

(10)
∫ +∞

0

dx
(a2 + x2)n

=
2n− 3

2(n− 1)a2

∫ +∞

0

dx
(a2 + x2)n−1

=
(2n− 3)!!

(2n− 2)!!a2n−2

∫ +∞

0

dx
a2 + x2

=
(2n− 3)!!π

(2n− 2)!!a2n−1
．

(11)
∫ +∞

0

x2n+1e−x2 dx =
1

2

∫ +∞

0

x2ne−x2 dx2 = 1

2
n!．

(12) 其不定积分在练习题 5.3的第 (13)题中已经算出，因此
∫ +∞

0

1 + x2

1 + x4
dx =

π√
2
．

2.

证明 假设 f 在某个点 x0 处取正值，那么在 x0 的某个邻域 U(x0) 上有 f(x) > f(x0)/2，

于是 ∫ +∞

0

f(x) dx ⩾
∫
U(x0)

f(x) dx > 0,

矛盾！因此 f = 0．

3.

证明 (1)
∫ 1

−1

dx√
1− x2

= arcsinx|1−1 = π．
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134 第六章 函数的积分

(2)
∫ 1

−1

arcsinx√
1− x2

dx =
1

2
arcsin2 x

∣∣∣∣1
−1

= 0．

(3)
∫ 1

0

dx
(2− x)

√
1− x

= −2 arctan
√
1− x

∣∣1
0
=
π

2
．

(4)
∫ 1

−1

dx
(2− x2)

√
1− x2

=
1√
2

arctan x√
2− 2x2

∣∣∣∣1
−1

=
π√
2
．

(5)
∫ 1

0

arcsin
√
x√

x(1− x)
= arcsin2

√
x
∣∣1
0
=
π2

4
．

(6) 根据练习题 5.2的第 5题，
∫ 1

0

lnn x dx = −n
∫ 1

0

lnn−1 x dx = (−1)nn!．

(7)
∫ 1

0

(1− x)n√
x

dx = B
(
1

2
, n+ 1

)
．

4.

证明 因为 ∫ 1

0

dt√
1− t4

t2=sin u
=

1

2

∫ π/2

0

du√
sinu

,

而 ∫ 1

0

dt√
1 + t4

t2=sin u
=

√
2

2

∫ π/4

0

du√
sin 2u

=
1

2
√
2

∫ π/2

0

du√
sinu

,

所以 ∫ 1

0

dt√
1− t4

/∫ 1

0

dt√
1 + t4

=
√
2.

5.

证明 事实上∫ x

0

ext−t2 dt = ex2/4

∫ x

0

e−(t−x/2)2 dt = 1

2
ex2/4

∫ x

−x

e−u2/4 du = ex2/4

∫ x

0

e−t2/4 dt.

6.

解 (1)
∫ π/2

0

x cotx dx =

∫ π/2

0

x d ln sinx = −
∫ π/2

0

ln sinx dx =
π

2
ln 2．

(2)
∫ 1

0

lnx√
1− x2

dx =

∫ 1

0

lnx d arcsinx = −
∫ 1

0

arcsinx
x

dx x=sin u
= −

∫ π/2

0

u cotu du = −π
2

ln 2．
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6.8 数值积分 135

6.8 数值积分

1.

解 (1) 在Mathematica中输入 With[{f = If[# == 0, 1, Sin[#]/#] &, a = 0, b = Pi,
n = 100}, N@Total@Table[(b - a)/n (f[a + (b - a) (i - 1)/n] + f[a + (b - a) i/n])/2,

{i, 1, n}]]，可以算出
∫ π

0

sinx
x

dx ≈ 1.85191．

(2) 在Mathematica中输入 With[{f = Exp[-#]/(# + 100) &, a = 0, b = 100, n = 1000},
N@Total@Table[(b - a)/n (f[a + (b - a) (i - 1)/n] + f[a + (b - a) i/n])/2, {i, 1, n}]]，

可以算出
∫ π

0

e−x

x+ 100
dx ≈ 0.00991036．

2.

答 用梯形法算出
∫ 1

0

dx
1 + x2

≈ 0.784981，其误差不超过 1/1200 < 0.001．进一步地可以得到

π ≈ 3.13993．



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

136 第六章 函数的积分



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

第七章 积分学的应用

7.1 积分学在几何学中的应用

1.

答 (1)
∫ a

0

(
−x

2

a
+
√
ax

)
dx =

a3

3
．

(2)
∫ 2

1

((2x− x2)− (2− x)) dx =
1

6
．

(3)
∫ π

0

sin2 x dx =
π

2
．

(4) 由二次型的理论1知 ax2 + 2bxy + cy2 = 1 是一个椭圆，其两个半轴长为√
2
/(

a+ c±
√
a2 − 2ac+ 4b2 + c2

)
,

由此知其面积为 π/
√
ac− b2．

(5) 3× 1

2

∫ π/3

0

(a sin 3θ)2 dθ = a2π

4
．

(6) 2× 1

2

∫ π/4

−π/4

a2 cos 2θ dθ = a2．

2.

答 (1)
∫ a

−a

√
b2 − b2

a2
x2 dx =

2b

a

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx = abπ．

(2) 用平面 z = z0 去截椭圆得到 x2/a2 + y2/b2 ⩽ 1− z20/c
2，或

x2

a2(1− z20/c
2)

+
y2

b2(1− z20/c
2)

= 1,

因此椭球的面积是 ∫ c

−c

ab

(
1− z2

c2

)
dz = 4

3
abcπ.

1把二次型 ax2 + 2bxy + cy2 的两个特征值记为 λ1 和 λ2，且 0 < λ1 < λ2．那么在 x2 + y2 = 1 的条件下有 λ1 ⩽
ax2 + 2bxy + cy2 ⩽ λ2，从而在 ax2 + 2bxy + cy2 = 1 的条件下有 1/λ2 ⩽ x2 + y2 ⩽ 1/λ1．

137
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138 第七章 积分学的应用

3.

答 (1)
∫ 2π

0

√
(x′)2 + (y′)2 dt =

∫ 2π

0

√
2et dt =

√
2(e2π − 1)．

(2)
∫ 2π

0

√
(x′)2 + (y′)2 dt =

∫ 2π

0

at dt = 2aπ2．

(3)
∫ 2π

0

√
(x′)2 + (y′)2 dt =

∫ 2π

0

3c2| sin t cos t|

√
cos2 t
a2

+
sin2 t

b2
dt = 6c2

∫ π/2

0

sin 2t

√
1 + cos 2t

2a2
+

1− cos 2t
2b2

dt =

4(a2 + ab+ b2)c2

ab(a+ b)
=

4(a3 − b3)

ab
．

(4)
∫ 2π

0

√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 dt =

∫ 2π

0

√
2dt = 2

√
2π．

(5)
∫ 2

0

√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2 dt =

∫ 2

0

(1 + 18t2) dt = 50．

(6) 2

∫ √
2pa

0

√
1 +

y2

p2
dy = 2

√
1

2
+
a

p

√
ap+ p arsinh

√
2a

p
．

(7)
∫ π/3

0

√
1 + tan2 x dx = ln(2 +

√
3)．

(8)
∫ 5

√
2/2

0

√
1 +

x2

25− x2
dx =

5

4
π．

4.

答 (1)
∫ 2π

0

√
r2 + (r′)2 = a

∫ 2π

0

√
2 + 2 cos θ dθ = 8a．

(2) 心脏线在直角坐标系下的参数方程可以写成x = a(1 + cos θ) cos θ

y = a(1 + cos θ) sin θ
,

于是所求体积为

π

∫ 2a

0

y2 dx = πa3
∫ 0

π

((1 + cos θ) sin θ)2 d(1 + cos θ) cos θ = 8πa3

3
.

(3) 2π

∫ π

0

y
√
(x′)2 + (y′)2 dθ = 2πa2

∫ π

0

√
2(1 + cos θ)3/2 sin θ dθ = 32πa2

5
．

5.

答 2π

∫ π

0

sinx
√
1 + cos2 x dx = 2π(

√
2 + ln(1 +

√
2))．

6.
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7.2 物理应用举例 139

答 最大值是 1，最小值是 0．

7.

证明 注意到

3 =
xf ′(x)− f(x)

x2
=

(
f(x)

x

)′

,

所以 f(x)/x = 3x+ c，或者 f(x) = 3x2 + cx．于是对应的旋转体的体积是

π

∫ 1

0

(3x2 + cx)2 dx = π

(
c2

3
+

3c

2
+

9

5

)
.

由此可见当 x = −9/4 时体积最小，此时该平面图形的面积是 9/80．

7.2 物理应用举例

1.

答 用 g 表示重力加速度，ρ 表示水的密度，那么重力做的功就是∫ 10

0

π × 52ρgx dx = 1250πgρ.

2.

答
∫ +∞

−∞

Gρ
x2 + a2

a√
x2 + a2

dx =
2Gρ
a

．

3.

答 使用数值方法求解积分方程

h(t) +
1

0.52π

∫ t

0

0.0052π × 0.6
√
2gh(τ) dτ = 2,

得到当 t = 2.96h 时 h(t) ≈ 0，即水全部流完需要 2.96 小时．

7.3 面积原理

1.

证明 在杨不等式中取 φ(x) = ex−1 即得．等号成立当且仅当 ea−1 = b．

2.
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140 第七章 积分学的应用

证明 因为
1

(x+ a)

√
a

k
是递减的，所以

∞∑
k=1

1

(k + a)
√
k
<

∫ +∞

0

1

(x+ a)

√
a

k
dx =

∫ +∞

0

2
√
a d

√
x

x+ a
= π.

3.

证明 根据杨不等式的推论，我们有

|f |(∫ b

a

|f |p dx
)1/p

|g|(∫ b

a

|g|q dx
)1/q

⩽ 1

p

|f |p∫ b

a

|f |p dx
+

1

q

|g|q∫ b

a

|g|q dx
,

积分之，得到 ∫ b

a

|fg| dx(∫ b

a

|f |p dx
)1/p(∫ b

a

|g|q dx
)1/q

⩽ 1

p
+

1

q
= 1,

亦即 ∫ b

a

|fg| dx ⩽
(∫ b

a

|f |p dx
)1/p(∫ b

a

|g|q dx
)1/q

.

4.

证明 因为∫ b

a

|f + g|p dx =

∫ b

a

|f + g|p−1|f + g| dx ⩽
∫ b

a

|f + g|p−1|f | dx+

∫ b

a

|f + g|p−1|g| dx

⩽
(∫ b

a

|f + g|p dx
)(p−1)/p(∫ b

a

|f |p dx
)1/p

+

(∫ b

a

|f + g|p dx
)(p−1)/p(∫ b

a

|g|p dx
)1/p

,

所以 (∫ b

a

|f + g|p dx
)1/p

⩽
(∫ b

a

|f |p dx
)1/p

+

(∫ b

a

|g|p dx
)1/p

.

5.

证明 因为 1/xp 是递减的，所以极限

lim
n→∞

n∑
k=1

1

kp
−
∫ n

1

dx
xp

= lim
n→∞

n∑
k=1

1

kp
− n1−p

1− p
+

1

1− p
= α
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7.3 面积原理 141

存在．取 β = α− 1/(1− p)，因为 lim
x→+∞

1/xp = 0，所以

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

1

kp
− n1−p

1− p
− β

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

(n− 1)p
,

亦即
n∑

k=1

1

kp
=
n1−p

1− p
+ β +O

(
1

np

)
.

6.

答
n∑

k=3

ln ln k =

∫ n

3

ln lnx dx + O(ln lnn) = x ln lnx|n3 −
∫ n

3

dx
lnx + O(ln lnn) = n ln lnn +

O(n)．

7.

证明 当 x ⩾ 3 时 lnx/x 是递减的，所以

n∑
k=3

ln k
k

−
∫ n

3

lnx
x

dx =
n∑

k=3

ln k
k

− 1

2
ln2 n+

1

2
ln2 3

在 n→ ∞ 时收敛到某个数 β．现在取 α = β − 1

2
ln2 3 +

1

2
ln 2，那么就有

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ln k
k

− 1

2
ln2 n− α

∣∣∣∣∣ ⩽ ln(n− 1)

n− 1
,

亦即
n∑

k=1

ln k
k

=
1

2
ln2 n+ α+O

(
lnn
n

)
.

8.

证明 这是因为

∞∑
k=1

(−1)k
ln k
k

= −
2n∑
k=1

ln k
k

+ 2
n∑

k=1

ln 2k

2k
= −

2n∑
k=1

ln k
k

+
n∑

k=1

ln k
k

+ ln 2

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)

=−
(
1

2
ln2 2n+ α+O

(
ln 2n

2n

))
+

(
1

2
ln2 n+ α+O

(
lnn
n

))
+ ln 2

(
lnn+ γ +O

(
1

n

))
=− 1

2
ln2 2 + γ ln 2 +O

(
ln 2n

2n

)
+O

(
lnn
n

)
+O

(
1

n

)
→
(
γ − 1

2
ln 2

)
ln 2 (n→ ∞).

9.
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142 第七章 积分学的应用

证明 当 φ(a) = b 时，∫ a

0

φ(x) dx+

∫ b

0

φ−1(y) dy =

∫ a

0

φ(x) dx+

∫ a

0

φ−1(φ(x)) dφ(x)

=

∫ a

0

φ(x) dx+

∫ a

0

x dφ(x) =
∫ a

0

φ(x) dx+ xφ(x)|a0 −
∫ a

0

φ(x) dx

= aφ(a) = ab.

当 b > φ(a) 时，∫ a

0

φ(x) dx+

∫ b

0

φ−1(y) dy =

∫ a

0

φ(x) dx+

∫ φ(a)

0

φ−1(y) dy +
∫ b

φ(a)

φ−1(y) dy

> aφ(a) + (b− φ(a))φ−1(φ(a)) = ab.

当 b < φ(a) 时把 φ 视为 φ−1 的反函数，也有∫ a

0

φ(x) dx+

∫ b

0

φ−1(y) dy > ab.

1.

证明 (1) 方便起见，记 an+1 = 0．当 n 是偶数时，

n∑
k=1

(−1)k+1f(ak) =

n/2∑
k=1

∫ a2k−1

a2k

f ′(x) dx ⩾
n/2∑
k=1

∫ a2k−1

a2k

f ′(x) dx

⩾
n/2∑
k=1

∫ ∑n
i=2k−1(−1)i+1ai

∑n
i=2k+1(−1)i+1ai

f ′(x) dx =

∫ ∑n
i=1(−1)i+1ai

0

f ′(x) dx

= f

(
n∑

k=1

(−1)k+1ak

)
.

那么当 n 是奇数时，

n∑
k=1

(−1)k+1f(ak) =
n+1∑
k=1

(−1)k+1f(ak) ⩾ f

(
n+1∑
k=1

(−1)k+1ak

)
= f

(
n∑

k=1

(−1)k+1ak

)
.

(2) 取 f(x) = xr 即可．

2.

证明 注意到

1

n

n∑
k=1

(⌊
2n

k

⌋
− 2

⌊n
k

⌋)
=

∫ 1

0

(⌊
2

x

⌋
− 2

⌊
1

x

⌋)
dx
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7.4 沃利斯公式和斯特林公式 143

=
∞∑
k=1

(∫ 1/(k+1/2)

1/(k+1)

+

∫ 1/k

1/(k+1/2)

)(⌊
2

x

⌋
− 2

⌊
1

x

⌋)
dx =

∞∑
k=1

∫ 1/(k+1/2)

1/(k+1)

(⌊
2

x

⌋
− 2

⌊
1

x

⌋)
dx

=
∞∑
k=1

(
1

k + 1/2
− 1

k + 1

)
= 2

∞∑
k=1

(
1

2k + 1
− 1

2k + 2

)
= 2 ln 2− 1.

3.

证明 因为 −f 是凸函数，所以

f(x) = f

(
b− x

b− a
a+

x− a

b− a
b

)
⩾ b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b) = 0,

从而
∫ b

a

f(x) ⩾ 0．记 x0 = (aα − bβ)/(α − β)，那么当 a < x < x0 时 f(x) ⩽ α(x − a)，当

x0 < x < b 时 f(x) ⩽ β(x− b)，所以∫ b

a

f(x) dx ⩽
∫ x0

a

α(x− a) dx+

∫ b

x0

β(x− b) dx =
1

2
αβ

(b− a)2

β − α
.

7.4 沃利斯公式和斯特林公式

1.

答
(
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
∼

√
4nπ(2n/e)2n

(
√
2nπ(n/e)n)2

=
n2n−1/2

√
π

(n→ ∞)．

2.

证明 这是因为∫ 1

−1

(1− x2)n dx =

∫ 1

0

t−1/2(1− t)n dt = B
(
1

2
, n+ 1

)
=

Γ(1/2)Γ(n+ 1)

Γ(n+ 3/2)

=
2(2n)!!

(2n+ 1)!!
=

2√
2n+ 1

√
1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

∼
√
π√
n

(n→ ∞).

3.

证明 事实上

(−1)n
(
−1/2

n

)√
n = (−1)n

(−1/2)(−1/2− 1) · · · (−1/2− (n− 1))
√
n

n!
=

(2n− 1)!!
√
n

(2n)!!

=

√
n√

2n+ 1

/√
1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

→ 1√
π

(n→ ∞).
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144 第七章 积分学的应用

4.

证明 事实上

lim
n→∞

√
n

n∏
k=1

e1−1/k

(1 + 1/k)k
= lim

n→∞

√
nen−1−1/2−···−1/n

(n+ 1)n/n!
= lim

n→∞

√
nen−1−1/2−···−1/n

(n+ 1)n/(
√
2πn(n/e)n)

= lim
n→∞

√
2πeln n−1−1/2−···−1/n

(1 + 1/n)n
=

√
2π

e1+γ
.

5.

证明 这是因为根据沃利斯公式有

π

2
= lim

n→∞

1

2n+ 1

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2

= lim
n→∞

1

x2n+1x2n+2

(
x2x3x4x5 · · ·x2nx2n+1

x1x2x3x4 · · ·x2n

)2

= lim
n→∞

x2n+1

x2n+2

1

x21
=

1

x21
.

1.

证明 因为∫ 1

0

(1− x2)n dx ⩽
∫ 1

0

e−nx2 dx <
∫ +∞

0

e−nx2 ⩽
∫ +∞

0

dx
(1 + x2)n

=

∫ π/2

0

cos2n−2 tdt,

所以
√
n

∫ 1

0

(1− x2)n <

∫ √
n

0

e−x2 dx ⩽
√
n

∫ π/2

0

cos2n−2 tdt =
√
n
(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

π

2
.

令 n→ ∞，并利用练习题的第 2题和沃利斯公式就得到
∫ +∞

0

e−x2 dx =

√
π

2
．

2.

证明 注意到

Sn = 1 +
n−1∑
k=1

(n− 1) · · · (n− k)

(n+ 2) · · · (n+ k + 1)
= 1 +

n−1∑
k=1

(
2n

n+ k + 1

)/(
2n

n− 1

)

= 1 +
1

2

(
2n∑
k=0

(
2n

k

)
− 2

(
2n

n− 1

)
−
(
2n

n

))/(
2n

n− 1

)

= 22n−1

/(
2n

n− 1

)
− 1

2

(
1 +

1

n

)
,

所以

lim
n→∞

Sn√
n
=

1

2
lim
n→∞

22n√
n

/(
2n

n− 1

)
=

1

2
lim
n→∞

(n− 1)!(n+ 1)!22n

(2n)!
√
n
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7.4 沃利斯公式和斯特林公式 145

=
1

2
lim
n→∞

√
2(n− 1)π((n− 1)/e)n−1

√
2(n+ 1)π((n+ 1)/e)n+122n√

4nπ(2n/e)2n
√
n

=

√
π

2
.
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第八章 多变量函数的连续性

8.1 n 维欧几里得空间

1.

证明 这是因为
x · ei

‖x‖‖ei‖
=

1√
n
．

2.

证明 这是因为

‖x− y‖2 = 〈x− y,x− y〉 = 〈x,x〉+ 〈y,y〉 − 2〈x,y〉 = ‖x‖2 + ‖y‖2 − 2‖x‖y‖ cos θ.

3.

证明 这是因为此时第 2题中的 cos θ = 0．

4.

证明 在第 2题中用 −y 代替 y 后再与原来的式子相加即可．

5.

证明 若不然，取 x ∈ Br(a) ∩Br(b)，那么同时有 ‖x− a‖ < r 和 ‖x− b‖ < r，所以

2r = ‖a− b‖ ⩽ ‖x− a‖+ ‖x− b‖ < 2r,

矛盾！所以 Br(a) ∩Br(b) = ∅．

6.

证明 取 y = (sgnx1, sgnx2, . . . , sgnxn)，那么由柯西–施瓦茨不等式有

n∑
i=1

|xi| = 〈x,y〉 ⩽ ‖x‖‖y‖ =
√
n‖x‖.

147
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148 第八章 多变量函数的连续性

又显然有 (
n∑

i=1

|xi|

)2

⩾
n∑

i=1

|xi|2 = ‖x‖2,

所以
1√
n

n∑
i=1

|xi| ⩽ ‖x‖ ⩽
n∑

i=1

|xi|.

7.

证明 一方面，max |xi| ⩽ ‖x‖ 是显然的．另一方面，根据第 6题马上得到 ‖x‖ ⩽ nmax ‖xi‖．

8.2 Rn 中点列的极限

1.

证明 这是因为 lim
n→∞

1/n = 0 而 lim
n→∞

n
√
n = 1．

2.

证明 (1) 对任意的 ε > 0，存在 N1 > 0 使得当 i > N1 时有 ‖xi−a‖ < ε/2，也存在 N2 > 0

使得当 i > N2 时有 ‖yi − b‖ < ε/2．现在取 N = max{N1, N2}，那么当 i > N 时就有

‖xi ± yi − (a± b)‖ ⩽ ‖xi − a‖+ ‖yi − b‖ < ε,

因此 lim
i→∞

(xi ± yi) = a± b．

(2) 当 λ = 0 时没什么好说的．当 λ 6= 0 时，对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 i > N 时

有 ‖xi − a‖ < ε/|λ|，从而 ‖λxi − λa‖ < ε．因此 lim
i→∞

λxi = λa．

3.

证明 设 {xi} 是欧氏空间中的一个收敛点列，它的极限是 a．于是存在 N > 0 使得当 i > N

时有 ‖xi − a‖ < 1，从而 ‖xi‖ < 1 + ‖a‖．现在取

R = max{‖x1‖, . . . , ‖xN‖, 1 + ‖a‖},

那么就有 {xi} ⊂ BR(0)，因此 {xi} 是有界的．

4.

证明 这是因为基本点列一定是收敛的．

5.
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8.3 RN 中的开集和闭集 149

证明 设 Sn =
n∑

k=1

‖xk+1 − xk‖，那么 {Sn} 是收敛的，从而是基本列．易见对于 m > n 有

‖xm − xn‖ ⩽ |Sm−1 − Sn|，所以 {xk} 也是基本列，从而收敛．

8.3 Rn 中的开集和闭集

1.

答 (1) A◦ = ∅，A = {0, 1, 1/2, 1/3, . . . }，∂A = A．

(2) A◦ = A，A = {(x, y) : 0 ⩽ y ⩽ 1}，∂A = (−1,+∞)× {0} ∪ {(x, x+ 1): x ⩾ −1}．
(3) A◦ = ∅，A = A = ∂A．

2.

答 A◦ = ∅，(Ac)◦ = ∅，∂A = R2．

3.

证明 当 p ∈ A 时，如果 p ∈ A，那么 p ∈ Br(p) ∩ A 6= ∅；如果 p 6∈ A，那么 p ∈ A′，从

而对任意的 r > 0 都有 ∅ 6= Br(p̌) ∩A = Br(p) ∩A．

当对一切的 r > 0 都有 Br(p) ∩ A 6= ∅ 时，如果 p ∈ A，那么当然有 p ∈ A；如果 p 6∈ A，

那么 Br(p̌) ∩A = Br(p) ∩A 6= ∅，所以 p ∈ A′ ⊂ A．

4.

证明 因为

x ∈

(⋃
α

Eα

)c

⇐⇒ x 6∈
⋃
α

Eα ⇐⇒ x 6∈ Eα, ∀α ∈ A ⇐⇒ x ∈ Ec
α, ∀α ∈ A ⇐⇒ x ∈

⋂
α

Ec
α,

所以

(⋃
α

Eα

)c

=
⋂
α

Ec
α，从而

(⋃
α

Ec
α

)c

=
⋂
α

Eα，进而

(⋂
α

Eα

)c

=
⋃
α

Ec
α．

5.

证明 这是因为

∂A = (A◦ ∪ (Ac)◦)c = (A◦)c ∩ ((Ac)◦)c = (A◦)c ∩ ((A)c)c = (A◦)c ∩A,

其中用到了第 6题．

6.
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150 第八章 多变量函数的连续性

证明 事实上

A◦ = (∂A ∪ (Ac)◦)◦ = (∂Ac ∪ (Ac)◦)c = (Ac)c.

7.

证明 (1) 设 x ∈ (A∩B)◦，那么存在 r > 0 使得 Br(x) ⊂ A∩B ⊂ A，所以 x ∈ A◦．同样地也

有 x ∈ B◦，因此 x ∈ A◦∩B◦．设 x ∈ A◦∩B◦，那么存在 r1 和 r2 使得 Br1(x) ⊂ A 和 Br2(x) ⊂ B．

于是取 r = min{r1, r2} 就有 Br(x) ⊂ A ∩B，从而 x ∈ (A ∩B)◦．因此 (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦．

(2) 利用 (1)和第 6题有

A ∪B = (((Ac ∩Bc)c)c)c = ((Ac ∩Bc)◦)c = ((Ac)◦ ∩ (Bc)◦)c = ((A)c ∩ (B)c)c = A ∪B.

8.

答 (1) 取 Fi = B1−1/i(0) 即可．

(2) 取 Gi = B1+1/i(0) 即可．

9.

证明 (1) 这是因为 ⋂
α∈I

Aα ⊂
⋂
α∈I

Aα =
⋂
α∈I

Aα.

取 Ai = (0, 1/i)，其中 i ∈ N+，就出现了真包含关系．

(2) 这是因为 (⋃
α∈I

Aα

)◦

⊃

(⋃
α∈I

A◦
α

)◦

=
⋃
α∈I

A◦
α.

取 Ai = [0, 1− 1/i]，其中 i ∈ N+，就出现了真包含关系．

10.

证明 设 x 是 ∂E 的一个聚点，那么对任意的 r > 0 有 Br(x)∩∂E 6= ∅．取 y ∈ Br(x)∩∂E ⊂
Br(x)，那么存在 r′ > 0 使 Br′(y) ⊂ Br(x)．因为 y ∈ ∂E，所以 Br′(y) 中既有 E 中的点也有

Ec 中的点，从而 Br(x) 中当然也既有 E 中的点也有 Ec 中的点，进而 x ∈ ∂E．因此 ∂E 是闭

集．

11.

证明 若不然，取 x ∈ G1 ∩G2．因为 G1 ∩G2 = ∅，所以 x ∈ G1 ∩G′
2．由 x ∈ G1 知存在

r > 0 使得 Br(x) ⊂ G1，于是由 x ∈ G′
2 知 Br(x) 中有 G2 中的点，进而 G1 中有 G2 中的点，

矛盾！因此 G1 ∩G2 = ∅．对称地也有 G1 ∩G2 = ∅．

12.
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8.3 RN 中的开集和闭集 151

答 比如取 A = {(1/n, n) : n ∈ N+}．

13.

证明 当 E 是闭集时，任取 x ∈ ∂E．那么对任意的 r > 0 都有 Br(x) ∩ E 6= ∅．如果对某

个 r0 > 0 有 Br0(x̌) ∩ E = ∅，那么 x ∈ E．如果对任意的 r > 0 都有 Br(x̌) ∩ E 6= ∅，那么 x

是 E 的聚点，所以 x ∈ E．因此 ∂E ⊂ E．

当 E ⊃ ∂E 时，设 x 是 E 的一个聚点，那么对任意的 r > 0 都有 Br(x̌) ∩ E 6= ∅．假设

x 6∈ E，那么 Br(x) 中既有 E 中的点又有不在 E 中的点，从而 x ∈ ∂E ⊂ E，矛盾！因此 x ∈ E，

进而 E 是闭集．

1.

证明 设 x ∈ ∂E，那么对任意的 r > 0，Br(x) 中都既有 E 中的点，也有 E
c

中的点．因

为 E
c ⊂ Ec，所以 Br(x) 中已经有 Ec 中的点了．再取 y ∈ Br(x) ∩ E，如果 y ∈ E，那么

Br(x) ∩ E 6= ∅；如果 y 6= E，那么 y 是 E 的聚点，而由 y ∈ Br(x) 知存在 r′ > 0 使得

Br′(y) ⊂ Br(x)，于是 Br′(y) 中有 E 中的点，进而 Br(x) 中有 E 中的点．因此 ∂E ⊂ ∂E．

2.

证明 设 x0 ∈ G，令 F = [x0,+∞) ∩ Gc，那么由 G 有界知 F 是一个非空的闭集．设

µ = minF，那么 x0 ⩽ µ．因为 x0 ∈ G，所以 x0 6=∈ F，从而 x0 6= µ，进而 x0 < µ．因为

µ ∈ F ⊂ Gc，所以 µ 6∈ G，因此 [x0, µ) ⊂ G．事实上若不然，就存在 y ∈ [x0, µ) 但 y 6∈ G，于是

y ∈ F 且 y < µ，矛盾！这样，对 x0 ∈ G 可以找到 µ 使得

µ > x0, µ 6∈ G, [x0, µ) ⊂ G.

类似地，也可以找到 λ 使得

λ < x0, λ 6∈ G, (λ, x0] ⊂ G.

进而，存在区间 (λ, µ) 满足

x0 ∈ (λ, µ); (λ, µ) ⊂ G; α, β 6∈ G.

我们称这样的一个区间为 G 的构成区间．

设 (λ, µ) 和 (σ, τ) 是 G 的两个构成区间，我们断言它们完全相等或者互不相交，事实上假设

它们有公共点 x．那么有 λ < x < µ 和 σ < x < τ．如果 τ < µ，那么 τ ∈ (λ, µ)，但这是不可能

的，因为 (λ, µ) ⊂ G 而 τ 6∈ G．于是得到 µ ⩽ τ．对称地有 τ ⩽ µ，所以 µ = τ．同理有 λ = σ，

因此 (λ, µ) 和 (σ, τ) 是完全一样的．

从 G 的每个构成区间中可以取出一个有理数，所以 G 的构成区间的全体与有理数集的一个子

集一一对应，从而至多可数．因此 G 是至多可数个互不相交的开集的并．
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152 第八章 多变量函数的连续性

3.

证明 因为 F 是闭集，所以可以取出 α = minF 和 β = maxF，于是 F ⊂ [a, b]，从而

F = [a, b] \ ([a, b] \ F ) = [a, b] \ ((a, b) ∩ F c),

由第 2题知其中的开集 (a, b) ∩ F c 是至多可数个不互相交的开区间的并．

8.4 列紧集和紧致集

1.

证明 设 J = {Gα} 是 P (A) 的一个开覆盖，那么 I = {Gα × R : Gα ∈ J } 是 A 的一个

开覆盖，从而从中可以取出一个有限子覆盖，对应地也得到了 J 的一个有限子集，它是 P (A) 的

有限覆盖．因此 P (A) 是紧致集．

2.

证明 当 A×B 是紧致集时，由第 1题知 A 和 B 都是紧致集．

当 A 和 B 都是紧致集时，设 J 是 A×B 的一个开覆盖，设 I = {P1(Gα) : Gα ∈ J } 和

K = {P2(Gα) : Gα ∈ J }，其中

P1 : (x, y) 7→ x, P2 : (x, y) 7→ y,

那么从 I 和 K 中分别可以取出一个有限子集 I1 和 K1，使得它们分别覆盖 A 和 B．于是

J1 = {I ×K : I ∈ I1, K ∈ K1}

就是 A×B 的一个有限覆盖．因此 A×B 是紧致集．

3.

证明 当 A 是紧致集时，如果 F = {Aα} 是一个闭集族且 A ∩
⋂
α

Aα = ∅，那么 {Ac
α} 是

A 的一个开覆盖，从而从中可以取出一个有限子覆盖 {Ac
1, A

c
2, . . . , A

c
k}，于是

∅ = A ∩

(
k⋃

i=1

Ac
i

)c

= A ∩
k⋂

i=1

Ai.

如果 F = {Aα} 是一个闭集族且 A ∩
⋂
α

Aα = ∅ 蕴含着存在 A1, A2, . . . , Ak ∈ F 使得

A ∩
k⋂

i=1

Ai = ∅，那么对 A 的任意开覆盖 J = {Gα}，{Gc
α} 是一个闭集族，且

∅ = A ∩

(⋃
α

A

)c

= A ∩
⋂
α

Ac
α,
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8.4 列紧集和紧致集 153

于是存在 Ac
1, A

c
2, . . . , A

c
k ∈ J 使得

∅ = A ∩
k⋂

i=1

Ac
i = A ∩

(
k⋃

i=1

Ai

)c

,

因此 {A1, A2, . . . , Ak} ⊂ J 就是 A 的一个有限覆盖，所以 A 是紧致集．

4.

证明 设 A ⊂ Rn 是弗雷歇紧的，因为 A 中的任一点列都是 A 的无穷子集，所以 A 中的任

一点列都收敛于 A 中的一点，从而 A 是列紧的．

设 A 是列紧的，因为从 A 的一个无穷子集中显然可以取出一个收敛点列，所以 A 的每个无

穷子集在 A 中都有一个凝聚点，从而 A 是弗雷歇紧的．

5.

证明 不一定，比如取 Fk = [k,+∞)n．

如果改为非空紧致集，那么答案是一定的．事实上可以在每个 Fk 中取出一个点 xk，那么

{xk} ⊂ F1．因为 F1 是紧致集，所以 {xk} 有一个极限点 x，且 x 在每一个 Fk 中．因此
∞⋂
k=1

Fk 6= ∅．

1.

证明 如果不存在这样的数 σ，那么对每个 k ∈ N+，存在 Ak ⊂ E，虽然 diamAk < 1/k，但是

Ak 不被 {Gα} 中的任何集合包含．在每个 Ak 中取一点 xk，那么 {xk} 有一个收敛子列 {xkj
}，极

限设为 x．因为 {Gα} 覆盖 F，所以存在 Gα0
使得 x ∈ Gα0

，进而存在 r > 0 使得 Br(x) ⊂ Gα0
．

当 j 足够大时有 ‖xkj
− x‖ < r/2 和 1/kj < r/2，所以 Akj

⊂ B1/kj
(xkj

) ⊂ Br(x) ⊂ Gα0
，矛盾！

因此这样的 σ 是存在的．

这是勒贝格数引理，是有限覆盖定理的加强．在很多情况下，它比有限覆盖定理使用起来更方

便．

注意

2.

证明 设 {Gα} 的勒贝格是 σ．先用一个 Rn 中的立方体把 E 包住，再用平行于各坐标平面

的平面把这个立方体分成许多相等的小立方体，使得小立方体的直径小于 σ．把那些与 E 由公共

部分的闭小立方体记作 F1, F2, . . . , Fk，那么存在 Gi ∈ {Gα} 使得 Fi ⊂ Gi．于是 {G1, G2, . . . , Gk}
就是 E 的一个有限开覆盖．
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154 第八章 多变量函数的连续性

8.5 集合的连通性

1.

证明 设 E 是一个区域．对每个 x ∈ E，设

Ex = {y ∈ E : 在E中存在连接x与 y的道路},

那么我们断言 Ex 是一个开集．事实上，对于 z ∈ Ex ⊂ E，存在 r > 0 使得 Br(z) ⊂ E，而对

任意的 w ∈ Br(z) 可以用直线段将 z 和 w 连接，所以在 E 中有道路将 x 和 w 连接，这说明

w ∈ Ex，因此 Br(z) ⊂ Ex，进而 Ex 是开集．

对于 E 中两个不同的 x1 和 x2，易见 Ex1
和 Ex2

或者相同或者不交，所以

E = Ex ∪
⋃

y∈E\Ex

Ey

是两个不交开集的并，由 E 连通及 Ex 非空知
⋃

y∈E\Ex

Ey = ∅，从而 E = Ex．由 x 的任意性知

E 是道路连通的．

2.

证明 因为 A 是闭集，所以 Rn \ A 是开集．于是 A ∪ (Rn \ A) 就是 Rn 的一个不交分解．

因为 Rn 是连通的，所以开集 A 和开集 Rn \A 中有一个是空集，因此 A = ∅ 或者 A = Rn．

1.

证明 假设 E 不连通，那么存在 E 的一个不交分解 E = A ∪ B 使得 A′ ∩ B = ∅ 且

A ∩ B′ = ∅．现在取 A1 = A ∩ E，B1 = B ∩ E，那么显然有 E = A1 ∪ B1 和 A1 ∩ B1 = ∅．由

A′
1 ∩B1 ⊂ A′ ∩B 和 A1 ∩B′

1 ⊂ A∩B′ 知 A′
1 ∩B1 = ∅ 和 A1 ∩B′

1 = ∅，这与 E 的连通性矛盾！

因此 E 是连通的．

2.

证明 首先 E 的连通性是显然的，于是由第 1题知 E 是连通的．

设 I = {0} × [0, 1]，那么易见 E = E ∪ I．取 a ∈ A 和 b ∈ I，设 φ : [0, 1] → E 是一个满足

φ(0) = a 和 φ(1) = b 的连续映射．令

τ = inf{t ∈ [0, 1] : φ(t) ∈ I},

那么显然 t∗ > 0，且存在 {tn} ⊂ I 使得当 n→ ∞ 时 tn → τ+ 且 φ(tn) ∈ I．于是

lim
t→τ

φ1(t) = φ1(τ) = lim
n→∞

φ1(tn) = 0,
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从而

φ2(τ) = lim
t→τ−

φ2(t) = lim
t→τ−

sin 1

φ1(t)

是不存在的，矛盾！因此 E 不是道路连通的．

8.6 多变量函数的极限

1.

答 (1) R× [0,+∞)．

(2) [−1, 1]× (R \ (−1, 1))．

(3) {(x, y) : x2 + y2 ⩾ 1}．
(4) {(x, y) : x2 + y2 ⩽ 1}．
(5) {(x, y) : |x| ⩽ |y|, x ∈ R \ {0}}．
(6) {(x, y) : x+ y > 0}．
(7) [0,+∞)× R．

(8) {(x, y) : |x| ⩽ |x+ y|}．

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.1: u = x+
√
y 的定义域

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.2: u =
√
1− x2 +

√
y2 − 1 的定义域

2.

答 (1) {(x, y, z) : xyz > 0}．
(2) {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 < 2}．
(3) (R \ {0})2 × R．
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x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.3: u =
√
x2 + y2 − 1 的定义域

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.4: u =
√
1− (x2 + y2) 的定义域

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.5: u = arcsin(y/x) 的定义域

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.6: ln(x+ y) 的定义域

(4) {(x, y, z) : |z| ⩽
√
x2 + y2}．

几何描述略，因为它们都是容易想象的．

3.

证明 (1) lim
(x,y)→(0,0)

sinxy
x

= lim
(x,y)→(0,0)

xy

x
= 0．

(2) lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2

= lim
(x,y)→(0,0)

e
x2y2

x2+y2 (x2+y2) ln(x2+y2)
= 1．

(3) lim
(x,y)→(1,0)

ln(x+ ey)√
x2 + y2

= ln 2．
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y

x−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.7: u = f(x, y) =
√
x 的定义域

x

y

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

图 8.8: u = arccosx/(x+ y) 的定义域

(4) lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2 + y2

)x2

= lim
x→+∞
x→+∞

(
xy

(x− y)2 + 2xy

)x2

= 0．

(5) lim
x→+∞
y→+∞

x+ y

x2 − xy + y2
= 0．

(6) lim
x→+∞
y→+∞

(x2 + y2)e−(x+y) = 0．

4.

证明 利用定理 8.6.1和数列极限的四则运算法则即得．

5.

证明 (1) lim
x→0

lim
y→0

f(x) = lim
x→0

0 = 0，lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = lim
x→0

0 = 0．

(2) lim
x→∞

lim
y→∞

sin πx

2x+ y
= lim

x→∞
0 = 0， lim

y→∞
lim
x→∞

sin πx

2x+ y
= lim

y→∞
1 = 1．

(3) lim
x→+∞

lim
y→0+

xy

1 + xy
= lim

x→+∞

1

2
=

1

2
， lim

y→0+
lim

x→+∞

xy

1 + xy
= lim

y→0+
1 = 1．

6.

证明 这是不难看出来的．

这是一个值得记忆的例子．

注意
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7.

证明 对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 ‖(x, y)− (x0, y0)‖ < δ 时有

|f(x, y)− a| < ε,

令 x→ x0 就得到 |h(y)− a| ⩽ ε，因此 lim
y→y0

h(y) = a．

8.

证明 在点 (x0, y0) 处的累次极限存在意味着对 y0 旁的每一个 y，极限 lim
x→x0

f(x, y) = h(y)

存在以及对 x0 旁的每一个 x，极限 lim
y→y0

f(x, y) = g(x) 存在，于是由第 7题知累次极限和极限相

等．

8.7 多变量的连续函数

1.

答 (1) {0}．
(2) {0}．
(3) {0} × (R \ {0})．

2.

证明 连续性是显然的．因为当 0 < δ < 1/2 时

|f(1− δ, 1− δ)− f(1− 2δ, 1− 2δ)| = 2− 3δ

4δ(1− δ)(2− δ)
>

2− 3δ

16δ(2− δ)2
>

2− 3δ

4δ
>

2− 3/2

8
=

1

16
,

所以 f 不一致连续．

3.

证明 (1) 设 p ∈ A．如果 p ∈ A，那么 ρ(p, A) = 0．如果 p ∈ A′，那么存在 {pn} ⊂ A 使

得 lim
n→∞

pn = p，于是

ρ(p, A) = inf
a∈A

‖p− a‖ ⩽ lim
n→∞

‖pn − p‖ = 0,

所以 ρ(p, A) = 0．

设 ρ(p, A) = 0．如果 p ∈ A，那么 p ∈ A．如果 p 6∈ A，那么存在 {pn} ⊂ A 使得 ‖pn−p‖ <
1/n，从而 lim

n→∞
pn = p，进而 p ∈ A′．

因此 A = {p ∈ Rn : ρ(p, A) = 0}．
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(2) 因为

ρ(p, A) ⩽ ‖p− a‖ ⩽ ‖p− q‖+ ‖q + a‖, a ∈ A,

所以对 a 再取下确界就得到 ρ(p, A) ⩽ ‖p−q‖+ρ(q, A)．对称地还有 ρ(q, A) ⩽ ‖p−q‖+ρ(p, A)，
因此

|ρ(p, A)− ρ(q, A)| ⩽ ‖p− q‖.

4.

证明 (1) 易见

ρ(A,B) = inf
a∈A

ρ(a, B),

所以存在 {an} ⊂ A 使得 ρ(an, B) < ρ(A,B)+1/n．于是取 {an} 的一个聚点 a 就有有 ρ(a, B) =

ρ(A,B)．由 A 是紧致的知 a ∈ A．

(2) 由第 (1)题知已经存在 a ∈ A 使得

ρ(A,B) = ρ(a, B) = inf
b∈B

‖a− b‖.

于是存在 {bn} ⊂ B 使得 ‖a− bn‖ < ρ(a, B) + 1/n．于是取 {bn} 的一个聚点 b 就有 ‖a− b‖ =

ρ(a, B) = ρ(A,B)．由 B 是紧致的知 b ∈ B．

(3) 显然 A ∩B 6= ∅ 蕴含着 ρ(A,B) = 0．

当 ρ(A,B) = 0 时，存在 a ∈ A 使得 ρ(a, B) = ρ(A,B) = 0，于是对任意的 r > 0 都有

Br(a) ∩B 6= ∅，从而 a ∈ B = B．因此 a ∈ A ∩B 6= ∅．

5.

答 比如取 A = R× {0} 而 B = {(x, 1/x) : x > 0}．

6.

证明 设 A ⊂ BR(0)，那么显然 {p : Rn : ρ(p, A) ⩽ c} ⊂ BR+2c(0)，因此 {p : Rn : ρ(p, A) ⩽ c}
中的任一点列 {pk} 都是有界的，从而从其中可以取出一个收敛子列 {pki

} 且不妨设它收敛到 p0．

由 ρ(p, A) 的连续性知 ρ(p0, A) ⩽ c，从而 p0 ∈ {p : Rn : ρ(p, A) ⩽ c}，进而 {p : Rn : ρ(p, A) ⩽ c}
是列紧的，也是紧致的．

7.

证明 与第 6题类似地，{p ∈ Rn : f(p) ⩽ 0} 和 {p ∈ Rn : f(p) ⩾ 0} 都是闭集，从而 {p ∈
Rn : f(p) > 0} 和 {p ∈ Rn : f(p) < 0} 都是开集．又

{p ∈ Rn : f(p) 6= 0} = {p ∈ Rn : f(p) > 0} ∪ {p ∈ Rn : f(p) < 0},

所以 {p ∈ Rn : f(p) 6= 0} 是非连通集．
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1.

答 取

h(p) =
ρ(p, B)

ρ(p, A) + ρ(p, B)

即可．

2.

证明 设 h 仍然是第 1题中的 h，那么取

G =

{
p ∈ Rn :

1

2
< h(p) ⩽ 1

}
, H =

{
p ∈ Rn : 0 ⩽ h(p) <

1

2

}
即可．

8.8 连续映射

1.

证明 设 y ∈ f(E)．如果 y ∈ f(E)，那么当然 y ∈ f(E)．如果 y ∈ f(E′)，那么存在 x ∈ E′

使得 y = f(x)，于是存在 {xn} ⊂ E 使得 x = lim
n→∞

xn，由 f 的连续性知 y = f(x) = lim
n→∞

f(xn)，

因此 y ∈ f(E)．所以 f(E) ⊂ f(E)．

因为 f(E) = f(E)，所以当 f(E) = f(E) 时等号成立．

2.

证明 (1) 对于 G(f) 中的一个收敛点列 {(xn,f(xn))}，设它的极限是 (x,y)．由 E 是闭集

知 x ∈ E，所以 y = lim
n→∞

f(xn) = f(x)，因此 (x,y) ∈ G(f)，从而 G(f) 是闭集．

(2) 因为 f 连续，所以

g : R → Rm+1, x 7→ (x,f(x))

也连续，因此 G(g) = g(E) 也是紧致集．

(3) 假设 f 在某个点 a 处不是连续的，那么存在 {xn} ⊂ R，满足 lim
n→∞

xn = a 且 xn 6= a，

但是 f(xn) 6→ f(a)．于是存在 ε0 > 0 和子列 {xnk
} 使得 ‖f(xnk

) − f(a)‖ > ε0．因为 G(f) 是

紧致集，所以 {(xnk
,f(xnk

))} 有一个收敛子列 {(xnki
, f(xnki

))}，从而

G(f) 3 lim
i→∞

(xnki
,f(xnki

)) = (a, lim
i→∞

f(xnki
)),

因此 lim
i→∞

f(xnki
) = f(a)，这与 ‖f(xnk

)− f(a)‖ > ε0 矛盾！因此 f 是连续的．

1.
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证明 假设 f−1 在某点 y0 处不连续，那么存在 ε0 > 0 和 {yk} ⊂ D 满足 lim
k→∞

yk = y0 且

yk 6= y0，但是 ‖f−1(yk) − f−1(y0)‖ ⩾ ε0．因为 E 是紧致的，所以 {f−1(yk)} 有一个收敛子列

{f−1(yki
)}，其极限设为 x0．由 f 的连续性知

y0 = lim
i→∞

yki
= lim

i→∞
f(f−1(yki

)) = f(x0),

又因为 f 是单射，所以

f−1(y0) = x0 = lim
i→∞

f−1(yki
),

矛盾！因此 f−1 是连续的．

2.

证明 用 S1 表示单位圆周．假设存在一对一的连续映射 f : [0, 1] → S1，那么 f(0) 6= f(1)．

于是连续映射 f |(0,1) 把连通集 (0, 1) 映成非连通集 S1 \ {f(0), f(1)}，矛盾！因此不存在这样的连

续映射．

3.

证明 假设存在一对一的连续映射 f : [0, 1] → [0, 1]2，因为 [0, 1] 是紧致集，由第 1 题知 f−1

是连续的，但是 f−1 把连通集 [0, 1]2 \ {f(1/2)} 映成非连通集 [0, 1] \ {1/2}，矛盾！因此不存在这

样的连续映射．
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9.1 方向导数和偏导数

1.

答 (1) ∂f
∂u

(1, 1) = lim
t→0

f(1 + t/
√
2, 1 + t/

√
2)− f(1, 1)

t
= lim

t→0

(1 + t/
√
2)2 − 1

t
=

√
2．

(2) ∂f
∂u

(0, 1) = lim
t→0

f(3t/5, 1− 4t/5)− f(0, 1)

t
= lim

t→0

(3t/5− 1)2 − (1− 4t/5)2

t
= 2/5．

2.

答 因为

f(t cos θ, t sin θ)− f(0, 0)

t
=

√
| cos 2θ|√

t
,

所以 f 的方向导数只在 θ = π/4 和 θ = 3π/4 的方向存在．

3.

答 因为
f(t cos θ, t sin θ)− f(0, 0)

t
=
t sin t cos t

|t|
,

所以 f 的方向导数只在 θ = 0 和 θ = π/2 的方向存在．

4.

答 任取平面 x+ y + z = 0 上的一点 (x0, y0, z0)，那么

f(x0 + t sin θ cosφ, y0 + t sin θ sinφ, z0 + t cos θ)− f(x0, y0, z0)

t

=
|t|(sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ cos θ)

t
,

因此在 (θ, φ) = (π/2, 3π/4), (π/2, 7π/4), (3π/4, 0), (7π/4, 0), (3π/4, π), (7π/4, π) 的方向 f 存在方

向导数．

163
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164 第九章 多变量函数的微分学

5.

解 (1) 因为
∂f

∂x
(x, y) = 1 +

x√
x2 + y2

,
∂f

∂y
(x, y) = 1 +

y√
x2 + y2

,

所以
∂f

∂x
(0, 1) = 1,

∂f

∂y
(0, 1) = 2,

∂f

∂x
(1, 2) = 1 +

1√
5
,
∂f

∂y
(1, 2) = 1 +

2√
5
.

(2) 因为
∂f

∂x
(x, y) =

y

1 + xy
,
∂f

∂y
(x, y) =

x

1 + xy
,

所以
∂f

∂x
(1, 2) =

2

3
,
∂f

∂y
(1, 2) =

1

3
.

(3) 因为

∂f

∂x
(x, y) = ex+y2

+ 2xy cos(x2y), ∂f
∂y

(x, y) = 2yex+y2

+ x2 cos(x2y),

所以
∂f

∂x
(1, 1) = e2 + 2 cos 1, ∂f

∂y
(1, 1) = 2e2 + cos 1.

6.

答 (1) zx = y + 1/y，zy = x− x/y2．

(2) zx = 2(x/y) sec2(x2/y)，zy = −(x/y)2 sec2(x2/y)．
(3) zx = yxy−1，zy = xy lnx．
(4) zx = 1/(x+ y2)，zy = 2y/(x+ y2)．

(5) zx = −y/(x2 + y2)，zy = x/(x2 + y2)．

(6) zx = y cosxy，zy = x cosxy．
(7) ux = (3x2 + y2 + z2)ex(x2+y2+z2)，uy = 2xyex(x2+y2+z2)，uz = 2xzex(x2+y2+z2)．

(8) ux = yzexyz，uy = xzexyz，uz = xyexyz．
(9) ux = yzxyz−1，uy = xyzz lnx，uz = xyzy lnx．
(10) ux = 1/(x+ y2 + z3)，uy = 2y/(x+ y2 + z3)，uz = 3z/(x+ y2 + z3)．

(11) zxi
= xi/(x1 + x2 + · · ·+ xn)．

(12) zxi
= 2xi/

√
1− (x21 + x22 + · · ·+ x2n)

2．

1.
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证明 要证 ab
a

> ba
b

，只要证

a ln b+ ln ln a > b ln a+ ln ln b.

令 x = ln a/ ln b，y = ln b，那么只要证

exyy + lnxy > eyxy + ln y,

亦即 lnx > y(xey−exy) = y(eln x+y−exy)．事实上，因为 x > 1，所以 lnx > 0 > y(eln x+y−exy)．

2.

证明 设 M 是 |∂f/∂x| 和 |∂f/∂y| 的共同上界．对任意的 ε > 0，取 δ = ε/(2M)．对任意

每一对满足
√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 < δ 的 (x1, y1), (x2, y2) ∈ D，设

g(t) = f(tx1 + (1− t)x2, ty1 + (1− t)y2),

那么存在 ξ ∈ [0, 1] 使得

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| = |g(1)− g(0)| = |g′(ξ)| = |(x1 − x2)fx + (y1 − y2)fy| ⩽ 2δM = ε.

因此 f 在 D 上一致连续．

9.2 多变量函数的微分

1.

证明 因为

lim
t→0

f(t cos θ, t sin θ)
t

= lim
t→0

cos2 θ sin θ
t2 cos4 θ + sin2 θ

,

所以 f 在原点处各个方向的方向导数都存在．容易看出 f 在原点不连续，所以不可微．

2.

证明 因为极限

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− xfx(0, 0)− yfy(0, 0)− f(0, 0)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

√
|xy|√

x2 + y2

不存在，所以 f 在原点处不可微．

3.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

166 第九章 多变量函数的微分学

证明 这是因为在 R2 中的每一点 (x0, y0) 处有

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)− (x− x0)fx(x0, y0)− (y − y0)fy(x0, y0)− f(x0, y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= lim
(x,y)→(x0,y0)

(x− x0)(y − y0)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0.

4.

答 (1) 6dx− 2dy．
(2) (1/2 + e3 sin 1) dx+ (1/2 + e3 sin 1) dy + (−1/2 + e3 cos 1) dz．

(3)
n∑

i=1

ti dxi√
t21 + t22 + · · ·+ t2n

．

(4)
n∑

i=1

ixi−1
i cos(x1 + x22 + · · ·+ xnn) dxi．

5.

答 (1) Jf = (2xy3, 3x2y2)．

(2) Jf = (2xy sin yz, x2yz cos yz + x2 sin yz, x2y2 cos yz)．
(3) Jf = (cos(y − 3z) + y/

√
1− x2y2,−x sin(y − 3z) + x/

√
1− x2y2, 2x sin(y − 3z))．

(4) Jf = (x1/f, x2/f, . . . , xn/f)．

6.

证明 不难写出

∂f

∂x
=


2x sin 1

x2 + y2
− 2x

x2 + y2
cos 1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = 0

以及

∂f

∂y
=


2y sin 1

x2 + y2
− 2y

x2 + y2
cos 1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = 0
,

由此可见 ∂f/∂x 和 ∂f/∂y 在 (0, 0) 处都不连续．因为

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− xfx(0, 0)− yfy(0, 0)− f(0, 0)√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 sin 1

x2 + y2
= 0,

所以 f(x, y) 在 (0, 0) 处可微．

1.
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证明 事实上取

g1(x, y) =


1

x

∫ x

0

∂f(t, 0)

∂x
dt, x 6= 0

0, x = 0

, g2(x, y) =


1

y

∫ y

0

∂f(x, t)

∂y
dt, y 6= 0

0, y = 0

即可．

2.

证明 不妨设 ∂f/∂y 在 (x0, y0) 处是连续的．注意到当 (h, k) → (0, 0) 时有

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0) = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0 + h, y0) + f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

= fy(x0 + h, y0 + θk)k + fx(x0, y0)h+ o(h)

= (fy(x0, y0) + o(1))k + fx(x0, y0)h+ o(h)

= fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k + o(
√
h2 + k2),

因此 f(x, y) 在 (x0, y0) 可微．

9.3 映射的微分

1.

答 (1) 雅可比矩阵是

(
−5 −2

3 10

)
，微分是

(
−5 −2

3 10

)(
dx
dy

)
．

(2) 雅可比矩阵是

(
−18 25 −12

12 0 −4

)
，微分是

(
−18 25 −12

12 0 −4

)
dx
dy
dz

．

(3) 雅可比矩阵是

(
−eπ/2 −e

e 0

)
，微分是

(
−eπ/2 −e

e 0

)(
dx
dy

)
．

2.

答 (1) Jf =

(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)
．

(2) Jf =


cos θ −r sin θ 0

sin θ r cos θ 0

0 0 1

．
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(3) Jf =


sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0

．

3.

证明 略．

4.

证明 这是因为

0 = J‖f(t)‖ = J〈f(t),f(t)〉 = 2〈Jf ,f〉.

从几何上来看，这是因为球面上函数的增量向量总是垂直径向．

5.

证明 比如 f(x, y, z) = (α(x), β(y), γ(z))．

6.

证明 (1) 这是因为 f(0) = f(0x) = 0f(x) = 0．

(2) 显然．

(3) 这是因为

f(x) = f(x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen) = x1f(e1) + x2f(e2) + · · ·+ xnf(en).

7.

证明 不难直接写出 Jf = (f(e1),f(e2), . . . , f(en))．

8.

证明 略．

9.4 复合求导

1.

证明 这是因为 y∂u/∂x = 2xyf ′(x2 + y2) = x∂u/∂y．

2.

证明 这是因为 x∂u/∂x = xyf ′(xy) = y∂u/∂y．
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3.

证明 这是因为 x∂u/∂x = f ′(lnx+ 1/y) = −y∂u/∂y．

4.

证明 事实上 ψ′(y)∂u/∂x = φ′(x)ψ′(y)f ′(φ(x) + ψ(y)) = φ′(x)∂u/∂y．

5.

答 (1) ux = f1(x+ y, xy) + yf2(x+ y, xy)，uy = f1(x+ y, xy) + xf2(x+ y, xy)．

(2) ux = f1(x, xy, xyz)+yf2(x, xy, xyz)+yzf3(x, xy, xyz)，uy = xf2(x, xy, xyz)+xzf3(x, xy, xyz)，

uz = xyf3(x, xy, xyz)．

(3) ux = y−1f1(x/y, y/z)，uy = −xy−2f1(x/y, y/z)+z
−1f2(x/y, y/z)，uz = −yz−2f2(x/y, y/z)．

6.

答 因为

0 =
d

dxf(x, x
2) = f1(x, x

2) + 2xf2(x, x
2) = x+ 2xf2(x, x

2),

所以
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=x2

= −1

2
．

7.

证明 因为 u = r3 cos θ sin θ(cos θ − sin θ)，所以

∂u

∂r
= 3r2 cos θ sin θ(cos θ − sin θ), ∂u

∂θ
=
r3

4
(cos θ + 3 cos 3θ + sin θ − 3 sin 3θ).

8.

证明 因为
∂F

∂u
=
∂f

∂x

∂x

∂u
+
∂f

∂y

∂y

∂u
+
∂f

∂z

∂z

∂u
=

1

2

∂f

∂y

√
w

u
+

1

2

∂f

∂z

√
v

u
,

所以对称地还有

∂F

∂v
=

1

2

∂f

∂x

√
w

v
+

1

2

∂f

∂z

√
u

v
,
∂F

∂w
=

1

2

∂f

∂x

√
v

w
+

1

2

∂f

∂y

√
u

w
.

因此

u
∂F

∂u
+ v

∂F

∂v
+ w

∂F

∂w
= x

∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z
.

9.
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答 (1) 因为

Jf ◦ g =


1 0

0 1

2xy x2


(

1 1

2s −2t

)
=


1 1

2s −2t

4s3 + 6ts2 − 2t3 2s3 − 6t2s− 4t3

 ,

所以在 (2, 1) 处的雅可比矩阵是 
1 1

4 −2

54 0

 .

(2)

Jf ◦ g =

(
φ′(x+ y) φ′(x+ y)

φ′(x− y) −φ′(x− y)

)(
0 et

0 −e−t

)
=

(
0 (et − e−t)φ′(et + e−t)

0 (et + e−t)φ′(et − e−t)

)
.

(3)

Jf ◦ g =


2x 1 1

2 1 2z

0 0 0



v2w2 2uvw2 2uv2w

0 w2 cos v 2w sin v
2evu evu2 0



=


2uv4w4 + 2evu 4u2v3w4 + w2 cos v + evu2 4u2w3v4 + 2w sin v
4e2vu3 + 2v2w2 2e2vu4 + 4vw2u+ w2 cos v 4uwv2 + 2w sin v

0 0 0

 .

10.

证明 设 
∂f/∂e1

∂f/∂e2

∂f/∂e3

 = T


∂f/∂x

∂f/∂y

∂f/∂z

 ,

那么 T 是一个正交矩阵，因此

(
∂f

∂e1

)2

+

(
∂f

∂e2

)2

+

(
∂f

∂e3

)2

=

(
∂f

∂e1

∂f

∂e2

∂f

∂e3

)
∂f/∂e1

∂f/∂e2

∂f/∂e3



=

(
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z

)
TTT


∂f/∂x

∂f/∂y

∂f/∂z

 =

(
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z

)
∂f/∂x

∂f/∂y

∂f/∂z


=

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

+

(
∂f

∂z

)2

.
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1.

证明 充分性是显然的．当 a−1∂f/∂x = b−1∂f/∂y = c−1∂f/∂z 时，设

u = ax+ by + cz, v = y, w = z,

再记

h(u, v, w) = f(x, y, z) = f((u− bv − cw)/a, v, w),

那么
∂h

∂u
=

1

a

∂f

∂x
,
∂h

∂v
= − b

a

∂f

∂x
+
∂f

∂y
= 0,

∂h

∂w
= − c

a

∂f

∂x
+
∂f

∂z
= 0,

这正说明

f(x, y, z) = h(u, v, w) = g(u) = g(ax+ by + cz).

2.

证明 当 f 是 q 次齐次函数时，在 f(tx1, . . . , txn) = tqf(x1, . . . , xn) 的两端对 t 求导可得

x1
∂f

∂x1
(tx) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(tx) = qtq−1f(x),

再取 t = 1 就得到

x1
∂f

∂x1
(x) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(x) = qf(x).

当

x1
∂f

∂x1
(x) + · · ·+ xn

∂f

∂xn
(x) = qf(x)

时，取 φ(t) = t−qf(tx1, . . . , txn)，那么 φ′(t) = 0．因此 φ(t) = φ(1)，这蕴含着 f(tx1, . . . , txn) =

tqf(x1, . . . , xn)，即 f 是 q 次齐次函数．

9.5 曲线的切线和曲线的切平面

1.

答 分别是 (1, 0, 0) + t(1, 1, 0) 和 (e, 1, 1) + t(e, 1, 2)．

2.

证明 事实上

r(t) · r′(t) =

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2
, 1

)
·
(
2(1− t2)

(1 + t2)2
,− 4t

(1 + t2)2
, 0

)
= 0.

这是一个圆．
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3.

证明 事实上

r(t) · r′(t)

‖r(t)‖‖r′(t)‖
=

(et cos t, et sin t) · (et(cos t− sin t), et(cos t+ sin t))
et ·

√
2et

=

√
2

2
.

4.

证明 根据柯西中值定理，存在 ξ ∈ (a, b) 使得

y(b)− y(a)

x(b)− x(a)
=
y′(ξ)

x′(ξ)
,

于是 ξ 就是所求的点．

5.

证明 略．

6.

证明 这是因为

0 = (‖a(t)‖2)′ = (a(t) · a(t))′ = 2a(t) · a′(t).

7.

证明 中学知识，略．

8.

答 (1) 不难算出

r′(t) = (a sinh t, a cosh t, a), r′′(t) = (a cosh t, a sinh t, 0),

所以曲率

k(t) =
‖r′(t)× r′′(t)‖

‖r′(t)‖3
=

1

a(1 + cosh 2t)
.

(2) 不难算出

r′(t) = (3a(1− t2), 6at, 3a(1 + t2)), r′′(t) = (−6at, 6a, 6at),

所以曲率

k(t) =
‖r′(t)× r′′(t)‖

‖r′(t)‖3
=

1

3a(1 + t2)2
.

9.
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答 这个球面曲线是关于 xy 平面对称的，在 xy 平面上方其参数方程可表示为
x =

√
3(t+ 1/t)/2

y =
√
3(t− 1/t)/2

z =
√
9− 3(t2 + 1/t2)/2

,

通过琐碎的计算可得其曲率为

k =
(1 + t2)

√
3t8 − 12t6 + 34t4 − 12t2 + 3

(3− 2t2 + 3t4)3/2
.

点 p0 对应的参数 t =
√
3，因此所求的曲率就是

√
2/3．

10.

答 (1) 法向量是 (1, 1,
√
2)，切平面方程是 x+ y +

√
2− 4 = 0．

(2) 法向量是 (−1/2, 1/2,−1)，切平面方程是 x− y + 2z − π/2 = 0．

(3) 法向量是 (3, 2,−1)，切平面方程是 3x+ 2y − z − 3 = 0．

(4) 法向量是 (−1,−1, 2)，切平面方程是 x+ y − 2z = 0．

11.

解 事实上该椭圆上一点 (x0, y0, z0) 处的切平面方程是 x0x+ 2y0y + 3z0z = 21，于是令x20 + 2y20 + 3z20 = 21

x0 = 2y0/4 = 3z0/6

可解得 (x0, y0, z0) = ±(1, 2, 2)，因此所求的切平面就是 x+ 4y + 6z = ±21．

12.

证明 因为 zx = (1 + x/y)ex/y，zy = −x2ex/y/y2，所以曲面上 (x0, y0, x0ex0/y0) 处的切平面

方程是 (
1 +

x0
y0

)
ex0/y0(x− x0)−

x20ex0/y0

y20
(y − y0)− (z − ex0/y0) = 0,

它确实是经过原点的．

13.
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解 不难列出切点 (x0, y0, z0) 满足
x0y0z0 = λ

x20
a2

+
y20
b2

+
z20
c2

= 1

x0
a2

/ −λ
x20y0

=
y0
b2

/ −λ
x0y20

=
z0
c2

/
(−1)

,

从而可得 λ = ±
√
3abc/9．

14.

答 设 (x0, y0, z0) 两个曲面的一个交点，两曲面的法向量分别是 (x0, y0, 0) 和 (y0/b, x0/b,−1)，

它们的夹角是

arccos 2x0y0/b√
x20 + y20

√
x20/b

2 + y20/b
2 + 1

= arccos 2bz0

a
√
a2 + b2

.

15.

答 这个椭球面上的点 (x0, y0, z0) 处的法向量是 (x0/a
2, y0/b

2, z0/c
2)，利用它与 x 轴和 z 轴

的夹角相等的条件可以列出

x0/a
2√

x20/a
4 + y20/b

4 + z20/c
4
=

z0/c
2√

x20/a
4 + y20/b

4 + z20/c
4
,

因此所求点的全体就是曲线 x2/a2 + y2/b2 + z2/c2 = 1

x/a2 = z/b2
.

16.

答 所求平面的法向量是

(1,−1,−1)×
(
1,−1,−1

2

)
=

(
−1

2
,−1

2
, 0

)
,

于是不难写出所求的切平面就是 x+ y = (1±
√
2)/2．

17.

证明 这个曲面上点 (x0, y0, z0) 处的法向量是 (1/
√
x0, 1/

√
y0, 1/

√
z0)，于是这点处的切平面

是
x− x0√

x0
+
y − y0√
y0

+
z − z0√
z0

= 0,

由此看出结论确实成立．
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18.

证明 这个曲面上点 (x0, y0, z0) 处的法向量是

(F1(x0 − az0, y0 − bz0), F2(x0 − az0, y0 − bz0),−aF1(x0 − az0, y0 − bz0)− bF2(x0 − az0, y0 − bz0)),

它垂直于向量 (a, b, 1)，因此这个曲面上的切平面平行于直线 x/a = y/b = z．

19.

证明 这个曲面上点 (x0, y0, z0) 处的法向量是(
1

z0 − c
F1

(
x0 − a

z0 − c
,
y0 − b

z0 − c

)
,

1

z0 − c
F2

(
x0 − a

z0 − c
,
y0 − b

z0 − c

)
,− x0 − a

(z0 − c)2
F1

(
x0 − a

z0 − c
,
y0 − b

z0 − c

)
− y0 − b

(z0 − c)2
F2

(
x0 − a

z0 − c
,
y0 − b

z0 − c

))
,

它垂直于向量 (x0 − a, y0 − b, z0 − c)，因此所有的切平面都经过固定点 (a, b, c)．

20.

证明 这是因为这个曲面在点 p0 处的法向量是

(2x0Φ
′(x20 + y20 + z20)− a, 2y0Φ

′(x20 + y20 + z20)− b, 2z0Φ
′(x20 + y20 + z20)− c)

=2Φ′(x20 + y20 + z20)(x0, y0, z0)− (a, b, c).

21.

解 两曲面在 p0 = (x0, y0, z0) 处的法向量是 (Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)) 和 (Gx(p0), Gy(p0), Gz(p0))，

所以交线在 p0 处的切线是

x− x0∣∣∣∣∣Fy(p0) Fz(p0)

Gy(p0) Gz(p0)

∣∣∣∣∣
=

y − y0∣∣∣∣∣Fz(p0) Fx(p0)

Gz(p0) Gx(p0)

∣∣∣∣∣
=

z − z0∣∣∣∣∣Fx(p0) Fy(p0)

Gx(p0) Gy(p0)

∣∣∣∣∣
.

交线的切线的投影和交线的投影的切线是一样的，所以所求的切线方程就是

x− x0∣∣∣∣∣Fy(p0) Fz(p0)

Gy(p0) Gz(p0)

∣∣∣∣∣
=

y − y0∣∣∣∣∣Fz(p0) Fx(p0)

Gz(p0) Gx(p0)

∣∣∣∣∣
.

22.
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证明 (1) 因为

ru(u, v) = (a cosu cos v, b cosu sin v,−c sinu), rv(u, v) = (−a sinu sin v, b sinu cos v, 0),

所以

E = (a2 cos2 v + b2 sin2 v) cos2 u+ c2 sin2 u,

F = (b2 − a2) cosu sinu cos v sin v,

G = sin2 u(a2 sin2 v + b2 cos2 v).

(2) 因为

ru(u, v) = (a sinhu cos v, b sinhu sin v, c coshu), rv(u, v) = (−a coshu sin v, b coshu cos v, 0),

所以

E = (a2 cos2 v + b2 sin2 v) sinh2 u+ c2 cosh2 u,

F = (b2 − a2) coshu sinhu cos v sin v,

G = cosh2 u(a2 sin2 v + b2 cos2 v).

(3) 因为

ru(u, v) = (1, 0, u/a2), rv(u, v) = (0, 1, v/b2),

所以

E = 1 + u2/a4, F = uv/(a2b2), G = 1 + v2/b4.

23.

证明 这是因为

dr2 = (ru du+ rvdv)2 = r2
u du2 + 2ru · rv dudv + r2

v dv2.

24.

答
∫ v2

v1

√
v2 + a2 + 1 dv．

9.6 隐函数定理

1.
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答 (1) 因为

2x+ 2y + 2x
dy
dx − 2y

dy
dx = 0,

所以 dy/dx = (y + x)/(y − x)．

(2) 因为 x+ xy′ − y′/y = 0，所以 y′ = y2/(1− xy)，进而在 (0, 1) 处 dy/dx = 1．

(3) 因为 y′ − εy′ cos y = 1，所以 dy/dx = 1/(1− ε cos y)．
(4) 令 F (x, y) = xy − yx，那么

Fx(x, y) = yxy−1 − yx ln y, Fy(x, y) = xy lnx− xyx−1,

所以 dy/dx = −Fx/Fy = (yx ln y − yxy−1)/(xy lnx− xyx−1)．

2.

答 (1) 令 F (x, y, z) = ez − xyz，那么

Fx(x, y, z) = −yz, Fy(x, y, z) = −xz, Fz(x, y, z) = ez − xy,

所以
∂z

∂x
= −Fx

Fz

=
yz

ez − xy
,
∂z

∂x
= −Fy

Fz

=
xz

ez − xy
.

(2) 令 F (x, y, z) = x/z − ln(z/y)，那么

Fx(x, y, z) = 1/z, Fy(x, y, z) = 1/y, Fz(x, y, z) = −x/z2 − 1/z,

所以
∂z

∂x
= −Fx

Fz

=
z

x+ z
,
∂z

∂x
= −Fy

Fz

=
z2

y(x+ z)
.

(3) 令 F (x, y, z) = x+ y + z − e−(x+y+z)，那么

Fx(x, y, z) = 1 + e−(x+y+z), Fy(x, y, z) = 1 + e−(x+y+z), Fz(x, y, z) = 1 + e−(x+y+z),

所以
∂z

∂x
= −Fx

Fz

= −1,
∂z

∂x
= −Fy

Fz

= −1,

这说明这是一个平面．

(4) 令 F (x, y, z) = z2y − xz3 − 1，那么

Fx(x, y, z) = −z3, Fy(x, y, z) = z2, Fz(x, y, z) = 2zy − 3xz2,

所以
∂z

∂x
= −Fx

Fz

=
z2

2y − 3xz
,
∂z

∂x
= −Fy

Fz

= − z

2y − 3xz
.
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3.

证明 这是因为
∂x

∂y
= −Fy

Fz

,
∂y

∂z
= −Fz

Fy

,
∂z

∂x
= −Fx

Fz

.

4.

答 不难直接写出

∂z

∂x
=
F3(x− y, y − z, z − x)− F1(x− y, y − z, z − x)

F3(x− y, y − z, z − x)− F2(x− y, y − z, z − x)
,

∂z

∂y
=
F1(x− y, y − z, z − x)− F2(x− y, y − z, z − x)

F3(x− y, y − z, z − x)− F2(x− y, y − z, z − x)
.

5.

答 不难直接写出

∂z

∂x
= −F1(x+ y + z, x2 + y2 + z2) + 2xF2(x+ y + z, x2 + y2 + z2)

F1(x+ y + z, x2 + y2 + z2) + 2zF2(x+ y + z, x2 + y2 + z2)
,

∂z

∂y
= −F1(x+ y + z, x2 + y2 + z2) + 2yF2(x+ y + z, x2 + y2 + z2)

F1(x+ y + z, x2 + y2 + z2) + 2zF2(x+ y + z, x2 + y2 + z2)
.

1.

证明 利用问题 9.4的第 2题，我们有

xfx + yfy + zfz = qf,

于是

xφx + yφy = −xfx
fz

− yfy
fz

= z − qf(x, y, φ(x, y))

fz
= φ.

因此 φ(x, y) 是一次齐次函数．

2.

证明 对每个 x0 ∈ (a, b)，作一次函数 g(y) = F (x0, 0) +my．因为

d
dy (F (x0, y)− g(y)) =

∂F (x0, y)

∂y
−m ⩾ 0,

而 F (x0, 0)− g(0) = 0，所以当 y > 0 时 F (x0, y) ⩾ g(y)，当 y < 0 时 F (x0, y) ⩽ g(y)，进而

lim
y→+∞

F (x0, y) = +∞, lim
y→−∞

F (x0, y) = −∞.

由此可知存在唯一的 y0 ∈ (−∞,+∞) 使得 F (x0, y0) = 0，这样就得到唯一的解 y = f(x)．
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然后我们来说明 f(x) 是连续的．对每个 x0 ∈ (a, b)，记 y0 = f(x0)．因为 ∂F/∂y > 0，所以

对任意的 ε > 0 都有 F (x0, y0 − ε) < 0 和 F (x0, y0 + ε) > 0．由于 F (x, y) 是连续的，利用其保

号性可知存在 δ > 0 使得当 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) 时也有 F (x, y0 − ε) < 0 和 F (x, y0 − ε) > 0．因

此存在唯一的 y ∈ (y0 − ε, y0 + ε) 满足 F (x, y) = 0，即 y = f(x)．这样就证明了当 |x − x0| < δ

时 |f(x)− f(x0)| < ε．由 x0 的任意性知 f(x) 在 (a, b) 上连续．

9.7 隐映射定理

1.

答

(
dy/dx
dz/dx

)
= −

(
2y 2z

1 1

)−1(
2x

1

)
=

(
(z − x)/(y − z)

(x− y)/(y − z)

)
．

2.

答

(
dy/dx
dz/dx

)
= −

(
2y −1

4y 6z

)−1(
2x

2x

)
=

(
−(x+ 6xz)/(6yz + 2y)

x/(3z + 1)

)
．

3.

答
dy
dx =

dy
dt

/
dx
dt = 2t+

2

t
，

dz
dx =

dz
dt

/
dx
dt = 3t2 + 3 +

3

t2
．

4.

答 (1)∂x∂u ∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

 = −

(
u −v
v u

)−1(
x −y
y x

)
= − 1

u2 + v2

(
ux+ vy vx− uy

uy − vx vy + ux

)
.

(2) 把方程组改写成 x+ y − u− v = 0

x sin v − y sinu = 0
,

于是可以写出 ∂x∂u ∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

 = −

(
1 1

sin v − sinu

)−1(
−1 −1

−y cosu x cos v

)

= − 1

sinu+ sin v

(
sinu+ y cos v sinu− x cos v
sin v − y cos v sin v + x cos v

)
.
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5.

答 在 (x, y, u, v, w) = (π/2, 0, 1, 1, 0) 处
∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y
∂w

∂x

∂w

∂y

 = −


2u − cosxy 2w

2u 2v 4w

v u 1


−1

vy sinxy vx sinxy
−y cosxy −x cosxy

− cosx cos y sinx sin y



= −


2 −1 0

2 2 0

1 1 1


−1

0 0

0 −π/2
0 0

 =


0 π/12

0 π/6

0 −π/4

 .

6.

解 首先 ∂u/∂x = ∂f/∂x 是容易的．其次，因为(
∂z/∂y

∂t/∂y

)
= −

(
∂g/∂z ∂g/∂t

∂h/∂z ∂h/∂t

)−1(
∂g/∂y

0

)
=
∂g

∂y

(
∂g

∂z

∂h

∂t
− ∂g

∂t

∂h

∂z

)−1
(
−∂h/∂t
∂h/∂z

)
,

所以

∂u

∂y
=
∂f

∂y
+
∂f

∂z

∂z

∂y
+
∂f

∂t

∂t

∂y
=
∂f

∂y
+
∂g

∂y

(
∂g

∂z

∂h

∂t
− ∂g

∂t

∂h

∂z

)−1(
∂f

∂t

∂h

∂z
− ∂f

∂z

∂h

∂t

)
.

9.8 逆映射定理

1.

答 (1) 因为

det Jf = det
(

2x 0

−y/x2 1/x

)
= 2,

所以 f 是开映射．

(2) 因为

det Jf = det
(

ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

)
= e2x > 0,

所以 f 是开映射．

(3) 因为

det Jf = det
(

1 1

2y2 4xy

)
= 2y(2x− y),

所以当 D 中不包含直线 y = 0 和 y = 2x 的部分时 f 是开映射．
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2.

答 (1) Jf−1 =

(
1/(2x) 0

y/(2x2) x

)
．

(2) Jf−1 =

(
e−x cos y e−x sin y
−e−x sin y e−x cos y

)
．

(3) Jf−1 =

(
2x/(2x− y) −1/(4xy − 2y2)

−y/(2x− y) 1/(4xy − 2y2)

)
．

9.9 高阶偏导数

1.

答 (1) ∂
2z

∂x2
= 0，

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= 1− 1

y2
，
∂2z

∂y2
=

2x

y3
．

(2) ∂
2z

∂x2
=

2 sec2(x2/y)(y + 4x2 tan(x2/y))
y2

，
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= −2x sec2(x2/y)(y + 2x2 tan(x2/y))

y3
，

∂2z

∂y2
=

2x2 sec2(x2/y)(y + x2 tan(x2/y))
y4

．

(3) ∂
2z

∂x2
=

2(y2 − x2)

(x2 + y2)2
，

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= − 4xy

(x2 + y2)2
，
∂2z

∂y2
=

2(x2 − y2)

(x2 + y2)2
．

(4) ∂
2z

∂x2
=

2xy

(x2 + y2)2
，

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
，
∂2z

∂y2
= − 2xy

(x2 + y2)2
．

(5) ∂2u

∂x2
= −y2z2 sinxyz，∂2u

∂y2
= −x2z2 sinxyz，∂2u

∂z2
= −x2y2 sinxyz， ∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
=

z cosxyz − xyz2 sinxyz， ∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= x cosxyz − x2yz sinxyz， ∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= y cosxyz −

xy2z sinxyz．

(6) ∂
2u

∂x2
= 0，

∂2u

∂y2
= 0，

∂2u

∂z2
= 0，

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
= 1，

∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= 1，

∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= 1．

(7) ∂2u

∂x2
= y2z2exyz，∂2u

∂y2
= x2z2exyz，∂2u

∂z2
= x2y2exyz， ∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
= z(1 + xyz)exyz，

∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= x(1 + xyz)exyz， ∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= y(1 + xyz)exyz．

(8) ∂
2u

∂x2
= yz(yz−1)xyz−2，

∂2u

∂y2
= xyzz2 ln2 x，

∂2u

∂z2
= xyzy2 ln2 x，

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
= xyz−1z(1+

yz lnx)， ∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= xyz(1 + yz lnx) lnx， ∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= xyz−1y(1 + yz lnx)．

(9) ∂2u

∂xi∂xj
= − 1

(x1 + x2 + · · ·+ xn)2
．
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(10) ∂
2u

∂x2i
=

2(1 + 2xi(x
2
1 + x22 + · · ·+ x2n)− (x21 + x22 + · · ·+ x2n)

2)

(1− (x21 + x22 + · · ·+ x2n))
3/2

，
∂2u

∂xi∂xj
=

4xixj(x
2
1 + x22 + · · ·+ x2n)

(1− (x21 + x22 + · · ·+ x2n))
3/2

．

2.

证明 利用第 1题的 (4)即可．

3.

证明 事实上

∂u

∂r
= −aeaθ sin(a ln r)

r
,

∂2u

∂r2
= −aeaθ(a cos(a ln r)− sin(a ln r))

r2
,

∂u

∂θ
= a2eaθ cos(a ln r).

4.

答 (1) 略．

(2) ∆u = 2f ′(p)/p+ f ′′(p)．

5.

证明 事实上

∂2u

∂t2
=
a2(φ′′(p− at) + ψ′′(p+ at))

p
, ∆u =

φ′′(p− at) + ψ′′(p+ at)

p
.

6.

答 (1) u = xφ(y) + ψ(y)．

(2) u = φ(y, z) + ψ(x, z)．

(3) u = φ(y, z) + ψ(x, z) + ϕ(x, y)．

7.

解 令

ξ = x, η = y/x,

那么

∂z

∂x
=
∂z

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂z

∂η

∂η

∂x
=
∂z

∂ξ
− y

x2
∂z

∂η
=
∂z

∂ξ
− η

ξ

∂z

∂η
,

∂z

∂y
=
∂z

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂z

∂η

∂η

∂y
=

1

x

∂z

∂η
=

1

ξ

∂z

∂η
,
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所以

z = x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= ξ

(
∂z

∂ξ
− η

ξ

∂z

∂η

)
+ ξη

(
1

ξ

∂z

∂η

)
= ξ

∂z

∂ξ
,

因此

z = ξφ(η) = xφ
(y
x

)
.

8.

解 因为

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x

)
=

∂

∂x

(
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
=

∂

∂ξ

(
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
∂ξ

∂x
+

∂

∂η

(
∂u

∂ξ
+
∂u

∂η

)
∂η

∂x
=
∂2u

∂ξ2
+ 2

∂2u

∂ξ∂η
+
∂2u

∂η2
,

∂2u

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)
=

∂

∂x

(
λ1
∂u

∂ξ
+ λ2

∂u

∂η

)
=

∂

∂ξ

(
λ1
∂u

∂ξ
+ λ2

∂u

∂η

)
∂ξ

∂x
+

∂

∂η

(
λ1
∂u

∂ξ
+ λ2

∂u

∂η

)
∂η

∂x
= λ1

∂2u

∂ξ2
+ (λ1 + λ2)

∂2u

∂ξ∂η
+ λ2

∂2u

∂η2
,

∂2u

∂y2
=

∂

∂y

(
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y

)
=

∂

∂x

(
λ1
∂u

∂ξ
+ λ2

∂u

∂η

)
=

∂

∂ξ

(
λ1
∂u

∂ξ
+ λ2

∂u

∂η

)
∂ξ

∂y
+

∂

∂η

(
λ1
∂u

∂ξ
+ λ2

∂u

∂η

)
∂η

∂y
= λ2

1

∂2u

∂ξ2
+ 2λ1λ2

∂2u

∂ξ∂η
+ λ2

2

∂2u

∂η2
,

所以

0 = a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
= (2a+ 2b(λ1 + λ2) + 2λ1λ2c)

∂2u

∂ξ∂η
,

因此

u = φ(ξ) + ψ(η) = φ(x+ λ1y) + ψ(x+ λ2y).

1.

证明 令 g(y) = f(x0 + h, y)− f(x0, y)，那么 g(y) 在 y0 的附近可导，且

g′(y) =
∂f

∂y
(x0 + h, y)− ∂f

∂y
(x0, y).

利用微分中值定理可得

1

hk
(f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0 + k)− f(x0 + h, y0) + f(x0, y0))

=
1

hk
(g(y0 + k)− g(y0)) =

1

h
g′(y0 + θk) =

1

h

(
∂f

∂y
(x0 + h, y0 + θk)− ∂f

∂y
(x0, y0 + θk)

)
.
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根据 ∂f/∂y 的可微性可以写出

∂f

∂y
(x0 + h, y0 + θk) =

∂f

∂y
(x0, y0) + h

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) + θk

∂2f

∂y2
(x0, y0) + o(

√
h2 + (θk)2) (h→ 0, k → 0),

∂f

∂y
(x0, y0 + θk) =

∂f

∂y
(x0, y0) + θk

∂2f

∂y2
(x0, y0) + o(θk) (h→ 0, k → 0),

因此

1

hk
(f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0 + k)− f(x0 + h, y0) + f(x0, y0))

=
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) +

1

h
(o(
√
h2 + (θk)2) + o(θk)) =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) +

k

h
o(1) (h→ 0, k → 0).

同样的道理有

1

hk
(f(x0+h, y0+k)−f(x0+h, y0)−f(x0, y0+k)+f(x0, y0)) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0)+

k

h
o(1) (h→ 0, k → 0).

所以
∂2f

∂x∂y
(x0, y0) +

k

h
o(1) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0) +

k

h
o(1) (h→ 0, k → 0),

于是令 h = k → 0 就得到
∂2f

∂y∂x
(x0, y0) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0).

2.

证明 充分性是显然的．

当 u 满足

u
∂2u

∂x∂y
=
∂u

∂x

∂u

∂y

时，因为

u(x, y)

u(x, 0)
− u(0, y)

u(0, 0)
=
ux(θx, y)u(θx, 0)− ux(θx, 0)u(θx, y)

u2(θx, 0)
x =

u(θx, y)

u(θx, 0)

(
ux(θx, y)

u(θx, y)
− ux(θx, 0)

u(θx, 0)

)
x

=
u(θx, y)

u(θx, 0)

uxy(θx, θ
′y)u(θx, θ′y)− ux(θx, θ

′y)uy(θx, θ
′y)

u2(θx, θ′y)
xy = 0,

所以

u(x, y) = u(x, 0)
u(0, y)

u(0, 0)
= f(x)g(y).
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9.10 中值定理和泰勒公式

1.

答 (1) 2x2 − xy − y2 − 6x− 3y + 5 = 5 + 2(x− 1)2 − (x− 1)(y + 2)− (y + 2)2．

(2) x3 + y3 + z3 −xyz = −3(x− 1)(y− 1)(z− 1)− 3(x− 1)(y− 1)− 3(x− 1)(z− 1)+ (x− 1)3 +

3(x− 1)2 − 3(y − 1)(z − 1) + (y − 1)3 + 3(y − 1)2 + (z − 1)3 + 3(z − 1)2．

2.

答

f(x+∆x, y +∆y, z +∆z) =
(
x+∆x y +∆y z +∆z

)
A D F

D B E

F E C



x+∆x

y +∆y

z +∆z



=
(
x y z

)
A D F

D B E

F E C



x

y

z

+
(
x y z

)
A D F

D B E

F E C



∆x

∆y

∆z



+
(
∆x ∆y ∆z

)
A D F

D B E

F E C



x

y

z

+
(
∆x ∆y ∆z

)
A D F

D B E

F E C



∆x

∆y

∆z


=f(x, y, z) + 2(Ax+Dy + Fz)∆x+ 2(By +Dx+ Ez)∆y + 2(Cz + Fx+ Fy)∆z + f(∆x,∆y,∆z).

3.

答 xy ≈ 1 + (x− 1) + (x− 1)(y − 1)．

4.

证明 可以计算出

∂

∂x

cosx
cos y = − sinx

cos y ,
∂

∂y

cosx
cos y =

cosx sin y
cos2 y ,

∂2

∂x2
cosx
cos y = −cosx

cos y ,
∂2

∂x∂y

cosx
cos y =

∂2

∂y∂x

cosx
cos y = −sinx sin y

cos2 y ,
∂2

∂y2
cosx
cos y =

cosx(1 + sin2 y)

cos3 y ,

于是利用带佩亚诺余项的泰勒公式可得

cosx
cos y = 1− 1

2
(x2 − y2) + o(x2 + y2) ≈ 1− 1

2
(x2 − y2).

1.
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186 第九章 多变量函数的微分学

证明 根据中值定理可知存在 ξ 使得

f(x, y, z)− f(x+ y + z, 0, 0) =
∂f

∂x
(ξ)(−y − z) +

∂f

∂y
(ξ)y +

∂f

∂z
(ξ)z = 0,

因此 f(x, y, z) = f(x+ y + z, 0, 0) > 0．

2.

证明 当 f 是 D 上的凸函数时，对每个 x,y ∈ D 和 λ ∈ [0, 1] 都有

f(λy + (1− λ)x) ⩽ λf(y) + (1− λ)f(x),

或者

f(x+ λ(y − x))− f(x) ⩽ λf(y)− λf(x).

因为 f 是可微的，所以

f(x+ λ(y − x))− f(x) = λ(y − x)Jf(x) + o(λ‖y − x‖) (λ→ 0),

进而

(y − x)Jf(x) + ‖y − x‖o(1) ⩽ f(y)− f(x) (λ→ 0).

因此令 λ→ 0 就得到

f(y) ⩾ f(x) + (y − x)Jf(x).

当对每个 x,y ∈ D 都有 f(y) ⩾ f(x)+(y−x)Jf(x) 时，对每个 λ ∈ [0, 1]，取 z = λx+(1−λ)y，

那么也有

f(x) ⩾ f(z) + (x− z)Jf(z), f(y) ⩾ f(z) + (y − z)Jf(z),

因此

λf(x) + (1− λ)f(y) ⩾ λ(f(z) + (x− z)Jf(z)) + (1− λ)(f(z) + (y − z)Jf(z)) = f(λy + (1− λ)x),

所以 f 是 D 上的凸函数．

3.

证明 当 Hf(x) 正定时，由泰勒公式知存在 ξ 使得

f(y) = f(x) + (y − x)Jf(x) + 1

2
(y − x)Hf(ξ)(y − x)T ⩾ f(x) + (y − x)Jf(x),

所以 f 是 D 上的凸函数．

当 f 是 D 上的凸函数时，假设 Hf(x) 不是正定的，那么存在 x ∈ D 和 h ∈ Rn 使得

hHf(x)hT < 0．于是根据带佩亚诺余项的泰勒公式可得

f(x+ λh) = f(x) + λhJf(x) + 1

2
λ2hHf(x)hT + o(‖λh‖2)
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= f(x) + λhJf(x) + 1

2
λ2(hHf(x)hT + ‖λh‖2o(1)) < f(x) + λhJf(x),

这与 f 是 D 上的凸函数矛盾！因此 Hf(x) 是正定的．

9.11 极值

1.

答 (1) 在 (2,−2) 处取到极大值 8．

(2) 没有极值．

(3) 在 (0, 1) 处取极小值 0．

(4) 在 (1, 1) 处取极小值 −1．

2.

答 在 ±(a/
√
3, b/

√
3) 处取极大值 ab/

√
27，在 ±(a/

√
3,−b/

√
3) 处取极小值 −ab/

√
27．

3.

证明 令 
0 =

∂f

∂x
= cosx− sin(x− y)

0 =
∂f

∂y
= sin(x− y)− sin y

,

得到唯一的驻点 (π/3, π/6)．在这个点处的黑塞矩阵是

(
−
√
3

√
3/2

√
3/2 −

√
3

)
，它是负定的．所以 f(x, y)

在点 (π/3, π/6) 取到极大值 3
√
3/2．

4.

证明 函数 f 在直线 y = kx (k 6= 0) 上的限制为

g(x) = f(x, kx) = 3x4 − 4kx3 + k2x2.

于是

g′(x) = 12x3 − 12kx2 + 2k2x, g′′(x) = 36x2 − 24kx+ 2k2,

从而 g′(0) = 0，g′′(0) > 0．因此 g 在原点确实有严格极小值．把 f 限制在 x 轴或 y 轴上时，f

化简为 3x4 或 y2，它们在原点也具有严格极小值．

图9.1中蓝色的部分就是点集 P，剩余的无色部分自然是点集 Q．由此可见在原点的任何邻域

中都有使 f 取正值和负值的点，所以原点不是 f 的极值点．
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188 第九章 多变量函数的微分学

x

y

图 9.1: 点集 P

5.

答 通过想象可知至少有三组解．

1.

证明 (1) 若不然，那么存在 (x0, y0) ∈ D 使得 f(x0, y0) < 0，这说明 f 在 D 上的最小值在

D 中取到，不妨仍设为 (x0, y0)．因为

0 > f(x0, y0) =
∂2

∂x2
f(x0, y0) +

∂2

∂y2
f(x0, y0),

所以
∂2

∂x2
f(x0, y0) 和

∂2

∂y2
f(x0, y0) 中至少有一个是负的，不妨设是

∂2

∂x2
f(x0, y0)．从而 f(x, y0)

在 x0 处取到极大值，这与 f(x, y) 在 (x0, y0) 处取到极小值矛盾！

(2) 取足够小的正数 ε 使得函数 g(x, y) = f(x, y)− ε(ex + ey) 在 ∂D 上成立 g(x, y) ⩾ 0．由

于 g(x, y) 也满足 g = ∂2g/∂x2 + ∂2g/∂y2，所以

0 ⩽ g(x, y) = f(x, y) + ε(ex + ey) < f(x, y).

2.

证明 如果 f 在 D 上的最大值是在 ∂D 上取到的，那么没什么好说的．

现在 f 在 D 上的最大值是在 D 中的一个点 (x0, y0) 处取到的，那么有
0 =

∂f

∂x
(x0, y0) = 2ax0 + 2by0 + d

0 =
∂f

∂y
(x0, y0) = 2bx0 + 2cy0 + e

,
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从而可得

f(x0, y0) = ax20 + 2bx0y0 + cy20 + dx0 + ey0 =
1

2
(dx0 + ey0).

因为 0 ⩾ f(x, 0) = x(ax+ d)，所以 d ⩽ 0．同样地因为 0 ⩾ f(0, y) = y(cy+ e)，所以 e ⩽ 0．因此

f(x, y) ⩽ f(x0, y0) =
1

2
(dx0 + ey0) ⩽ 0.

9.12 条件极值

1.

解 (1) 事实上 u = xy = x(1− x)，因此 u 在 (1/2, 1/2) 处取极大值 1/4．

(2) 因为 u = cos2 x + cos2 y = cos2 x + cos2(x − π/4) =

√
2

2
sin(2x + π/4) + 1，所以 u 在

((1/8+k)π, (−1/8+k)π) 处取极大值 1+
√
2/2，在 ((5/8+k)π, (−3/8+k)π) 处取极小值 1−

√
2/2．

(3) 这里具有明显的几何意义，不难求出 u 在 (−1/3, 2/3, 3/5) 处取极小值 −3，在 (1/3,−2/3, 2/3)

处取极大值 3．

(4) 利用几何意义不难求出 u 在 (1/5, 1/5, 3/5) 处取极小值 3/5．

2.

解 (1) 作函数

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + λ(2x+ 2y + z + 9) + µ(2x− y − 2z − 18),

令 
∂F

∂x
= 2x+ 2λ+ 2µ = 0

∂F

∂y
= 2y + 2λ− µ = 0

∂F

∂z
= 2z + λ− 2µ = 0

,

可得

x = −λ− µ, y = µ/2− λ, z = µ− λ/2,

将其代入直线的方程可得 λ = 2 和 µ = −38/9，进而 (x, y, z) = (20/9,−37/9,−47/9)．结合客观

事实可知这就是 F 的极小值点．因此所求的距离是
√
442/3．

(2) 作函数

F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + λ(x+ 2y + 3z + 4),
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190 第九章 多变量函数的微分学

令 
∂F

∂x
= 2x+ λ = 0

∂F

∂y
= 2y + 2λ = 0

∂F

∂z
= 2z + 3λ = 0

,

可得

x = −λ/2, y = −λ, z = −3λ/2,

将其代入平面的方程可得 λ = 4/7，进而 (x, y, z) = (−2/7,−4/7,−6/7)．结合客观事实可知这就是

F 的极小值点．因此所求的距离是 4/
√
14．

3.

解 把 z = −(x+ 2y) 代入 x2 + y2 + z2/4 = 1 可得

5

4

(
x+

2

5
y

)2

+
9

5
y2 = 1,

于是可令
2√
5

cos t = x+
2

5
y,

√
5

3
sin t = y,

从而得到这个椭圆的参数方程 
x =

2
√
5

15
(3 cos t− sin t)

y =

√
5

3
sin t

z = −2
√
5

15
(3 cos t+ t sin t)

.

因此椭圆上的一点到原点的距离是

x2 + y2 + z2 =
1

30
(24 sin 2t− 7 cos 2t+ 55).

由此可见这个椭圆的长半轴是
√
8/3，半短轴是 1．

4.

解 考虑到 x2 + y2 + xy = (x+ y/2)2 + 3y2/4，所以可令

a cos t = x+
y

2
, a sin t =

√
3

2
y,

因此

z =
x2 + y2

2a
= −a

6
(
√
3 sin 2t+ cos 2t− 4),

由此可见这个曲线上的点到 Oxy 平面的最小距离是 a/3，最大距离是 a．
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5.

答 根据均值不等式，我们有

1 =
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
⩾ 3

3

√
x2y2z2

a2b2c2
,

或者 xyz ⩽ abc/
√
27，等号当 (x, y, z) = (a/

√
3, b/

√
3, c/

√
3) 时取得．因此这个体积最大的长方体

的三条棱长分别是 a/
√
3，b/

√
3 和 c/

√
3．

6.

证明 我们来考虑 ap1 + · · ·+ apn 在约束条件 a1 + · · ·+ an = a 下的最小值．设

F (a1, . . . , an) = ap1 + · · ·+ apn + λ(a1 + · · ·+ an − a),

那么由 
∂F

∂ai
= pap−1

i + λai, i = 1, 2 . . . , n

a1 + · · ·+ an = a

可解得 a1 = · · · = an = a/n．在这个点处的黑塞矩阵

HF = p(p− 1) diag{ap−2
1 , . . . , ap−2

n }

是正定的，所以 ap1 + · · ·+ apn 在 (a1, . . . , an) = (a/n, . . . , a/n) 处取严格极小值，也是最小值．因

此 (
ap1 + · · ·+ apn

n

)
⩾ a

n
=
a1 + · · ·+ an

n
,

等号当且仅当 a1 = · · · = an 时取得．

7.

证明 我们来考虑 xq1 + · · ·+ xqn 在约束条件 a1x1 + · · ·+ anxn = c 下的最小值．设

F (x1, . . . , xn) = xq1 + · · ·+ xqn + λ(a1x1 + · · ·+ anxn − c),

那么由 
∂F

∂ai
= qxq−1

i + λai, i = 1, 2 . . . , n

a1x1 + · · ·+ anxn = c

可解得 xi = (−λai/q)1/(q−1)，从而

c = a1x1 + · · ·+ anxn =
n∑

i=1

(
−λ
q

)1/(q−1)

a
1+1/(q−1)
i =

(
−λ
q

)1/(q−1)

(ap1 + · · ·+ apn),
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192 第九章 多变量函数的微分学

进而

−λ
q
=

(
c

ap1 + · · ·+ apn

)q−1

,

所以 xi = a
1/(q−1)
i c/(ap1 + · · ·+ apn)．在这个点处的黑塞矩阵

HF = p(p− 1) diag{ap−2
1 , . . . , ap−2

n }

是正定的，所以 xq1 + · · ·+ xqn 在这个点处取严格极小值，也是最小值，因此

xq1 + · · ·+ xqn ⩾
q∑

i=1

(
a
1/(q−1)
i c

ap1 + · · ·+ apn

)q

=

(
c

ap1 + · · ·+ apn

)q n∑
i=1

api = cq(ap1 + · · ·+ apn)
1−q,

亦即
n∑

i=1

aixi ⩽
(

n∑
i=1

api

)1−1/q ( n∑
i=1

xqi

)1/q

=

(
n∑

i=1

api

)1/p( n∑
i=1

xqi

)1/q

,

除去平凡的情形外，等号当且仅当 xq1/a
p
1 = · · · = xqn/a

p
n 时取得．



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

第十章 多重积分

10.1 矩形区域上的积分

1.

证明 这是因为∫∫
I

f(x)g(y) dxdy = lim
n→∞
m→∞

n∑
i=1

m∑
j=1

f(ξi)g(ηj)∆xi∆yi

= lim
n→∞

n∑
i=1

f(ξi)∆xi lim
m→∞

m∑
j=1

g(ηj)∆yi =

∫ 1

0

f(x) dx
∫ 1

0

g(y) dy.

2.

解 根据第 1题可以写出∫∫
[0,1]×[0,1]

ex+y dxdy =

∫ 1

0

ex dx
∫ 1

0

ey dy = (e − 1)2.

3.

证明 这是因为∫∫
I

sin(x+ y) dxdy =

∫ a

−a

sinx dx
∫ a

−a

cos y dy +
∫ a

−a

cosx dx
∫ a

−a

sin y dy = 0.

从几何上来看，这是由于被积函数和积分区域的对称性．

4.

证明 当 f 在 I 上可积时，设
∫
I

f dσ = J．那么对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得对一切

满足 ‖π‖ < δ 的分割都有

J − ε

3
<

k∑
i=1

f(ξi)σ(Ii) < J +
ε

3
, ∀ξi ∈ Ii.

193
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194 第十章 多重积分

进而有

J − ε

3
⩽ S(f, π) ⩽ S(f, π) ⩽ J +

ε

3
,

所以

0 ⩽
k∑

i=1

ωiσ(Ii) ⩽
2

3
ε < ε,

着当然蕴含着 lim
∥π∥→0

k∑
i=1

ωiσ(Ii) = 0．

当 lim
∥π∥→0

k∑
i=1

ωiσ(Ii) = 0，对任意的 ε > 0，存在 I 的一个分割 π 使得

ε >
k∑

i=1

ωiσ(Ii) =
k∑

i=1

Miσ(Ii)−
k∑

i=1

miσ(Ii) = S(f, π)− S(f, π).

(3) 蕴含 (4) 是定理 10.1.6的内容．

(4) 蕴含 (1) 是定理 10.1.7的内容．

5.

证明 设 f(p) 是闭矩形 [a, b]× [c, d] 上的连续函数，那么 f(p) 在 [a, b]× [c, d] 上一致连续，

从而对任意的 ε > 0，存在 δ > 0，使得当 s, t ∈ [a, b]× [c, d] 且 |s− t| < δ 时有

|f(s)− f(t)| < ε

(b− a)(d− c)
.

设 π 是满足 ‖π‖ < δ 的一个分割，那么存在 si ∈ Ii 和 ti ∈ Ii 使得

f(si) =Mi = sup
p∈Ii

f(p), f(ti) = mi = inf
p∈Ii

f(p).

于是
k∑

i=1

ωiσ(Ii) =
k∑

i=1

(f(si)− f(ti))σ(Ii) ⩽
ε

(b− a)(d− c)

k∑
i=1

σ(Ii) = ε,

因此 f(p) 在闭矩形 [a, b]× [c, d] 上可积．

10.2 勒贝格定理

1.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

10.2 勒贝格定理 195

证明 设 {pn} 的极限是 p，那么对任意的 ε > 0，存在包含 p 且面积为 ε/3 的矩形 I0 和正

整数 N 使得当 n > N 时有 pn ∈ I0．对于 n ⩽ N，取一面积为 ε/(2N) 的矩形 In 使得 pn ∈ In．

这样就有 {pn} ⊂
N⋃
i=0

Ii，且
N∑
i=0

σ(Ii) = 5ε/6 < ε．因此 {pn} 是零面积集．

2.

证明 因为 B′ 是零面积集，所以对任意的 ε > 0，存在有限个开矩形 I1, I2, . . . , Im 使得

B′ ⊂
m⋃
i=1

Ii 且
m∑
i=1

σ(Ii) < ε/2．于是 B \
m⋃
i=1

Ii 是一个有限集，否则由聚点定理知它与 B′ 有交集，

矛盾！于是可作有限个开矩形 Im+1, Im+2, . . . , Im+k 使得 B\
m⋃
i=1

Ii ⊂
m+k⋃

i=m+1

Ii 且
m+k∑

i=m+1

σ(Ii) < ε/2．

因此 B ⊂
m+1⋃
i=1

Ii 并且
m+k∑
i=1

σ(Ii) < ε，所以 B 是零面积集．

3.

证明 因为 [0, 1]2 中有理点全体的闭包就是 [0, 1]2，而 [0, 1]2 不是零面积集，所以 [0, 1]2 中

有理点的全体不是零面积集．

因为 [0, 1]2 中有理点全体是可数的，所以是零测集．

4.

证明 因为 f 在 I 上可积，所以 f 在 I 上有界，当然在 J 上也有界．显然 D(f |J) ⊂ D(f |I)，
所以 D(f |J) 也是零测集，进而 f 在 J 上也可积．

5.

证明 因为 f 在 I 上可积，所以至少有一个 (x0, y0) ∈ I 是 f 的连续点，进而在 (x0, y0) 的

某个邻域 (x0 − δ, x0 + δ)× (y0 − δ, y0 + δ) ⊂ T 上有 f(x, y) > f(x0, y0)/2，于是∫
I

f dσ ⩾
∫
(x0−δ,x0+δ)×(y0−δ,y0+δ)

f(x, y) dσ > 4δ2 × f(x0, y0)

2
> 0.

6.

答 可积．因为 f(x, y) 有界且显然其不连续点的全体是一个零测集．

7.

答 可积．先取定 p ∈ I，那么对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得 n ⩽ N = d1/εe 时 pn 6∈
B(p, δ) \ {p}，所以对一切的 x ∈ B(p, δ) \ {p} 有 |f(x)| < 1/N ⩽ ε，这说明 lim

x→p
f(x) = 0。因此

f 在 I 上的每一个点的极限都是 0，从而 f 在可列集 B 外处处连续，进而在 I 上可积。



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

196 第十章 多重积分

8.

证明 这是由于 D(fg) ⊂ D(f) ∪D(g) 以及 D(f/g) ⊂ D(f) ∪D(g)．

9.

证明 因为 D(|f |) ⊂ D(f)，所以 |f | 在 I 上可积蕴含着 |f | 在 I 上可积．此外，∣∣∣∣∫
I

f dσ
∣∣∣∣ ⩽ ∫

I

|f | dσ ⇐= −
∫
I

|f | dσ ⩽
∫
I

f dσ ⩽
∫
I

|f | dσ

⇐= −
∫
I

(|f |+ f) dσ ⩽ 0 ⩽
∫
I

(|f | − f) dσ.

1.

证明 假设对每个闭矩形 J ⊂ I 都存在 ξ ∈ J 使得 f(ξ) ⩽ 0，那么

0 ⩾
∫

I

f dσ =

∫
I

f dσ > 0,

矛盾！因此存在闭矩形 J ⊂ I 使得 f > 0 在 J 上成立．

2.

证明 设 (x0, y0) ∈ [0, 1]2 不是有理点．对任意的 ε > 0，因为不大于 2/ε 的整数只有有限

个，所以使得 1/m ⩾ ε/2 和 1/q ⩾ ε/2 的有理数 x = n/m 和 y = p/q 也只有有限个．进而存在

(x0, y0) 的一个邻域 U 使得当 (x, y) = (n/m, p/q) ∈ U ∩Q 时有 1/m < ε/2 和 1/q < ε/2．进而

对一切的 (x, y) ∈ U 都有

|f(x, y)− f(x0, y0)| = f(x, y) =

1/m+ 1/p, (x, y) = (n/m, p/q)

0, 其它
< ε,

这说明 f(x, y) 在 (x0, y0) 处连续．因此 f(x, y) 在 [0, 1]2 上几乎处处连续，从而可积．

10.3 矩形区域上二重积分的计算

1.

解 (1)
∫∫

I

x2

1 + y2
dxdy =

∫ 1

0

x2 dx
∫ 1

0

dy
1 + y2

=
π

12
．

(2)
∫∫

I

x cosxy dxdy =

∫ π/2

0

dx
∫ 1

0

x cosxy dy = 1．

(3)
∫∫

I

sin(x+ y) dxdy =

∫ π

0

dx
∫ π

0

sin(x+ y) dy = 0．



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

10.3 矩形区域上二重积分的计算 197

2.

解
∫∫

I

∂2

∂x∂y
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

dx
∫ d

c

∂2

∂x∂y
f(x, y) dy =

∫ b

a

(
∂

∂x
f(x, d)− ∂

∂x
f(x, c)

)
dx =

f(b, d)− f(a, d)− f(b, c) + f(a, c)．

3.

解 (1)
∫
I

f dσ =

∫ 1

0

dx
∫ x2

0

dy =
1

3
．

(2)
∫
I

f dσ =

∫ 1

0

dx
∫ min{1,2x2}

x2

(x+ y) dy =
21

40
−

√
2

5
．

4.

证明 在原书 21页的 (7) 式中取 h(x) =

n∑
i=1

aiχ[i−1,i)(x) 而 g(x) =
n∑

i=1

biχ[i−1,i)(x) 即可．

5.

证明 这是因为

0 ⩽
∫∫
[a,b]2

(f(x)g(y)− f(y)g(x))2 dxdy =

∫∫
[a,b]2

(f2(x)g2(y)− 2f(x)f(y)g(x)g(y) + f2(y)g2(x)) dxdy

=

∫ b

a

f2(x) dx
∫ b

a

g2(y) dy − 2

∫ b

a

f(x)g(x) dx
∫ b

a

f(y)g(y) dy +
∫ b

a

f2(y) dy
∫ b

a

g2(x) dx

= 2

∫ b

a

f2(x) dx
∫ b

a

g2(x) dx− 2

(∫ b

a

f(x)g(x) dx
)2

.

1.

证明 (1) 这是因为

f(x, p/q) =

1/m+ 1/p, x = n/m

0, x ∈ [0, 1] \Q

处处间断．

(2) 同理．

2.
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198 第十章 多重积分

证明 当 y 是无理数时 g(x, y) = 0，当 y 是有理数 p/m 时，仅当 x = 1/m, 2/m, . . . , (m−

1)/m 这有限个数时 g(x, y) 6= 0．因此对每个 y ∈ [0, 1] 都有
∫ 1

0

g(x, y) dx = 0，进而
∫ 1

0

dy
∫ 1

0

g(x, y) dx =

0．同理有 ∫ 1

0

dx
∫ 1

0

g(x, y) dy = 0 =

∫ 1

0

dy
∫ 1

0

g(x, y) dx.

易见 g 在 [0, 1]2 上处处间断，所以不可积．

10.4 有界集合上的二重积分

1.

证明 事实上，B 有面积当且仅当 1 在 B 上可积，这当且仅当对任意满足 I ⊃ B 的闭矩形

I，χB 在 I 上可积，而这当且仅当 D(χB) = ∂B 是零面积集．

2.

证明 这是因为几乎处处有

1

102
<

1

100 + cos2 x+ cos2 y <
1

100
.

3.

证明 这是因为 ∂B 的面积是 lim
∥π∥→0

∑
Ij∩B ̸=∅
Ij ̸⊂B

σ(Ij)．

10.5 有界集合上积分的计算

1.

解 (1)
∫∫

D

cos(x+ y) dxdy =

∫ π

0

dx
∫ π

x

cos(x+ y) dy = −2．

(2)
∫∫

D

xy2 dxdy =

∫ 2

−2

dy
∫ 1

y2/4

xy2 dx =
32

21
．

(3)
∫∫

D

ex+y dxdy = 4

∫ 1

−1

dx
∫ 1−|x|

−(1−|x|)
ex+y dy = e − 1

e．

(4)
∫∫

D

|xy| dxdy = 4

∫ a

0

dx
∫ √

a2−x2

0

xy dy =
a2

2
．

(5) 由奇偶性和对称性知这个积分是 0．

(6)
∫∫

D

| cos(x+y)| dxdy =

∫∫
x+y⩽π
(x,y)∈D

cos(x+y) dxdy−
∫∫

x+y⩾π
(x,y)∈D

cos(x+y) dxdy = 3+cos 2+2 cos 1−π．
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(7)
∫∫

D

y2 dxdy =

∫ 2π

0

dx
∫ y(x)

0

y2 dy =
1

3

∫ 2π

0

y3(x) dx = a4
∫ 2π

0

(1− cos t)4 dt = 35a4π

12
．

(8) 根据图10.2可以直接写出
∫∫

D

bx+ yc dxdy = 0× 1

2
+ 1× 3

2
+ 2× 3

2
+ 3× 1

2
= 6．

x

y

aπ 2aπ

a

2a

图 10.1: 旋轮线

x

y

1 2

1

2

0

1

2

3

图 10.2: bx+ yc 在 D 上的取值情况

2.

答 (1)
∫ 1

0

dx
∫ x2

0

f(x, y) dy =

∫ 1

0

dy
∫ √

y

0

f(x, y) dx．

(2)
∫ e

1

dx
∫ ln x

0

f(x, y) dydy =

∫ 1

0

dy
∫ e

ey
f(x, y) dx．

(3)
∫ 1

0

dx
∫ x

x2

f(x, y) dy =

∫ 1

0

dy
∫ √

y

y

f(x, y) dx．

(4)
∫ b

a

dx
∫ a

x

f(x, y) dy =

∫ b

a

dy
∫ b

y

f(x, y) dx．

(5)
∫ 1

−1

dx
∫ 1−x2

−
√
1−x2

f(x, y) dy =

∫ 0

−1

dy
∫ √

1−y2

−
√

1−y2

f(x, y) dx+

∫ 1

0

dy
∫ √

1−y

−
√
1−y

f(x, y) dx．

(6)
∫ 1

0

dx
∫ 1−x

x−1

f(x, y) dy =

∫ 1

0

dy
∫ 1−|y|

0

f(x, y) dx．

(7)
∫ π

0

dx
∫ cos x

0

f(x, y) dy =

∫ 1

−1

dy
∫ arccos y

0

f(x, y) dx．

3.

证明 这是因为∫ a

0

dx
∫ x

0

f(x)f(y) dy =

∫ a

0

f(x)

∫ x

0

f(y) dy dx =
1

2

∫ a

0

d
(∫ x

0

f(y) dy
)2

=
1

2

(∫ a

0

f(t) dt
)2

.

4.
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200 第十章 多重积分

证明 这是因为∫ a

0

dx
∫ x

0

f(y) dy =

∫ a

0

dy
∫ a

y

f(y) dx =

∫ a

0

(a− y)f(y) dy.

5.

证明 容易看出等号两边两个积分的积分区域都是 {(x, y, z) : a ⩽ z ⩽ y ⩽ x ⩽ b}．

6.

证明 这是因为∫ a

0

dx
∫ x

a

dy
∫ y

a

f(x)f(y)f(x) dz = 1

2

∫ a

0

f(x)

(∫ x

0

f(y) dy
)2

dx =
1

3!

(∫ a

0

f(t) dt
)3

.

7.

证明 这是因为∫ a

0

dx
∫ x

a

dy
∫ y

a

f(z) dz =
∫ a

0

dz
∫ a

z

dy
∫ a

y

f(z) dx =
1

2

∫ a

0

(a− z)2f(z) dz.

8.

证明 利用积分中值定理和函数的连续性马上看出这个极限就是 f(0, 0)．

10.6 二重积分换元

1.

证明 (1) 作变量替换 u = x+ y

v = x− y
,

那么其雅可比行列式为 −2，所以∫∫
D

(x− y)2 sin(x+ y) dxdy =
1

2

∫ 3π

π

sinu du
∫ π

−π

v dv = 0.

(2) 作变量替换 u = x2 − y2

v = xy
,
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10.6 二重积分换元 201

那么

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣2x −2y

y x

∣∣∣∣∣ = 2(x2 + y2),

因此 ∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =

∫∫
[1,2]2

1

2
dudv =

1

2
.

2.

证明 (1) 作变量替换 u = a1x+ b1y + c1

v = a2x+ b2y + c2
,

那么

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1,

因此所求的面积为 ∫∫
u2+v2⩽1

dudv
|a1b2 − a2b1|

=
π

|a1b2 − a2b1|
.

(2) 作变量替换 x = ar cos4 θ

y = ar sin4 θ
,

那么

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣a cos4 θ −4ar cos3 θ sin θ
a sin4 θ 4ar cos θ sin3 θ

∣∣∣∣∣ = −4a2r cos3 θ sin3 θ,

因此所求的面积为 ∫ 1

0

dr
∫ π/2

0

4a2r cos3 θ sin3 θ dθ = a2

6
.

3.

证明 作变量替换 u = x+ y

v = x− y
,

那么 ∫∫
|x|+|y|⩽1

f(x+ y) dxdy =
1

2

∫∫
[−1,1]2

f(u) dudv =

∫ 1

−1

f(t) dt.
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202 第十章 多重积分

4.

证明 作变量替换 u = xy

v = y/x
,

那么

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ y x

−y/x2 1/x

∣∣∣∣∣ = 2
y

x
= 2v,

所以 ∫∫
D

f(xy) dxdy =
1

2

∫ 4

1

dv
v

∫ 2

1

f(u) du = ln 2

∫ 2

1

f(t) dt.

5.

解 (1) 利用极坐标变换，∫∫
π2⩽x2+y2⩽4π2

sin
√
x2 + y2 dxdy =

∫ 2π

0

dθ
∫ 2π

π

r sin r d = −6π2.

(2) 利用极坐标变换，∫∫
x2+y2⩽Rx

√
R2 − x2 − y2 dxdy =

∫ π/2

−π/2

dθ
∫ R cos θ

0

r
√
R2 − r2 dr =

(
π

3
− 4

9

)
R3.

(3) 利用极坐标变换，∫∫
x2+y2⩽1
x⩽0,y⩽0

arctan y
x

dxdy =

∫ 1

0

r dr
∫ π/2

0

θ dθ = π2

16
.

(4) 利用极坐标变换，∫∫
x2+y2⩽x+y

√
x2 + y2 dxdy =

∫ 3π/4

−π/4

dθ
∫ cos θ+sin θ

0

r2 dr = 8
√
2

9
.

6.

解 利用球面的方程 x2 + y2 + z2 = R2 不难写出球的体积是∫∫
x2+y2⩽R2

2
√
R2 − x2 − y2 dxdy = 2

∫ 2π

0

dθ
∫ R

0

r
√
R2 − r2 dr = 4R3π

3
.
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7.

解 利用广义极坐标变换可得∫∫
D

√
x2

a2
+
y2

b2
dxdy = ab

∫ 1

0

r2 dr
∫ arctan(a/b)

0

dθ = 1

3
ab arctan a

b
.

1.

证明 这是因为∫∫
[0,1]2

(xy)xy dxdy =

∫ 1

0

dx
∫ x

0

tt

x
dt =

∫ 1

0

dt
∫ 1

t

tt

x
dx = −

∫ 1

0

tt ln t dt

=

∫ 1

0

tt − (1 + ln t)tt dt =
∫ 1

0

(tt − (tt)′) dt =
∫ 1

0

tt dt.

除此之外，我们还有等式
∫ 1

0

x−x dx =
∞∑

n=1

n−n 以及
∫ 1

0

xx dx = −
∞∑

n=1

(−n)−n．这两个等式

叫做“二年级的臆想”，与之对应的还有“一年级的臆想”，这是指“不等式” (x+ y)n = xn + yn．

注意

2.

证明 作变量替换 t = (ax+ by)/
√
a2 + b2

s = (ay − bx)/
√
a2 + b2

,

那么 ∂(t, s)/∂(x, y) = 1，因此∫∫
x2+y2⩽1

f(ax+ by + c) dxdy =

∫∫
t2+s2⩽1

f(
√
a2 + b2t+ c) dtds =

∫ 1

−1

f(
√
a2 + b2t+ c) dt

∫ √
1−t2

−
√
1−t2

ds

= 2

∫ 1

−1

√
1− t2f(

√
a2 + b2t+ c) dt.

3.

证明 (1) 因为

F (t) =

∫∫
[0,t]2

f(xy) dxdy =

∫∫
[0,1]2

t2f(t2uv) dudv,
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所以

F ′(t) =

∫∫
[0,1]2

2tf(t2uv) + 2t3uvf ′(t2uv) dudv =
2

t

F (t) + ∫∫
[0,t]2

xyf(xy) dxdy

 .

(2) 因为

F (t) =

∫∫
[0,t]2

f(xy) dxdy =

∫ t

0

∫ t

0

f(xy) dx dy,

所以

F ′(t) =

∫ t

0

f(xt) dx+

∫ t

0

f(yt) dy =
2

t

∫ t2

0

f(s) ds.

4.

证明 作变量替换 x = er cos θ

y = er sin θ
,

那么

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣cos θer cos θ −r sin θer cos θ

sin θer cos θ r cos θer cos θ

∣∣∣∣∣ = rer(cos θ+sin θ),

因此 ∫∫
D

dxdy
xy(ln2 x+ ln2 y)

=

∫∫
e2r cos θ+e2r sin θ⩽1⩽er cos θ+er sin θ

drdθ
r

=

∫ 3π/2

π

dθ
∫ r(θ)

r(θ)/2

dr
r

=
π

2
ln 2.

10.7 三重积分

1.

解 (1) 利用球坐标变换，∫∫∫
V

xyz dµ =

∫ 1

0

dr
∫ π/2

0

dθ
∫ π/2

0

r5 sin3 θ cos θ cosφ sinφ dφ =
1

48
.

(2) 把重积分化为累次积分可得∫∫∫
V

(x+ y + z) dµ =

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

dy
∫ 1−x−y

0

(x+ y + z) dz = 1

8
.

(3) 把重积分化为累次积分可得∫∫∫
V

xy2z3 dxdydz =
∫ 1

0

dy
∫ 1

y

dx
∫ xy

0

xy2z3 dz = 1

364
.
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2.

解 (1) 通过想象，不难写出它的体积就是∫ 2

0

dz
∫∫

z2⩽x2+y2/4⩽2z

dxdy =

∫ 2

0

2π(2z − z2) dz = 8π

3
.

(2) 不难直接写出它的体积就是∫∫
|x|+|y|⩽a

2
√
a2 − x2 dxdy = 8

∫ a

0

dx
∫ a−x

0

√
a2 − x2 dy =

2

3
a3(3π − 4).

3.

答 利用积分中值定理和函数的连续性立刻看出这个极限就是 f(0, 0, 0)．

4.

证明 (1) 利用球坐标变换，∫∫∫
x2+y2+z2⩽2

√
x2 + y2 + z2 dxdydz =

∫ √
2

0

r3 dr
∫ π

0

sin θ dθ
∫ 2π

0

dφ = 4π.

(2) 利用球坐标变换，∫∫∫
D

(x2 + y2) dxdydz =
∫ b

a

r4 dr
∫ π/2

0

sin3 θ dθ
∫ 2π

0

dφ =
4π

15
(b5 − a5).

(3) 使用广义球坐标变换，其雅可比行列式为 abcr2 sin θ，那么∫∫∫
D

(
1−

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

))1/2

dxdydz = abc

∫ 1

0

r2
√
1− r2 dr

∫ π

0

sin θ dθ
∫ 2π

0

dφ =
abcπ2

4
.

5.

证明 (1) 作变换 
u = a1x+ b1y + c1z

v = a2x+ b2y + c2z

w = a3x+ b3y + c3z

,

那么

∂(x, y, z)

∂(u, v, w)
= 1

/∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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因此所求的体积为

∫ h1

−h1

du
∫ h2

−h2

dv
∫ h3

−h3

dw
/

abs

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 8h1h2h3

/
abs

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) 可以直接写出这个体积就是

2(b3 − a3)π

3
．

(3) 通过球坐标变换，曲面的方程变为 r3 = a3 cos θ，因此其围成体积为∫ 2π

0

dφ
∫ π/2

0

dθ
∫ a cos1/3 θ

0

r2 sin θ dr = a3π

3
.

(4) 通过球坐标变换，曲面的方程变为 r = cos2n−1 θ，因此其围成的体积为∫ 2π

0

dφ
∫ π/2

0

dθ
∫ cos2n−1 θ

0

r2 sin θ dr = π

3(3n− 1)
.

(5) 通过广义球坐标变换，曲面的方程变为 r = sin θ，因此其围成的体积为∫ 2π

0

dφ
∫ π

0

dθ
∫ sin θ

0

abcr2 sin θ dr = abcπ2

4
.

这两个问题用到了第 18章中关于含参积分求导的知识．

注意

1.

证明 注意到

F (t) =

∫∫∫
[0,1]3

t3f(t3uvw) dudvdw,

所以

F ′(t) =

∫∫∫
[0,1]3

(3t2f(t3uvw) + 3t5f ′(t3uvw)) dudvdw =
3

t

F (t) + ∫∫∫
[0,t]3

xyzf ′(xyz) dxdydz

 .

2.

证明 注意到

F (t) =

∫∫∫
[0,t]3

f(xyz) dxdydz =
∫ t

0

dx
∫ t

0

dy
∫ t

0

f(xyz) dz =
∫ t

0

dx
x

∫ t

0

g(txy) dy
y

,
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所以

F ′(t) =

∫ t

0

g(t2y)

ty
dy +

∫ t

0

g(t2x)

tx
dx+

∫ t

0

dx
∫ t

0

f(txy) dy

=
2

t

∫ t3

0

g(u)

u
du+

∫ t

0

g(t2x)

tx
dx =

3

t

∫ t3

0

g(u)

u
du.

10.8 n 重积分

1.

答 (1)
∫
· · ·
∫

[0,1]n

(x21+· · ·+x2n) dx1 · · · dxn =

∫
· · ·
∫

[0,1]n

x21 dx1 · · · dxn+· · ·+
∫
· · ·
∫

[0,1]n

x2n dx1 · · · dxn =
n

3
．

(2)
∫
· · ·
∫

[0,1]n

(x1+· · ·+xn)2 dx1 · · · dxn =

∫
· · ·
∫

[0,1]n

(x21+· · ·+x2n) dx1 · · · dxn+
∑
i ̸=j

∫
· · ·
∫

[0,1]n

xixj dx1 · · · dxn =

n

3
+
n2 − n

4
=
n2

4
+

n

12
．

2.

答∫ 1

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

x1 · · ·xn−1xn dxn =
1

2

∫ 1

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−2

0

x1 · · ·xn−2x
3
n−1 dxn−1

=
1

4!!

∫ 1

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−3

0

x1 · · ·xn−3x
5
n−2 dxn−2 =

1

(2n− 2)!!

∫ 1

0

x2n−1
1 dx1 =

1

(2n)!!
.

3.

证明 (1) 做变量替换 ui = xi/ai，那么其雅可比行列式为 a1a2 · · · an，于是

µ(Vn) =

∫
· · ·
∫

Sn(1)

a1a2 · · · an dx1 · · · dxn =
a1a2 · · · an

n!
.

(2) 显然 µ(Vn) = 2nµ(Sn(a)) = (2a)n/n!．

4.

证明 注意到

Km(x, t) =

∫
· · ·
∫

[a,b]m

K(x, t1)K(t1, t2) · · ·K(tm, t) dt1 · · · dtm,

Kn(t, y) =

∫
· · ·
∫

[a,b]n

K(t, tm+2)K(tm+2, tm+3) · · ·K(tm+n+1, y) dtm+2 · · · dtm+n+1
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以及积分与积分变量的选取无关即可．

5.

解

µ(Vn) =

∫
· · ·
∫

Vn

dx1 · · · dxn =

∫ an

−an

dxn
∫ an−1(1−|xn|/an)

−an−1(1−|xn|/an)

dxn−1 · · ·
∫ a1(1−|xn|/an)

−a1(1−|xn|/an)

dx1

= 2n−1a1 · · · an−1

∫ an

−an

(
1− |xn|

an

)n−1

dxn =
2na1a2 · · · an

n
.

1.

证明 改变积分的次序可得∫ a

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

f(xn) dxn =

∫ a

0

dxn
∫ a

xn

dxn−1 · · ·
∫ a

x2

f(xn) dx1

=

∫ a

0

dxn
∫ a

xn

dxn−1 · · ·
∫ a

x3

f(xn)(a− x2) dx2 =
1

2

∫ a

0

dxn
∫ a

xn

dxn−1 · · ·
∫ a

x4

f(xn)(a− x3)
2 dx3

=
1

(n− 1)!

∫ a

0

f(xn)(a− xn)
n−1 dxn =

1

(n− 1)!

∫ a

0

f(t)(a− t)n−1 dt.

2.

证明 记 F (x) =

∫ x

0

f(t) dt，那么

∫ a

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−1

0

f(x1)f(x2) · · · f(xn) dxn

=

∫ a

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−2

0

f(x1)f(x2) · · · f(xn−1)F (xn−1) dxn−1

=
1

2

∫ a

0

dx1
∫ x1

0

dx2 · · ·
∫ xn−3

0

f(x1)f(x2) · · · f(xn−2)F
2(xn−2) dxn−2

=
1

(n− 1)!

∫ a

0

f(x1)F
n−1(x1) dx1 =

1

n!
Fn(a) =

1

n!

(∫ a

0

f(t) dt
)n

.

3.

证明 不难看出等号两边两个积分的积分区域都是

{(x1, x2, . . . , xn) : a ⩽ xn ⩽ xn−1 ⩽ · · · ⩽ x2 ⩽ x1 ⩽ b}.
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10.9 重积分物理应用举例

1.

解 在圆盘上取一点 (x, y)，环绕着它取一块面积微元 dσ，再在细棒上取一点 z，环绕着它取

一段长度微元 dz．那么这两点间的引力大小为

µρ dσdz
x2 + y2 + z2

,

它在 z 轴上的分量为
µρz dσdz

(x2 + y2 + z2)3/2
.

因此引力在 z 轴上的分量为

µρ

∫ a+l

a

dz
∫∫

x2+y2⩽R2

z dσ
(x2 + y2 + z2)3/2

= 2µρπ

∫ a+l

a

dz
∫ R

0

r dr
(z2 + r2)3/2

=2µρπ

∫ a+l

a

(
1− z√

z2 +R2

)
dz = 2νρπ

(
l +

√
a2 +R2 −

√
(a+ l)2 +R2

)
.

由对称性易知引力在 x 轴和 y 轴上的分量都是零．因此圆盘对细棒的引力的大小是

2µρπ
(
l +

√
a2 +R2 −

√
(a+ l)2 +R2

)
,

方向由细棒指向圆盘．

2.

证明 不妨设球锥的原点就是顶点，而球锥在顶点的上方，那么不难直接写出这个引力就是

(((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((((hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

∫ R cot α

0

dz
∫∫

x2+y2⩽z2 tan2 α

ρz dσ
(x2 + y2 + z2)3/2

+

∫ R(cot α+1)

R cot α
dz

∫∫
x2+y2⩽R2−(z−R cotα)2

ρz dσ
(x2 + y2 + z2)3/2

=2ρπ

∫ R cot α

0

(
1− 1√

1 + tan2 α

)
dz + 2ρπ

∫ R(cot α+1)

R cot α

(
1− z√

(1− cot2 α)R2 + 2Rz cotα

)
dz
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第十一章 曲线积分

11.1 第一型曲线积分

答 (1)
∫
Γ

(x2 + y2)n ds =
∫ 2π

0

a2na dt = 2a2n+1π．

(2)
∫
Γ

(x+ y) ds =
∫ 1

0

x dx+

∫ 1

0

y dy +
∫ 1

0

√
2dx = 1 +

√
2．

(3)
∫
Γ

z ds =
∫ 2π

0

t
√

(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 dt =
∫ 2π

0

t
√
t2 + 2 =

1

3
((2+4π2)3/2−

23/2)．

(4) 利用例 2的中间结果，∫
Γ

x2 ds = a3
∫ 2π

0

(
1√
6

cos θ + 1√
2

sin θ
)2

dθ = 2a3π

3
.

(5)
∫
Γ

y2 ds = a3
∫ 2π

0

(1− cos t)2
√
(1− cos t)2 + sin2 t dt = 23

∫ 2π

0

| sin t

2
|5 dt = 256a3

15
．

11.2 第二型曲线积分

1.

答 (1)
∫
Γ

x dy − y dx
x2 + y2

x=a cos t, y=a sin t
=

∫ 2π

0

dt = 2π．

(2)
∫
Γ

(x+ y) dx+ (x− y) dy x=a cos t, y=b sin t
=

∫ 2π

0

(ab cos 2t− (a2 + b2) sin t cos t) dt = 0．

(3)
∫
Γ

(x2 − 2xy) dx+ (y2 − 2xy) dy =

∫ 1

−1

(2y5 − 4y4 − 2y3 + y2) dy = −14

15
．

(4)
∫
Γ

x dy =

∫ 1

0

1

2
(1− y) dy =

1

4
．

(5)
∫
Γ

(x2 + y2) dy =

∫ 4

1

(9 + y2) dy +
∫ 1

4

(1 + y2) dy = 24．

2.

211
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答∫
Γ

x dy − y dx
ax2 + 2abxy + cy2

=

∫ 2π

0

dt
a cos2 t+ 2b cos t sin t+ c sin2 t

= 2

∫ π

0

1 + cot2 t
a cot2 t+ 2b cot t+ c

cot t=u
= 2

∫ +∞

−∞

du
au2 + 2bu+ c

=
2π sgn a√
ac− b2

3.

答 (1)
∫
Γ

xz2 dx+ yx2 dy + zy2 dz =
∫ 1

0

(2t5 + t7 + 3t9) =
91

120
．

(2)
∫
Γ

(y + z) dx+ (z + x) dy + (x+ y) dz = a2
∫ 2π

0

cos 2t(sin 2t+ 2) dt = 0．

4.

答 用 Γ1 表示 Γ 在 xy 平面上的那部分，于是由对称性知∫
Γ

= 3

∫
Γ1

= 3

∫
Γ

y2 dx− x2 dy = −3

∫ π/2

0

(sin3 t+ cos3 t) dt = −4.

5.

证明 使用第一型曲线积分与第二型曲线积分之间的联系和柯西–施瓦茨不等式，我们立刻得到∣∣∣∣∫
Γ

F · dp
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

Γ

F · t ds
∣∣∣∣ ⩽ ∫

Γ

|F · t| ds =
∫
Γ

‖F ‖ds.

11.3 格林公式

1.

答 (1)
∫
Γ

xy2 dy − x2y dx =

∫∫
x2+y2⩽a

(x2 + y2) dxdy =

∫ 2π

0

dθ
∫ a

0

r3 dr = a4π

2
．

(2)
∫
Γ

(x+ y) dx− (x− y) dy = −2

∫∫
x2/a2+y2/b2⩽1

dxdy = −2abπ．

(3)
∫
Γ

ex sin y dx+ ex cos y dy =

∫∫
0⩽y⩽√

ax−x2

0dxdy −
∫ min{0,a}

max{0,a}
ex sin 0dx = 0．

2.
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答 (1) 1

2

∫
x dy − ydx =

1

2
3a2

∫ 2π

0

(cos4 t sin2 t + sin4 t cos2 t) dt = 6a2
∫ π/2

0

sin2 t cos2 tdt =

3a2π

8
．

(2) 令 y = x tan θ 后双扭线的方程变为 x2 = a2 cos2 θ cos 2θ，于是双扭线的面积为

1

2

∫
x dy − ydx =

∫
x(tan θ dx+ x sec2 θ dθ)− x tan θ dx =

1

2

∫
x2 sec2 θ dθ

=
a2

2

∫
cos 2θ dθ = 2a2

∫ π/4

0

cos 2θ dθ = a2,

其中不带积分限的积分号的积分限不难脑补．

(3) 令 y = tx 后不难得到 x = 3at/(1 + t3) 和 y = 3at3/(1 + t3)，因此笛卡儿叶形线的面积是

1

2

∫
x dy − ydx =

1

2

∫ +∞

0

(
3at

1 + t3
3a(2t− t4)

(1 + t3)2
− 3at2

1 + t3
3a(1− 2t3)

(1 + t3)2

)
dt

=
9a2

2

∫ +∞

0

t2 dt
(1 + t3)2

=
3a2

2
.

x

y

图 11.1: 星形线

x

y

图 11.2: 双扭线

x

y

图 11.3: 笛卡儿叶形线

3.

证明 这是因为

A =
1

2

∫
Γ

x dy − ydx =
1

2

∫ β

α

(φ(t)ψ′(t)− ψ(t)φ′(t)) dt = 1

2

∫ β

α

∣∣∣∣∣φ(t) ψ(t)

φ′(t) ψ′(t)

∣∣∣∣∣ dt.

4.

证明 使用格林公式后这些都是显然的．

5.
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214 第十一章 曲线积分

证明 设 a = (a1, a2)，那么利用第一型曲线积分表达的格林公式就立刻得到∫
Γ

cos(a,n) ds =
∫
Γ

(a1 cos(n, i) + a2 cos(n, j)) ds = 0.

6.

证明 由第一型曲线积分表达的格林公式马上得到这个积分就是 Γ 围成的面积的 2倍．

7.

答 (1) 因为
∂

∂y
(x2 + 2xy − y2) = 2x− 2y =

∂

∂x
(x2 − 2xy − y2),

所以积分与路径无关．取直线 y = x/2 进行计算，得到∫
L

(x2 + 2xy − y2) dx+ (x2 − 2xy − y2) dy =
13

3
.

(2) 因为
∂

∂y

x+ y

x2 + y2
=
x2 − 2xy − y2

(x2 + y2)2
=

∂

∂x

−(x− y)

x2 + y2
,

所以积分与路径无关．取上半圆周为路径进行计算，得到∫
L

(x+ y) dx− (x− y) dy
x2 + y2

x=cos t, y=sin t
= −

∫ 0

π

dt = π.

8.

证明 用 D 表示 Γ 的内部，再取 Cε = {(x, y) : x2 + y2 ⩽ ε2} ⊂ D，那么根据格林公式有∫
Γ

ex
x2 + y2

((x sin y − y cos y) dx+ (x cos y + y sin y) dy)

=

∫∫
D\Cε

0dxdy +
∫
∂Cε

ex
x2 + y2

((x sin y − y cos y) dx+ (x cos y + y sin y) dy)

=

∫ 2π

0

eε cos θ cos(ε sin θ) dθ = 2π.

最后一个积分的计算可以利用问题 18.1的第 3题，也可以将被积函数写成 <eε(cos θ+i sin θ)，从

而利用复变函数的方法．

注意
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11.3 格林公式 215

1.

证明 使用格林公式得到

0 =

∫∫
y0⩽y⩽y0+

√
r2−(x−x0)2

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

∫ x0+r

x0−r

P (x, y0) dy,

于是由积分中值定理知存在上半圆内部的点 (ξ, η) 和 ζ ∈ (x0 − r, x0 + r) 使得

0 =

(
∂Q

∂x
(ξ, η)− ∂P

∂y
(ξ, η)

)
r2π

2
+ 2rP (ζ, y0) = r

((
∂Q

∂x
(ξ, η)− ∂P

∂y
(ξ, η)

)
rπ

2
+ 2P (ζ, y0)

)
.

令 r → 0+ 并利用 P 的连续性就得到 P (x0, y0) = 0，进而还有
∂P

∂y
(x0, y0) = 0．由 x0 和 y0 的

任意性知在 R2 上有 P = 0 和
∂P

∂y
= 0．

2.

证明 由用第一型曲线积分表达的格林公式，立刻得到

∫
Γ

∣∣∣∣∣∣
∂u

∂n

∂v

∂n
u v

∣∣∣∣∣∣ ds =
∫
Γ

((
v
∂u

∂x
− u

∂v

∂x

)
cos(n, i) +

(
v
∂u

∂y
− u

∂v

∂y

)
cos(n, j)

)
ds

=

∫∫
G

(v∆u− u∆v) dxdy =

∫∫
G

∣∣∣∣∣∆u ∆v

u v

∣∣∣∣∣ dxdy.

3.

证明 取 Cε = {(x, y) : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ⩽ ε2} ⊂ G，那么根据格林第二公式，有∫
Γ

(
u
∂ ln r
∂n

− ln r ∂u
∂n

)
ds =

∫∫
G\Cε

∣∣∣∣∣∆ ln r ∆u

ln r u

∣∣∣∣∣ dxdy +
∫
∂Cε

(
u
∂ ln r
∂n

− ln r ∂u
∂n

)
ds

=

∫
∂Cε

u
d ln r

dr ds− ln ε
∫∫

Cε

∆u dxdy =
1

ε

∫
∂Cε

u ds,

于是利用积分中值定理和 u 的连续性就得到

u(x0, y0) =
1

2π

∫
Γ

(
u
∂ ln r
∂n

− ln r ∂u
∂n

)
ds.

4.

证明 这是第 3题的特殊情形．
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216 第十一章 曲线积分

11.4 等周问题

1.

证明 这是因为 L2/(4π) 就是周长为 L 的封闭曲线围成的圆的面积．

2.

证明 显然面积最大是四边形是凸的，否则翻折后可以得到一个面积更大的四边形．由图11.4知
面积最大的四边形的对角线相互垂直，且是菱形．易见面积最大的菱形就是正方形．

图 11.4: 把四边形的一个顶点在椭圆上移动，周长不变，但是面积变大
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第十二章 曲面积分

12.1 曲面的面积

解 (1) 锥面的参数方程是
x = t cos θ

y = t sin θ

z = t

, −π ⩽ θ < π, t ⩾ 0,

那么
∂x

∂θ
= −t sin θ, ∂y

∂θ
= t cos θ, ∂z

∂θ
= 0,

∂x

∂t
= cos θ, ∂y

∂t
= sin θ, ∂z

∂t
= 1,

从而 E = t2，F = 0，G = 2．被圆柱面截下部分的参数满足 x2 + y2 ⩽ 2x，即 t ⩽ 2 cos θ．因此所

求的面积为 ∫ π/2

−π/2

dθ
∫ 2 cos θ

0

√
2t dt = 2

√
2

∫ π/2

−π/2

cos2 θ dθ =
√
2π.

(2) 圆柱面 x2 + z2 = a2 的参数方程是
x = a cos θ

y = t

z = a sin θ

, −π ⩽ θ < π,

那么
∂x

∂θ
= −a sin θ, ∂y

∂θ
= 0,

∂z

∂θ
= a cos θ, ∂x

∂t
= 0,

∂y

∂t
= 1,

∂z

∂t
= 0,

从而 E = a2，F = 0，G = 1．圆柱面 x2 + z2 = a2 被圆柱面 x2 + y2 = a2 截下部分的参数满足

x2 + y2 ⩽ a2，即 |t| ⩽ |a sin θ|．因此所求的面积为∫ π

−π

dθ
∫ |a sin θ|

−|a sin θ|
|a| dt = 2a2

∫ π

−π

| sin θ| dθ = 8a2.

217
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218 第十二章 曲面积分

(3) 圆柱面 x2 + y2 = a2 的参数方程是
x = a cos θ

y = a sin θ

z = t

, −π ⩽ θ < π,

那么
∂x

∂θ
= −a sin θ, ∂y

∂θ
= a cos θ, ∂z

∂θ
= 0,

∂x

∂t
= 0,

∂y

∂t
= 0,

∂z

∂t
= 1,

从而 E = a2，F = 0，G = 1．圆柱面 x2 + z2 = a2 介于 x+ z = 0 和 x− z = 0 之间的部分的参

数满足 |x| ⩾ |z|，即 |t| ⩽ |a cos θ|．因此所求的面积为∫ π

−π

dθ
∫ |a cos θ|

−|a cos θ|
|a| dt = 2a2

∫ π

−π

| cos θ| dθ = 8a2.

(4) 球面的参数方程是
x = a sin θ cosφ

y = a sin θ sinφ

z = a cos θ

, −π ⩽ φ < π, −π/2 ⩽ θ ⩽ π/2,

那么

∂x

∂θ
= a cos θ cosφ, ∂y

∂θ
= a cos θ sinφ, ∂z

∂θ
= −a sin θ,

∂x

∂φ
= −a sin θ sinφ, ∂y

∂φ
= a sin θ cosφ, ∂z

∂φ
= 0,

从而

E = a2, F = 0, G = a2 sin2 θ.

球面被椭圆柱面截下部分的参数满足 x2/a2 + y2/b2 ⩽ 1，即

− arcsin 1√
cos2 φ+ (a2/b2) sin2 φ

⩽ θ ⩽ arcsin 1√
cos2 φ+ (a2/b2) sin2 φ

= θφ,

因此所求的面积为∫ π

−π

dφ
∫ θ0

−θ0

a2| sin θ| dθ = 4a2
∫ π

0

(1− cos θφ) dφ = 4a2
∫ π

0

(
1−

√
a2/b2 − 1

a2/b2 + cot2 φ

)
dφ

=4a2

(
φ+ arctan

√
a2/b2 − 1 cotφ√
a2/b2 + cot2 φ

)∣∣∣∣∣
π

0

= 8a2(π/2− arctan
√
a2/b2 − 1) = 8a2 arcsin b

a
.
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12.2 第一型曲面积分 219

(5) 不难直接写出所求的面积为

∫∫
x2+y2⩽a2

√
1 +

y2

a2
+
x2

a2
dσ =

∫ 2π

0

dθ
∫ a

0

√
1 +

r2

a2
r dr = 2a2π

3
(2
√
2− 1).

(6) 不难直接写出所求的面积为∫∫
(x2+y2)2⩽2a2xy

√
1 +

x2 + y2

a2
dσ =

∫∫
r2⩽a2 sin 2θ

√
1 +

r2

a2
r dθdr = 2

∫ π/2

0

dθ
∫ √

a2 sin 2θ

0

√
1 +

r2

a2
r dr

=

∫ π/2

0

2a2

3
((1 + sin 2θ)3/2 − 1) dθ = 2a2

3

∫ π/2

0

((sin θ + cos θ)3 − 1) dθ =
(
20

9
− π

3

)
a2.

(7) 因为

∂x

∂θ
= −r sin θ, ∂y

∂θ
= r cos θ, ∂z

∂θ
= h,

∂x

∂r
= cos θ, ∂y

∂r
= sin θ, ∂z

∂r
= 0,

所以 E = r2 + h2，F = 0，G = 1，进而所求的面积为∫ 2π

0

dθ
∫ a

0

√
r2 + h2 dr = π

(
a
√
a2 + h2 + h2

h+
√
h2 + a2

h

)
.

12.2 第一型曲面积分

答 (1) 把积分拆成四个平面上的积分，我们有∫∫
Σ

dσ
(1 + x+ y)2

=

∫∫
x+y⩽1
z=0

dσ
(1 + x+ y)2

+

∫∫
x+y⩽1
z=0

√
3dσ

(1 + x+ y)2
+

∫∫
y+z⩽1
x=0

dσ
(1 + y)2

+

∫∫
x+z⩽1
y=0

dσ
(1 + x)2

= (1 +
√
3)

∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

dy
(1 + x+ y)2

+ 2

∫ 1

0

dz
∫ 1−z

0

dx
(1 + x)2

= (1 +
√
3 ln 2− 1/2) + 2(1− ln 2).

(2)
∫∫

Σ

|xyz| dσ = 4

∫∫
x2+y2⩽1

x,y⩾0

xy(x2+y2)
√
1 + 4x2 + 4y2 dσ = 4

∫ π/2

0

dθ
∫ 1

0

sin θ cos θr5
√
1 + 4r2 dr =

∫ 1

0

r2
√
1 + 4r dr = 1

420
(1 + 4r)3/2(1− 6r + 30r2)

∣∣∣∣1
0

=
125

√
5− 1

420
．

(3) 利用练习题 12.1第 (1) 题的中间结果，我们有∫∫
Σ

(xy + yz + zx) dσ =

∫ π/2

−π/2

dθ
∫ 2 cos θ

0

t2(cos θ sin θ + cos θ + sin θ)
√
2t dt = 64

√
2

15
.
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220 第十二章 曲面积分

1.

证明 取一个新的空间直角坐标系 Ouvw，使得 uv 平面就是平面 ax+ by + cz = 0，那么 Σ

的方程还是 u2 + v2 + w2 = 1，而它的参数方程可以写成
u =

√
1− t2 cos θ

v =
√
1− t2 sin θ

w = t

, −1 ⩽ t ⩽ 1, 0 ⩽ θ ⩽ 2π.

那么

∂u

∂θ
= −

√
1− t2 sin θ, ∂v

∂θ
=

√
1− t2 cos θ, ∂w

∂θ
= 0,

∂u

∂t
=

−t√
1− t2

cos θ, ∂v
∂t

=
−t√
1− t2

sin θ, ∂w
∂t

= 1,

从而 EG− F 2 = 1．根据点到平面的距离公式知

w =
ax+ by + cz√
a2 + b2 + c2

.

所以 ∫∫
Σ

f(ax+ by + cz) dσ =

∫∫
Σ

f(
√
a2 + b2 + c2w) dσ = 2π

∫ 1

−1

f(
√
a2 + b2 + c2t) dt.

2.

证明 取一个新的空间直角坐标系 Ouvw，使得 uv 平面就是平面 x+ y + z = 0，那么 Σ(t)

就是圆 u2 + v2 ⩽ 1− t2/3

w = t/
√
3

,

而 F (x, y, z)|Σ(t) = 1− (u2 + v2 + t/
√
3)，因此

∫∫
Σ(t)

F (x, y, z) dσ =

∫ 2π

0

dθ
∫ √

1−t2/3

0

r

(
1− t√

3
− r2

)
dr = π

18
(3− t2)2.

3.

证明 使用球坐标变换和泊松公式立刻得到∫∫∫
x2+y2+z2⩽1

f

(
ax+ by + cz√
x2 + y2 + z2

)
dxdydz
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12.3 第二型曲线积分 221

=

∫ 1

0

dr
∫ π

0

dθ
∫ 2π

0

f(a sin θ cosφ+ b sin θ sinφ+ c cos θ)r2 sin θ dφ

=

∫ 1

0

r2 dr
∫∫

x2+y2+z2=1

f(ax+ by + cz) dσ =
2

3
π

∫ 1

−1

f(
√
a2 + b2 + c2t) dt.

12.3 第二型曲线积分

1.

解 (1) 曲面的单位法向量是 −(x/a, y/a, z/a)，所以∫∫
Σ

x4 dydz + y4 dzdx+ z4 dxdy = −1

a

∫∫
x2+y2+z2=a2

(x5 + y5 + z5) dσ = 0.

(2) 曲面的单位法向量是 (x/a, y/a, z/a)，所以∫∫
Σ

xz dydz + yz dzdx+ x2 dxdy =
1

a

∫∫
x2+y2+z2=a2

(x2 + y2 + x2)z dσ = 0.

(3) 不难直接写出结果为

(f(a)− f(0))bc+ (g(b)− g(0))ca+ (h(c)− h(0))ab.

(4) 利用例 6的中间结果，我们有∫∫
Σ

z dxdy = abc

∫ 2π

0

dφ
∫ π

0

cos2 θ sin θ dθ = 4

3
πabc.

(5) 利用练习题 12.1第 (1) 题的中间结果，我们有∫∫
Σ

(y − z)dydz + (z − x)dzdx+ (x− y)dxdy

=±
∫ h

0

dt
∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
t(sin θ − 1) t(1− cos θ) t(cos θ − sin θ)
−t sin θ t cos θ 0

cos θ sin θ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ dθ
=± 2

∫ h

0

t2 dt
∫ 2π

0

(sin θ − cos θ) dθ = 0.

2.
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222 第十二章 曲面积分

证明 考虑到圆柱侧面上的单位法向量是 n = (x/R, y/R, 0)，而圆柱的上下底面的单位法向量

是 n = (0, 0,±1)，因此所求的流量是∫∫
F ·n dσ =

1

R

∫∫
x2+y2=R2

0⩽z⩽h

(xy+yz) dσ+
∫∫

x2+y2=R2

z=h

x dσ−
∫∫

x2+y2=R2

z=0

x dσ =
1

R

∫∫
x2+y2=R2

0⩽z⩽h

(xy+yz) dσ = 0.

3.

证明 在原书 104的 (10) 式中分别取 Q = R = 0 和 P = R = 0 即可．

12.4 高斯公式和斯托克斯公式

1.

解 (1)
∫∫
Σ

x2dydz + y2dzdx+ z2dxdy = 2

∫∫∫
x2+y2+z2⩽R2

(x+ y + z) dxdydz = 0．

(2)
∫∫
Σ

xydydz+ yzdzdx+ zxdxdy =

∫∫∫
x+y+1⩽1
x,y,z⩾0

(x+ y+ z) dxdydz =
∫ 1

0

dx
∫ 1−x

0

dy
∫ 1−x−y

0

(x+

y + z) dz = 1

8
．

(3)
∫∫
Σ

(x − y)dydz + (y − z)dzdx + (z − x)dxdy =

∫∫∫
x2+y2⩽z⩽1

3dxdydz −
∫∫

x2+y2⩽1
z=1

(x − y)dydz +

(y − z)dzdx+ (z − x)dxdy = 3

∫∫
x2+y2⩽1

(1− x2 − y2) dxdy −
∫∫

x2+y2⩽1

(1− x) dxdy =
π

2
．

(4)
∫∫
Σ

x2dydz+y2dzdx+z2dxdy = 2

∫∫∫
√

x2+y2⩽z⩽1

(x+y+z) dxdydz−
∫∫

x2+y2⩽1
z=1

x2dydz+y2dzdx+

z2dxdy = 2

∫∫∫
√

x2+y2⩽z⩽1

z dxdydz−
∫∫

x2+y2⩽1
z=1

z2dxdy = 2

∫ 1

0

dz
∫∫

x2+y2⩽z2

z dxdy−
∫∫

x2+y2⩽1

dxdy = −3

4
π．

2.

证明 利用高斯公式立刻得到∫∫
∂Ω

cos(e,n) dσ =
1

|e|

∫∫
∂Ω

e · n dσ =

∫∫∫
Ω

0dµ = 0.

3.
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证明 利用高斯公式立刻得到∫∫
∂Ω

cos(p,n) dσ =

∫∫
∂Ω

p

p
· n dσ = 2

∫∫∫
Ω

dxdydz
p

.

4.

解 (1)
∫
Γ

y dx+zdy+xdz = −
∫∫

x+y+z=0

x2+y2+z2⩽a2

dydz+dzdx+dxdy = −
∫∫

x+y+z=0

x2+y2+z2⩽a2

√
3dσ = −

√
3a2π．

(2)
∫
Γ

(y + z) dx+ (z + x)dy + (x+ y)dz =
∫∫ ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dydz dzdx dxdy
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y + z z + x x+ y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0．

(3)
∫
Γ

y2 dx+ z2dy+ x2dz = −2

∫∫
x+y+z=a

x2+y2+z2⩽a2

z dydz + x dzdx+ y dxdy = − 2√
3

∫∫
x+y+z=a

x2+y2+z2⩽a2

(x+ y+

z) dσ = − 2√
3
a× 2a2π

3
= −4

√
3a3π

9
．

5.

解 设 a = (a1, a2, a3)，那么∫
∂Σ

a× p · dp =

∫
∂Σ

(a2z − a3y) dx+ (a3x− a1z) dy + (a1y − a2x) dz

= 2

∫∫
Σ

a1 dydz + a2 dzdx+ a3 dxdy = 2

∫∫
Σ

a · n dσ.

6.

解 记

Σ = {(x, y, z) : x+ y = 2 ∧ x2 + y2 + z2 ⩽ 2(x+ y)}.

利用斯托克斯公式，

∫
Γ

y dx+ z dy + x dz =
∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1/
√
2 1/

√
2 0

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ = −
√
2

∫∫
Σ

dσ,

事实上 Γ 是球面上的大圆，所以 Σ 的面积就是 2π，因此所求积分为 −2
√
2π．

7.
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224 第十二章 曲面积分

证明 记

Σ = {(x, y, z) : z = xy ∧ x2 + y2 ⩽ 1}.

利用斯托克斯公式，

∫
Γ

y dx+ z dy + x dz =
∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ = −
∫∫
Σ

dydz + dzdx+ dxdy

=

∫∫
x2+y2⩽1

(x+ y − 1) dxdy =

∫ 2π

0

dθ
∫ 1

0

(r cos θ + r sin θ − 1)r dr

= −2π

∫ 1

0

r dr = −π.

8.

答 所求的功为∫
Γ

F · dp = −2

∫∫
x2+y2+z2=a2

x2+y2⩽ax

z dydz + x dzdx+ y dxdy = −2

∫∫
x2+y2⩽ax

(
x+ y +

xy√
a2 − x2 − y2

)
dxdy

= −2

∫∫
x2+y2⩽ax

x dxdy = −2

∫ 2π

0

dθ
∫ a/2

0

(a
2
+ cos θ

)
r dr = −a

3π

4
.

9.

证明 根据牛顿第二定律，∫
Γ

F · dp = m

∫
Γ

a · v dt = 1

2
mv2(p)

∣∣∣∣b
a

.

12.5 微分形式和外微分运算

1.

答 (1) (x dx+ y dy) ∧ (z dz − z dx) = xz dx ∧ dz + yz dy ∧ d − yz dy ∧ dx．
(2) (dx+ dy + dz) ∧ (x dx ∧ dy − z dy ∧ dz) = (x− z) dx ∧ dy ∧ dz．

2.

答 (1) dω = (y + z) dx+ (z + x) dy + (x+ y) dz．
(2) dω = −x d ∧ dy．
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12.5 微分形式和外微分运算 225

(3) dω = −(x+ z) dx ∧ dy + y dz ∧ dx．
(4) dω = x dx ∧ dy．
(5) dω = −(x2 + yzex) dx ∧ dy + yex dy ∧ dz．
(6) dω = (y2 − 2xz) dx ∧ dy ∧ dz．
(7) dω = (x+ y + z) dx ∧ dy ∧ dz．

3.

证明 这是因为

d(dω) = d
n∑

i=1

∂ω

∂xi
dxi =

n∑
i=1

(
n∑

j=1

∂2ω

∂xj∂xi
dxj

)
∧ dxi =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2ω

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi

=
n∑

i=1

∂2ω

∂x2j
dxi ∧ dxi +

n∑
i=1

n∑
j=i+1

∂2ω

∂xj∂xi
(dxj ∧ dxi + dxi ∧ dxj) = 0.

1.

证明 一方面，

ω1 ∧ · · · ∧ ωn =
(
a11(x)dx1 + · · ·+ a1n(x)dxn

)
∧ · · · ∧ (an1 (x)dx1 + · · ·+ ann(x)dxn)

=
∑

1⩽j1,...,jn⩽n

a1j1(x) · · · a
n
jn
(x)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn .

另一方面，当以上和式中某一项的 j1, . . . , jn 中有相同的时，该项为零，从而只需对 1, . . . , n 的所

有排列 j1, . . . , jn 求和，即

ω1 ∧ · · · ∧ ωn =
∑

j1,...,jn

a1j1(x) · · · a
n
jn
(x)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn .

由反对称性知

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn = (−1)τ(j1···jn)dx1 ∧ · · · ∧ dxn,

其中 τ 表示逆序数．从而依行列式的定义就得到

ω1 ∧ · · · ∧ ωn =
∑

j1,...,jn

(−1)τ(j1···jn)a1j1(x) · · · a
n
jn
(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxn = det

(
aji (x)

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

2.

证明 这是第 1题的直接推论．
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第十三章 场的数学

13.1 数量场的梯度

1.

证明 ∇(f/g) = f∇(1/g) + (1/g)∇f = −f/g2∇g + (1/g)∇f = (g∇f − f∇g)/g2．

2.

答 设 f = (P,Q,R) 而 u = u(ξ, η, ζ)，那么

∇(u ◦ f) =
(
∂u

∂ξ
◦ f
)
∇P +

(
∂u

∂η
◦ f
)
∇Q+

(
∂u

∂ζ
◦ f
)
∇R.

3.

答 (1) ∇ ln p = p/p2．

(2) ∇f(p) = f ′(p)p/p．

(3) ∇f(p2) = 2f ′(p2)p．

(4) ∇(f(p)p · a) = f(p)a+ p · af ′(p)p/p．

4.

答 变化率是 ∇f · ∇g，当 ∇f ⊥ ∇g 时变化率为零．

5.

证明 使用高斯公式可得∫∫
∂Ω

undσ = i

∫∫
∂Ω

u dydz + j

∫∫
∂Ω

u dzdx+ k

∫∫
∂Ω

u dxdy =

∫∫∫
Ω

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z

)
dxdydz,

于是利用积分中值定理和连续性就得到

lim
Ω→p

1

µ(Ω)

∫∫
∂Ω

undσ = ∇u(p).

227
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228 第十三章 场的数学

13.2 向量场的散度

1.

证明 不难算出确实有 ∆ ln p = 0．

2.

证明 ∆(fg) = ∇·∇(fg) = ∇· (f∇g+ g∇f) = f∇·∇g+ g∇·∇f +2∇f ·∇g = f∆g+ g∆f +

2∇f · ∇g．

3.

证明 (1) 使用高斯公式可得∫
∂Ω

∂u

∂n
dσ =

∫
∂Ω

(
∂u

∂x
cosα+

∂u

∂y
cosβ +

∂u

∂z
cos γ

)
dσ =

∫
Ω

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
dµ =

∫
Ω

∆u dµ.

(2) 使用高斯公式可得∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dσ =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂x
cosα+ v

∂u

∂y
cosβ + v

∂u

∂z
cos γ

)
dσ

=

∫
∂Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
+
∂u

∂z

∂v

∂z
+ v

∂2u

∂x2
+ v

∂2u

∂y2
+ v

∂2u

∂z2

)
dσ

=

∫
Ω

∇u · ∇v dµ+

∫
Ω

v∆u dµ.

(3) 利用第 (2) 题有

∫
∂Ω

∣∣∣∣∣∣
∂u

∂n

∂v

∂n
u v

∣∣∣∣∣∣ dσ =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
dσ =

∫
Ω

(v∆u− u∆v) dµ =

∫
Ω

∣∣∣∣∣∆u ∆v

u v

∣∣∣∣∣ dµ.

4.

证明 因为 ∆u = 0，所以根据第 3题这些都是显然的．

1.

证明 作以 p0 为球心、半径为 ε 的球体 B(p0; ε) 使得 B(p0; ε) ⊂ Ω，那么∫
∂Ω

(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ =

(∫
∂(Ω\B(p0;ε))

+

∫
∂B(p0;ε)

)(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ.
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13.2 向量场的散度 229

根据高斯公式可得其中的∫
∂(Ω\B(p0;ε))

(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ =

∫
∂(Ω\B(p0;ε))

(
u

p3
p+

1

p
∇u
)
· n dσ

=

∫
∂(Ω\B(p0;ε))

(
1

p
∇u− u∇1

p

)
· n dσ =

∫
Ω\B(p0;ε)

∇ ·
(
1

p
∇u− u∇1

p

)
dµ

=

∫
Ω\B(p0;ε)

(
1

p
∆u− u∆

1

p

)
dµ = 0,

因此∫
∂Ω

(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ =

∫
∂B(p0;ε)

(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ

=
1

ε2

∫
∂B(p0;ε)

u dσ +
1

ε

∫
∂B(p0;ε)

∂u

∂n
dσ =

1

ε2

∫
∂B(p0;ε)

u dσ +
1

ε

∫
B(p0;ε)

∆u dµ =
1

ε2

∫
∂B(p0;ε)

u dσ.

于是由积分中值定理知存在 ξ ∈ B(p0; ε) 使得∫
∂Ω

(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ = 4πu(ξ).

进而令 ε→ 0+ 并利用 u 的连续性就得到∫
∂Ω

(
u

cos(p,n)
p2

+
1

p

∂u

∂n

)
dσ = 4πu(p0).

2.

证明 这是第 1题的特殊情况．

3.

证明 假设 u 在 Ω 的内部 p0 处取到最大值，现在作以 p0 为球心、半径为 ε 的开球体

B(p0; ε)，那么对任意的 p ∈ B(p0; ε) 都有 u(p) ⩽ u(p0)．假设存在 p1 ∈ ∂B(p0; ε) 使得 u(p1) <

u(p0)，那么由连续性知

u(p0) =
1

4πε2

∫
∂B(p0;ε)

u dσ < u(p0),

矛盾！因此对任意的 p ∈ ∂B(p0; ε) 都有 u(p) = u(p0)．由于 ε 是任意的，所以对所有的 p ∈
∂B(p0; ε) 都有 u(p) = u(p0)．由此可见 U = {p ∈ Ω: u(p) = u(p0)} 是 Ω 中的开集，又显然 U

是 Ω 中的闭集，所以 U 在 Ω 中既开又闭．从而 Ω \ U 在 Ω 中也既开又闭．由于 Ω 是连通的

且 Ω = U ∪ (Ω \ U)，所以 Ω \ U 只能是空集．进而 u 在 Ω 上是常数，矛盾！因此 u 的最大值

只能在 ∂Ω 上取到．对于最小值的情形也同理．
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230 第十三章 场的数学

13.3 向量场的旋度

1.

证明 设 F = (P,Q,R)，那么

∇× (∇× F )−∇(∇ · F ) = ∇×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−∇
(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

∂P

∂z
− ∂R

∂x

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
(
∂2P

∂x2
+

∂2Q

∂y∂x
+

∂2R

∂z∂x
,
∂2P

∂x∂y
+
∂2Q

∂y2
+

∂2R

∂z∂y
,

∂2P

∂x∂z
+

∂2Q

∂y∂z
+
∂2R

∂z2

)
=−

(
∂2P

∂x2
+
∂2P

∂y2
+
∂2P

∂z2
,
∂2Q

∂x2
+
∂2Q

∂y2
+
∂2Q

∂z2
,
∂2R

∂x2
+
∂2R

∂y2
+
∂2R

∂z2

)
=− (∇2P,∇2Q,∇2R) = −∇2F .

2.

证明 设 F = (P,Q,R)，那么根据高斯公式可得

∫
∂Ω

n× F dσ =

∫
∂Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

cosα cosβ cos γ
P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣ dσ =

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dµ,

于是利用积分中值定理和连续性就得到

lim
Ω→p

1

µ(Ω)

∫
∂Ω

n× F dσ = rotF (p).

3.

证明 因为

af = div(f grad f) = ∇ · (f∇f) = f∇ · ∇f +∇f · ∇f = f∆f + ‖∇f‖2 = f∆f + bf,

所以 ∫
∂Ω

∂f

∂n
dσ =

∫
Ω

∆f dµ = (a− b)µ(Ω).
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13.4 有势场和势函数

1.

解 (1) 因为 rotF = 0，所以势函数是存在的，设为 φ(x, y, z)．那么

φ(x, y, z)− φ(1, 1, 1) =

∫ (x,y,z)

(1,1,1)

(
1− 1

v
+
v

w

)
du+

( u
w

+
u

v2

)
dv − uv

w2
dw

=

∫ (x,1,1)

(1,1,1)

du+

∫ (x,y,1)

(x,1,1)

(
x+

x

v2

)
dv −

∫ (x,y,z)

(x,y,1)

xy

w2
dw =

xy

z
− x

y
+ x− 1,

因此 φ(x, y, z) = xy/z − x/y + x+ C．

(2) 因为 rotF = 0，所以势函数是存在的，设为 φ(x, y, z)．那么

φ(x, y, z)− φ(1, 1, 1) =

∫ (x,y,z)

(1,1,1)

(u+ v) du+ (u+ v) dv + w dw
u2 + v2 + w2 + 2uv

=

∫ (x,1,1)

(1,1,1)

u+ 1

u2 + 2u+ 2
du+

∫ (x,y,1)

(x,1,1)

x+ v

x2 + v2 + 2xv + 1
dv +

∫ (x,y,z)

(x,y,1)

w

x2 + y2 + w2 + 2xy
dw

=
1

2
ln((x+ y)2 + z2)− 1

2
ln 5,

因此 φ(x, y, z) = ln
√

(x+ y)2 + z2 + C．

2.

答 (1)
∫ (2,3,−4)

(1,1,1)

x dx+ y2 dy − z2 dz =
(
1

2
x2 +

1

3
y2 − 1

3
z3
)∣∣∣∣(2,3,−4)

(1,1,1)

= −65

6
．

(2)
∫ (0,1,1)

(1,2,3)

yz dx+ xz dy + xy dz = xyz|(0,1,1)(1,2,3) = −6．

(3)
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

x dx+ y dy + z dz√
x2 + y2 + z2

=
√
x2 + y2 + z2

∣∣∣(x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)
= b− a．

3.

答
∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(x) dx+ g(y) dy + h(z) dz =
∫ x2

x1

f(x) dx+

∫ y2

y1

g(y) dy +
∫ z2

z1

h(z) dz．

4.

证明 (1) 易见 (f(x+ y + z), f(x+ y + z), f(x+ y + z)) 的势函数是
∫ x+y+z

a

f(u) du，所以

∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(x+ y + z)(dx+ dy + dz) =
∫ x2+y2+z2

x1+y1+z1

f(u) du.
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232 第十三章 场的数学

(2) 易见 f(
√
x2 + y2 + z2)(x, y, z) 的势函数是

∫ √
x2+y2+z2

a

uf(u) du，所以

∫ (x2,y2,z2)

(x1,y1,z1)

f(
√
x2 + y2 + z2)(xdx+ ydy + zdz) =

∫ √
x2
2+y2

2+z2
2

√
x2
1+y2

1+z2
1

uf(u) du.

5.

证明 易见弹性力 F = −k(x, y)，那么所求的功为∫
Γ

F · dp = −k
∫
Γ

x dx+ y dy
y=b

√
1−x2/a2

= −k
∫ 0

a

(
1− b2

a2

)
x dx =

k

2

(
1

a2
− 1

b2

)
.

6.

答 (1) x2 + y2 = C．

(2) xy = C．

(3) x2 + y2 + 4xy = C．

(4) 2x3 − 6xy + 3 cos 2y = C．

(5) xey − y2 = C．

(6)
√
x2 + y2 + y/x = C．

(7) arctan(y/x)− (x2 + y2)/2 = C．

13.5 旋度场和向量势

1.

解 (1) 因为 ∇ · F = 0，所以 F 是一个旋度场．设其向量势为 G = (G1, G2, G3)，那么

∂G3

∂y
− ∂G2

∂z
= z,

∂G1

∂z
− ∂G3

∂x
= x,

∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
= y.

令 G3 = 0，那么
∂G2

∂z
= −z，∂G1

∂z
= x．于是可取

G2 = −1

2
z2 + f(x, y), G1 = xz,

从而

y =
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
=
∂f

∂x
,

进而再取 f = xy 就得到一个向量势 G = (xz, xy − z2/2, 0)．因此一般的向量势可以写成

G = (xz, xy − z2/2, 0) +∇φ,
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其中 φ 是 R3 上任一连续可微函数．

(2) 因为 ∇ · F = 0，所以 F 是一个旋度场．设其向量势为 G = (G1, G2, G3)，那么

∂G3

∂y
− ∂G2

∂z
= xy,

∂G1

∂z
− ∂G3

∂x
= −y2, ∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
= yz.

令 G3 = 0，那么
∂G2

∂z
= −xy，∂G1

∂z
= −y2．于是可取

G2 = −xyz + f(x, y), G1 = −y2z,

从而

yz =
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
= −yz + ∂f

∂x
+ 2yz,

进而再取 f = 0 就得到一个向量势 G = (−y2z,−xyz, 0)．因此一般的向量势可以写成

G = (−y2z,−xyz, 0) +∇φ,

其中 φ 是 R3 上任一连续可微函数．

(3) 因为 ∇ · F = 0，所以 F 是一个旋度场．设其向量势为 G = (G1, G2, G3)，那么

∂G3

∂y
− ∂G2

∂z
= z − y,

∂G1

∂z
− ∂G3

∂x
= x− z,

∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
= y − x.

令 G3 = 0，那么
∂G2

∂z
= y − z，

∂G1

∂z
= x− z．于是可取

G2 = yz − 1

2
z2 + f(x, y), G1 = xz − 1

2
z2,

从而

y − x =
∂G2

∂x
− ∂G1

∂y
=
∂f

∂x
,

进而再取 f = xy − x2/2 就得到一个向量势 G = (xz − z2/2, xy + yz − x2/2− z2/2, 0)．因此一般

的向量势可以写成

G = (xz − z2/2, xy + yz − x2/2− z2/2, 0) +∇φ,

其中 φ 是 R3 上任一连续可微函数．

2.

证明 与定理 13.5.1相比，这里少了 F ∈ C1(Ω) 的条件．具体暂略．

13.6 正交曲线坐标系中梯度、散度和旋度的表达式

证明 这是因为利用例 2和原书 151页 (8) 式有

div(ρv) = 1

r

(
∂(ρrvr)

∂r
+
∂(ρvθ)

∂θ
+
∂(ρrvz)

∂z

)
=

1

r

∂(ρrvr)

∂r
+

1

r

∂(ρvθ)

∂θ
+
∂(ρvz)

∂z
.
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第十四章 数项级数

14.1 无穷级数的基本性质

1.

答 只有
∞∑

n=0

1

5n
是收敛的．

2.

答 运用中学知识就可以解决，这里直接写出结果．

(1) 2/3；

(2) 1/2；

(3) 1/3；

(4) 11/18；

(5) 3．

3.

证明 (1)
∞∑

n=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
=

∞∑
n=1

1

n2
− 1

(n+ 1)2
= lim

N→∞
1− 1

(N + 1)2
= 1．

(2)
∞∑

n=1

(
√
n+ 1− 2

√
n+ 1 +

√
n) = lim

N→∞

√
N + 2−

√
N + 1 + 1−

√
2 = 1−

√
2．

(3)
∞∑

n=1

ln n(2n+ 1)

(n+ 1)(2n− 1)
=

∞∑
n=1

(
ln 2n+ 1

n+ 1
− ln 2n− 1

n

)
= ln 2．

(3)
∞∑

n=1

1

n(n+m)
=

1

m

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+m

)
=

1

m

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

m

)
．

4.

235
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236 第十四章 数项级数

证明 取

an =

1, n = 1

−1/(n(n− 1)), n > 1
,

那么
∞∑

n=1

an 便是所求的．

5.

答 显然它们都可能是发散的．

取 bn = −an，那么
∞∑

n=1

(an + bn) 收敛的．取 bn = an，那么
∞∑

n=1

(an + bn) 收敛的．取 bn =

an = 1/n，那么
∞∑

n=1

anbn 收敛的．取 bn = 1/an = n，那么
∞∑

n=1

an
bn

收敛的．

6.

证明 不难看出它们的通项都不收敛到零．

7.

证明 这是因为

∞∑
n=1

(an + an+1) = lim
N→∞

N∑
n=1

(an + an+1) = −a1 + lim
N→∞

N∑
n=1

an + lim
N→∞

N+1∑
n=1

an = −a1 + 2
∞∑

n=1

an.

取 an = (−1)n 便知逆命题不成立．

如果 an > 0，那么

1

2

N−1∑
n=1

(an + an+1) <

N∑
n=1

an < a1 +
1

2

N∑
n=1

(an + an+1),

由此可见
∞∑

n=1

(an + an+1) 收敛蕴含着
∞∑

n=1

an 收敛．

8.

证明 这是因为

∞∑
n=1

an = lim
N→∞

N∑
n=1

(n−(n−1))an = lim
N→∞

N∑
n=1

nan−
N∑

n=1

(n−1)an = lim
N→∞

N−1∑
n=1

n(an−an+1)+NaN .

1.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

14.1 无穷级数的基本性质 237

证明 注意到

1

(pn+ q)(pn+ q + pr)
=

1

pr

(
1

pn+ q
− 1

pn+ q + rp

)
即可．

2.

证明 这是因为当 N > 2m− 1 时

N∑
n=1, n ̸=m

1

m2 − n2
=

1

2m

N∑
n=1, n ̸=m

(
1

n+m
− 1

n−m

)
= − 3

4m2
+

1

2m

N+m∑
n=N−m+1

1

n
.

3.

证明 事实上 1 + 1/2 + 1/3 + · · ·+ 1/106 ≈ 14.3927．

4.

证明 假设存在 n0 使得 an0
− an0+1 ⩽ 0，那么当 n > n0 时有 an − an+1 < 0，从而

an+1 > an > an0
，这与

∞∑
n=1

an 收敛矛盾！因此 an − an+1 > 0，即 {an} 是严格递减的．于是就有

1

an+1

− 1

an
=
an − an+1

anan+1

>
an − an+1

a2n
= (an − an+1)

/
∞∑

k=n

(ak − ak+1)(ak + ak+1)

> 1

/
∞∑

k=n

(ak + ak+1) → +∞ (n→ ∞).

5.

证明 根据柯西–施瓦茨不等式有

(1 + 2 + · · ·+ n)2 ⩽ (a1 + a2 + · · ·+ an)

(
12

a21
+

22

a22
+ · · ·+ n2

a2n

)
,

或者
2n+ 1

a1 + a2 + · · ·+ an
⩽ 4(2n+ 1)

n2(n+ 1)2

∞∑
k=1

k2

a2k
.

因此

∞∑
n=1

2n+ 1

a1 + a2 + · · ·+ an
⩽ 4

∞∑
n=1

∞∑
k=1

2n+ 1

n2(n+ 1)2
k2

a2k
= 4

∞∑
k=1

k2

a2k

∞∑
n=k

(
1

n2
− 1

(n+ 1)2

)
= 4

∞∑
k=1

1

a2k
,

进而
∞∑

n=1

n

a1 + a2 + · · ·+ an
⩽ 1

2

∞∑
n=1

2n+ 1

a1 + a2 + · · ·+ an
⩽ 2

∞∑
k=1

1

a2k
.
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238 第十四章 数项级数

14.2 正项级数的比较判别法

1.

答 不能，比如取 bn = 0 而 an = −1．

2.

答 (1) 收敛，因为 1/(3n2 + 5) < 1/(3n2)．

(2) 收敛，因为 1/(n2n) ⩽ 1/2n．

(3) 收敛，因为 (n2/(3n2 + 1))n < 1/3n．

(4) 收敛，因为当 n→ ∞ 时 n−1 sin(1/n) ∼ 1/n2．

(5) 发散，因为当 n→ ∞ 时 (n+ 1)/(n(n+ 2)) ∼ 1/n．

(6) 发散，因为

lim
n→∞

1

n1+1/n

/
1

n
= lim

n→∞

1

n1/n
= 1.

(7) 发散，因为

lim
n→∞

1

lnln ln n n

/
1

n
= lim

n→∞
eln n−ln2 ln n = +∞.

(8) 收敛，因为当 n→ ∞ 时

n ln 2n+ 1

2n− 1
− 1 = n

(
2

2n− 1
− 1

2

(
2

2n− 1

)2

+O

(
1

n3

))
− 1 = − 1

(2n− 1)2
+O

(
1

n2

)
.

(9) 收敛，因为当 n→ ∞ 时 n1/(n2+1) − 1 ∼ lnn /(n2 + 1)．

(10) 收敛，因为当 n→ ∞ 时

1√
n
−
√

ln n+ 1

n
=

1/n− ln(1 + 1/n)

1/
√
n+

√
ln(1 + 1/n)

∼ 1

2n3/2
.

3.

证明 因为当 n 足够大时必有 an < 1，从而也有 a2n < an．

取 an = 1/n 便知反之不然．

4.

证明 这是因为 |anbn| ⩽ (a2n + b2n)/2 而 (an + bn)
2 ⩽ a2n + 2|anbn|+ b2n．

5.
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14.2 正项级数的比较判别法 239

证明 这是因为
√
anan+1 ⩽ (an + an+1)/2．

取 an = 1/n+ 1/n2 + (−1)n(1/n− 1/n2) 便知其逆命题不成立．

当 {an} 递减时由
√
anan+1 ⩽ an ⩽ √

an−1an 知逆命题成立．

6.

证明 这是因为 1/ lnn! ⩾ 1/(n lnn)．

7.

证明 这是因为这个级数与∫ +∞

3

dx
x lnx ln lnx =

∫ +∞

3

d lnx
lnx ln lnx =

∫ +∞

3

d ln lnx
ln lnx

同敛散．

8.

证明 根据积分判别法，这个级数与∫ +∞

3

dx
x lnp x lnq lnx =

∫ +∞

3

d lnx
lnp x lnq lnx =

∫ +∞

ln 3

dx
xp lnq x

同敛散．因此当 p > 1 时无论 q 取何值级数都收敛，当 p = 1 时级数在 q > 1 时收敛．

9.

证明 这是因为 n−(1+δ)/2√an ⩽ (n−1−δ + an)/2．当 δ = 0 时级数可能发散，比如取 an =

1/(n ln2 n)．

10.

证明 (1) 事实上所给条件等价于 an ⩽ 1/n1+σ．

(2) 事实上所给条件等价于 an ⩾ 1/n．

(3) 这是因为

ln
(
1

/
1

lnln n n

)/
lnn = lnn ⩾ 2 (n > 10)

而

ln
(
1

/
1

3ln n

)/
lnn = ln 3 > 1.
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240 第十四章 数项级数

这是级数收敛性的对数判别法．

注意

11.

证明 如果 {an} 有界设 |an| ⩽ M，那么 an/(1 + an) ⩾ an/(1 +M)，所以级数
∞∑

n=1

an
1 + an

发散．如果 {an} 无界，那么 lim
n→∞

an/(1 + an) = 1，所以级数
∞∑

n=1

an
1 + an

还是发散．

因为 an/(1 + n2an) < 1/n2，所以级数
∞∑

n=1

an
1 + n2an

收敛．

12.

证明 这是因为通过杨不等式可得1

aαn
nβ

=
aαn

(nβ/(1−α))1−α
⩽ αan + (1− α)

1

nβ/(1−α)
.

1.

证明 这是因为

lim
n→∞

x1+1/2+···+1/n

/
1

n− ln x
= lim

n→∞
x1+1/2+···+1/n−ln n = xγ ,

其中 γ 是欧拉常数．

2.

证明 如果 {an} 有界，设 |an| ⩽M，那么 an/(1 + a2n) > an/(1 +M2)，所以
∞∑

n=1

an
1 + a2n

发

散．

如果 lim
n→∞

an = +∞，那么当 n→ ∞ 时

an
1 + a2n

=
1

an

1

1 + 1/a2n
∼ 1

an
,

所以
∞∑

n=1

an
1 + a2n

与
∞∑

n=1

1

an
同敛散．

1见原书上册 306 页．
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14.2 正项级数的比较判别法 241

在其他情况下，
∞∑

n=1

an
1 + a2n

可能收敛可能发散．比如取

an =

n, n = 2k

0, n 6= 2k

时时收敛的，而取

an =

n, n = 2k

0, n = 2k − 1

时是发散的．

如果 {nan} 有界，设 |nan| ⩽M，那么 an/(1+nan) > an/(1+M)，所以
∞∑

n=1

an
1 + nan

发散．

如果 lim
n→∞

nan = +∞，那么当 n→ ∞ 时

an
1 + nan

=
1

n

1

1 + 1/(nan)
∼ 1

n
,

所以
∞∑

n=1

an
1 + nan

发散．

在其他情况下，
∞∑

n=1

an
1 + nan

可能收敛可能发散．比如取

an =

1, n = 2k

1/n2, n 6= 2k

时时收敛的，而取

an =

1/n, n = 2k

1, n = 2k − 1

时是发散的．

3.

证明 (1) 根据拉格朗日中值定理，存在介于 Sn 和 Sn−1 之间的 ξn 使得

1

1− α
(S1−α

n − S1−α
n−1 ) =

Sn − Sn−1

ξαn
=
an
ξαn

⩾ an
Sα
n

,

因此
N∑

n=1

an
Sα
n

⩽ 1

1− α

N∑
n=1

(S1−α
n − S1−α

n−1 ) =
Sα−1
1 − Sα−1

N

α− 1
<
Sα−1
1

α− 1
,
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242 第十四章 数项级数

所以
∞∑

n=1

an
Sα
n

收敛．

(2) 因为

an+1

Sn+1

+
an+2

Sn+2

+ · · ·+ an+p

Sn+p

⩾ Sn+p − Sn

Sn+p

= 1− Sn

Sn+p

→ 1 (p→ +∞),

所以
∞∑

n=1

an
Sn

发散．而当 α ⩽ 1 时 an/S
α
n ⩾ an/Sn，所以

∞∑
n=1

an
Sα
n

发散．

4.

证明 因为

1

2
a1 +

1

2
(a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · · ) = a1 + a2 + 2a4 + 4a8 + · · ·

⩽ a1 + a2 + a3 + a4 + · · ·+ a7 + · · ·

⩽ a1 + 2a2 + 4a4 + · · · ,

所以
∞∑

n=1

an 与
∞∑

n=0

2na2n 同敛散．

(1) 这是因为 2n/(2n)1+α = 1/(2α)n．

(2) 这是因为 2n/(2n ln 2n) = 1/(n ln 2)．

这是级数收敛性的罗巴切夫斯基判别法

注意

5.

证明 用
∞∑

n=1

an 表示这个级数．事实上，对于 m 位数，十进制数码中不含 9 的共有 8×9m−1

个，其中首位数字是 k 的共有 9m−1 个，它们都不小于 k × 10m−1．因此，

∞∑
n=1

an ⩽
∞∑

m=1

8∑
k=1

1

k × 10m−1
× 9m−1 =

(
8∑

k=1

1

k

)
∞∑

m=1

(
9

10

)m−1

= 10
8∑

k=1

1

k
< 80.

14.3 正项级数的其它判别法

1.
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14.3 正项级数的其它判别法 243

证明 (1) 收敛，因为

lim
n→∞

n tan π

2n+1

/ n

2n+1
= π.

(2) 收敛，因为 lim
n→∞

n
√
n2/3n = 1/3．

(3) 收敛，因为 lim
n→∞

n

√
n5(

√
3 + (−1)n)/3n = (

√
3 + 1)/3．

(4) 发散，因为 lim
n→∞

n2/(1 + 1/n)2 = +∞．

(5) 发散，因为 lim
n→∞

n1+1/n/(n+ 1/n)n = 1．

(6) 由达朗贝尔判别法知收敛．

(7) 由柯西判别法知收敛．

(8) 收敛，因为

lim
n→∞

n

√
nln n

lnn n
= lim

n→∞
e(ln2 n)/n−ln ln n = 0.

2.

证明 (1) 收敛，因为

lim
n→∞

n

( √
n!

(a+
√
1)(a+

√
2) · · · (a+

√
n)

/ √
(n+ 1)!

(a+
√
1)(a+

√
2) · · · (a+

√
n+ 1)

− 1

)
= lim

n→∞

an√
n+ 1

= +∞.

(2) 因为

lim
n→∞

n

(
n!n−p

q(q + 1) · · · (q + n)

/
(n+ 1)!(n+ 1)−p

q(q + 1) · · · (q + n+ 1)
− 1

)
= lim

n→∞

qn(n+ 1)p−1 + n((n+ 1)p − np)

np
= p+ q,

所以级数当 p+ q > 1 时收敛，当 p+ q ⩽ 1 时发散．

3.

证明 设 lim
n→∞

an+1/an = q，如果 q 是 −∞，那么不等式当然成立．如果 q 是有限数，那么

对任意的 ε > 0，不妨限定 ε < q/2，存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时 an+1/an > q − ε，从而

an = aN
aN+1

aN
· · · an

an−1

> aN (q − ε)n−N ,

进而

lim
n→∞

n
√
an ⩾ lim

n→∞

n
√
aN (q − ε)n−N = q − ε.

由 ε 的任意性知 lim
n→∞

n
√
an ⩾ q = lim

n→∞
an+1/an．
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4.

证明 这是因为当 l > 1 时存在 N > 0 使得当 n > N 时有

n

(
an
an+1

− 1

)
⩾ l + 1

2
> 1,

而当 l < 1 时存在 N > 0 使得当 n > N 时有

n

(
an
an+1

− 1

)
⩽ l + 1

2
< 1.

5.

证明 因为

p(p+ 1) · · · (p+ n− 1)

n!np

/
p(p+ 1) · · · (p+ n)

(n+ 1)!(n+ 1)p
=
n+ 1

n+ p

(
1 +

1

n

)p

=

(
1 +

1− p

n+ p

)(
1 +

p

n
+
p(p− 1)

2

1

n2
+ o

(
1

n2

))
= 1 +

1

n
+
p(p− 1)

2

1

n2
+ o

(
1

n2

)
=1 +

1

n
+

0

n lnn + o

(
1

n lnn

)
,

所以例 6中的级数当 p = q 时发散．

1.

证明 因为

0 < an+1 ⩽ an(1− βa1−α
n ) ⩽ an,

所以由单调有界原理知 {an} 收敛，设其极限为 a．于是有

0 ⩽ a ⩽ a(1− βa1−α) ⩽ a,

从而 a = 0，进而由 1 − βa1−α
n > 0 知 α ⩽ 1．现在取足够大的 N0 使得当 n > N0 时成立

βa1−α
n < 1，于是利用伯努利不等式可得

aαn+1 ⩽ aαn(1− βa1−α
n )α < aαn(1− αβa1−α

n ) = aαn − αβan,

从而由

αβ
∞∑

n=N0

an ⩽
∞∑

n=N0

(aαn − aαn+1) = aαN0

知
∞∑

n=1

an 收敛，又由
∞∑

n=N

an ⩽ aαN
αβ

知当 N → ∞ 时
∞∑

n=N

an = O(aαN )．
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2.

证明 如果 lim
n→∞

an+1/an = q < 1，那么存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时 an+1/an < (q + r)/2，

于是

an = aN
aN+1

aN
· · · an

an−1

< aN

(
q + r

2

)n−N

,

进而

lim
n→∞

an
rn

⩽ lim
n→∞

aN

(
q + r

2

)n−N
/

rn = 0.

如果 lim
n→∞

n
√
an = q < 1，那么存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时 n

√
an < (q + r)/2，于是

lim
n→∞

an
rn

⩽ lim
n→∞

(
q + r

2

)n/
rn = 0.

3.

答 取

bn =

√√√√ ∞∑
k=n

ak −

√√√√ ∞∑
k=n+1

ak

即可．

14.4 任意项级数

1.

证明 (1) 对无论多么大的 N，都有∣∣∣∣∣
2N∑

n=N

1

2n− 1

∣∣∣∣∣ > N + 1

4N − 1
>

1

4
,

因此该级数发散．

(2) 对任意的 ε > 0，只要取 N = dlog2(1/ε)e，那么当 m > N 时就有∣∣∣∣∣
m+p∑
n=m

sinn
2n

∣∣∣∣∣ ⩽
m+p∑
n=m

1

2n
=

2−m(1− 2−(p+1))

1− 1/2
<

1

2m−1
< ε,

因此级数收敛．

(3) 对任意的 ε > 0，只要取 N = d1/εe，那么当 m > N 时就有∣∣∣∣∣
m+p∑
n=m

cosn!
n(n+ 1)

∣∣∣∣∣ ⩽
m+p∑
n=m

1

n(n+ 1)
=

1

m
− 1

m+ p+ 1
<

1

m
< ε,
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因此级数收敛．

(4) 对任意的 ε > 0，只要取 N = d(|a|+ |b|)/εe，那么当 m > N 时就有∣∣∣∣∣
m+p∑
n=m

a cosn+ b sinn
n(n+ sinn!)

∣∣∣∣∣ ⩽
m+p∑
n=m

|a|+ |b|
n(n− 1)

=
|a|+ |b|
m− 1

− |a|+ |b|
m+ p

<
|a|+ |b|
m− 1

< ε,

因此级数收敛．

2.

证明 用 Sn 表示莱布尼茨级数的部分和，那么 {S2n} 是递增的，{S2n−1} 是递减的，因此

|Sn+p − Sn| ⩽ |Sn+1 − Sn| = an+1 → 0 (n→ ∞),

于是由柯西收敛原理知莱布尼茨级数收敛．

3.

证明 对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 m > N 是对一切的 p 都有

|am+1 + am+2 + · · ·+ am+p| < ε, |bm+1 + bm+2 + · · ·+ bm+p| < ε,

于是由

am+1 + am+2 + · · ·+ am+p ⩽ cm+1 + cm+2 + · · ·+ cm+p ⩽ bm+1 + bm+2 + · · ·+ bm+p

知

|cm+1 + cm+2 + · · ·+ cm+p| ⩽ max{|am+1 + am+2 + · · ·+ am+p|, |bm+1 + bm+2 + · · ·+ bm+p|} < ε.

因此
∞∑

n=1

cn 也收敛．

如果
∞∑

n=1

an 和
∞∑

n=1

bn 都发散，那么
∞∑

n=1

cn 可能收敛也可能发散．

4.

证明 在这个例子中，

S2n =
n∑

k=1

1√
k + 1− 1

− 1√
k + 1 + 1

=
n∑

k=1

2

k
→ ∞ (n→ ∞).

5.
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证明 (1) 由莱布尼茨判别法知收敛．

(2) 发散，因为通项不趋于零．

(3) 由莱布尼茨判别法知收敛．

(4) 由阿贝尔判别法知收敛．

6.

答 对任意的 x ∈ R，
N∑

n=1

sinnx 都是有界的，所以由狄利克雷判别法知级数
∞∑

n=1

an sinnx 收

敛．当 x 6= 2kπ 时
N∑

n=1

cosnx 是有界的，所以由狄利克雷判别法知
∞∑

n=1

an cosnx 收敛．而当当

x = 2kπ 时
∞∑

n=1

an cosnx =
∞∑

n=1

an．

7.

答 不能．

8.

证明 记 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an，那么

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= lim
n→∞

1

n

(
nSn −

n−1∑
k=1

Sk

)
= lim

n→∞

(
Sn − n− 1

n

1

n− 1

n−1∑
k=1

Sk

)
= 0.

9.

证明 由于 {1/nβ−α} 递减且有界，所以根据阿贝尔判别法知
∞∑

n=1

an
nβ

=
∞∑

n=1

an
nα

1

nβ−α
收敛．

10.

证明 用 Sn 表示这个级数的部分和，那么由莱布尼茨判别法知 {Snp} 是收敛的．于是

a1 + · · ·+ ap − ap+1 − ap+2 − · · · − a2p + a2p+1 + · · ·+ a3p − · · ·

= lim
n→∞

Sp⌊n/p⌋ + (−1)⌊n/p⌋
n∑

k=p⌊n/p⌋+1

an = lim
n→∞

Sp⌊n/p⌋

是收敛的．

11.
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证明 (1) 因为

sin(π
√
n2 + 1) = (−1)n sin(π

√
n2 + 1− nπ) = (−1)n sin π√

n2 + 1 + n
,

所以该级数收敛．

(2) 因为

1 + 1/2 + · · ·+ 1/(n+ 1)

n+ 1

/
1 + 1/2 + · · ·+ 1/n

n
< 1 ⇐=

1 + 1/2 + · · ·+ 1/(n+ 1)

1 + 1/2 + · · ·+ 1/n
<
n+ 1

n

⇐=
1/(n+ 1)

1 + 1/2 + · · ·+ 1/n
<

1

n
,

所以 {(1 + 1/2 + · · ·+ 1/n)/n} 是递减的，且由 1 + 1/2 + · · ·+ 1/n ∼ lnn 知它还是趋于零的．无

论 x 为何值，
N∑

n=1

sinnx 都是有界的，于是由狄利克雷判别法知该级数收敛．

12.

证明 易见当 n 足够大时 {an} 是递减的．因为

lim
n→∞

(1 + 1/n)λ/4 − 1

1/n
=
λ

4
<
λ

2
,

所以当 n 足够大时有 (
1 +

1

n

)λ/4

< 1 +
λ/2

n
.

由 lim
n→∞

n(an/an+1 − 1) = λ 知当 n 足够大时有 n(an/an+1 − 1) > λ/2．因此存在 N > 0 使得当

n ⩾ N 时有

an
an+1

> 1 +
λ/2

n
>

(
1 +

1

n

)λ/4

=
(n+ 1)λ/4

nλ/4
,

进而

an =
an
an−1

· · · aN+1

aN
aN <

aNN
λ/4

nλ/4
→ 0 (n→ ∞).

因此由莱布尼茨判别法知交错级数
∞∑

n=1

(−1)n−1an 是收敛的．

1.

证明 对每个正整数 k，因为

lim
n→∞

(1 + 1/n)k+2 − 1

1/n
= k + 2 < k + 3,
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所以当 n 足够大时有 (
1 +

1

n

)k+2

< 1 +
k + 3

n
.

因为

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= lim

n→∞
n1−αnα

(
an
an+1

− 1

)
= +∞,

所以当 n 足够大时有 n(an/an+1 − 1) > k + 3．因此存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时有

an
an+1

> 1 +
k + 3

n
>

(
1 +

1

n

)k+2

=
(n+ 1)k+2

nk+2
,

进而当 n ⩾ N 时

an =
an
an−1

· · · aN+1

aN
aN <

aNN
k+2

nk+2
,

由此可见
∞∑

n=1

nkan 是收敛的．

2.

证明 因为

n

(
a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)

/
a(a+ 1) · · · (a+ n)

b(b+ 1) · · · (b+ n)
− 1

)
= b− a,

所以当 b− 1 > a 时该级数收敛．为了求出这个级数的和，记 an =
a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)
，那么

lim
n→∞

an = 0．由

an
an+1

=
b+ n

a+ n
>
a+ 1 + n

a+ n
> 1

知 {an} 是递减的，所以 lim
n→∞

nan = 0．从

an
an+1

− 1 =
b− a

a+ n

整理可以得到

a(an − an+1) + n(an − an+1) = (b− a)an+1,

再对 n 求和得到

a(a1 − an+1) + (a1 + · · ·+ an − nan+1) = (b− a)(a2 + · · ·+ an+1).

令 n→ ∞ 就得到

a2

b
+

∞∑
n=1

an = (b− a)

(
∞∑

n=1

an − a

b

)
,



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

250 第十四章 数项级数

从而
∞∑

n=1

an =
a

b− a− 1
．因此

1 +
∞∑

n=1

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)
= 1 +

a

b− a− 1
=

b− a

b− a− 1
.

当 b− 1 = a 时，

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)

b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)
=

a

a+ n
∼ a

n
(n→ ∞),

所以级数发散．当 b− 1 < a 时由拉贝判别法知级数发散．

3.

证明 当 {an} 有界时，设 an ⩽M，那么

∞∑
n=1

(
an+1

an
− 1

)
=

∞∑
n=1

an+1 − an
an

⩽
∞∑

n=1

an+1 − an
a1

⩽ M − a1
a1

,

由单调有界原理知
∞∑

n=1

(
an+1

an
− 1

)
收敛．

当
∞∑

n=1

(
an+1

an
− 1

)
收敛时，假设 {an} 是无界的，那么 {an} 发散到 +∞，于是

m+p∑
n=m

(
an+1

an
− 1

)
⩾

m+p∑
n=m

an+1 − an
am+p+1

= 1− am
am+p+1

→ 1 (p→ +∞),

这蕴含着
∞∑

n=1

(
an+1

an
− 1

)
发散，矛盾！因此 {an} 有界．

4.

证明 因为

1

k2
+

1

k2 + 1
+ · · ·+ 1

(k + 1)2 − 1
>

2k + 1

(k + 1)2 − 1
>

2k + 3

(k + 1)2

>
1

(k + 1)2
+

1

(k + 1)2 + 1
+ · · ·+ 1

(k + 2)2 − 1
,

所以由莱布尼茨判别法知级数
∞∑
k=1

(−1)k
(k+1)2−1∑

n=k2

1

n
是收敛的．又因为

N∑
n=1

(−1)⌊
√
n⌋

n
=

⌊
√
N⌋−1∑
k=1

(−1)k
(k+1)2−1∑

n=k2

1

n
+ (−1)⌊

√
N⌋

N∑
n=⌊

√
N⌋2

1

n
,
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而 lim
N→∞

N∑
n=⌊

√
N⌋2

1

n
= 0，所以

∞∑
n=1

(−1)⌊
√
n⌋

n
收敛．

5.

证明 取 an = cos(2nπ/3)/ 3
√
n，那么由狄利克雷判别法知

∞∑
n=1

an 是收敛的．由于

cos3
(
2nπ

3

)
=

1

4
+

3

4
cos
(
2nπ

3

)
,

所以
∞∑

n=1

a3n 是发散的．

6.

证明 对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时有

∣∣∣∣∣
n∑

k=N+1

akbk

∣∣∣∣∣ < ε．注意到 {bn/bk}

是关于 k 递增的，于是根据阿贝尔引理就有∣∣∣∣∣
n∑

k=N+1

akbn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=N+1

akbk
bn
bk

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

(
bn
bN+1

+ 2
bn
bn

)
⩽ 3ε.

于是 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbn

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣

N∑
k=1

akbn

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=N+1

akbn

∣∣∣∣∣ ⩽ (a1 + · · ·+ aN )bn + 3ε,

进而 lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbn

∣∣∣∣∣ ⩽ 3ε．由 ε 的任意性知 lim
n→∞

(a1 + · · ·+ an)bn = 0．

7.

证明 分别用 anbn 和 1/bn 代替第 6题中的 an 和 bn 即可．

8.

证明 记 cn = a1 + 2a2 + · · ·+ nan，那么

N∑
n=1

bn =
N∑

n=1

cn
n(n+ 1)

=
N∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ 1

)
cn =

N∑
n=1

cn
n

−
N+1∑
n=2

cn−1

n

= c1 −
cN

N + 1
+

N∑
n=2

cn − cn−1

n
=

N∑
n=1

an − a1 + 2a2 + · · ·+NaN
N + 1

.
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根据第 7题知

lim
N→∞

a1 + 2a2 + · · ·+NaN
N + 1

= lim
N→∞

a1 + 2a2 + · · ·+NaN
N

N

N + 1
= 0× 1 = 0,

因此
∞∑

n=1

bn =
∞∑

n=1

an．

14.5 绝对收敛与条件收敛

1.

证明 (1) 绝对收敛．

(2) 绝对收敛．

(3) 条件收敛．

(4) 绝对收敛．

(5) 条件收敛．

(6) 条件收敛．

2.

证明 (1) 当 p > 1 时绝对收敛．当 0 < p ⩽ 1 时条件收敛．当 p ⩾ 0 时发散．

(2) 当 p > 1 时绝对收敛；当 0 < p ⩽ 1 时条件收敛．当 p ⩾ 0 时发散．

(3) 由莱布尼茨判别法知原级数收敛．由问题 4.2的第 2题知

e −
(
1 +

1

n

)n

∼ e
2n

(n→ ∞),

所以原级数条件收敛．

(4) 因为

n
√
n− 1 = e(ln n)/n − 1 =

lnn
n

+ o

(
lnn
n

)
,

所以原级数条件收敛．

(5) 因为

a1/n − b1/n + c1/n

2
= a1/n − 1− b1/n − 1 + c1/n − 1

2
=

1

n
ln a√

bc
+O

(
1

n2

)
,

所以原级数仅当 a =
√
bc 时收敛，且是绝对收敛．

3.
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证明 由于 0 ⩽ a+n ⩽ |an| 及 0 ⩽ a−n ⩽ |an|，所以
∞∑

n=1

an 绝对收敛时
∞∑

n=1

a+n 和
∞∑

n=1

an 都收

敛．

因为 |an| = a+n + a−n，所以
∞∑

n=1

a+n 和
∞∑

n=1

an 都收敛时
∞∑

n=1

an 绝对收敛．

4.

证明 (1) 因为
∞∑

n=1

an 条件收敛，所以
∞∑

n=1

a+n 和
∞∑

n=1

an 不可能都收敛．假设其中只有一个是

+∞，那么
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

(a+n − a−n ) = +∞,

矛盾！所以
∞∑

n=1

a+n =
∞∑

n=1

a−n = +∞．

其逆命题一般不成立，比如取 an = (−2)n，那么
∞∑

n=1

a+n =
∞∑

n=1

a−n = +∞，但是
∞∑

n=1

an 不收

敛．

(2) 因为 SN = a1 + a2 + · · ·+ aN = S+
N − S−

N，所以

lim
N→∞

S+
N

S−
N

= lim
N→∞

SN + S−
N

S−
N

= 1 + lim
N→∞

SN

S−
N

= 1.

5.

证明 记

A = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1

kα
−
∫ n

1

dx
xα

)
,

那么根据定理 7.3.2可得

1

(n− 1)α
⩾
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

1

kα
−
∫ n

1

dx
xα

−A

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

1

kα
− n1−α − 1

1− α
−A

∣∣∣∣∣ ,
进而

n∑
k=1

1

kα
=
n1−α

1− α
+A− 1

1− α
+O

(
1

nα

)
=
n1−α

1− α
+ β +O

(
1

nα

)
.

用
∞∑

n=1

an 表示重排后的级数，并记 mN = bN/(p+ q)c，那么

N∑
n=1

an =

mN (p+q)∑
n=1

an +
N∑

n=mN (p+q)+1

an.
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由于 ∣∣∣∣∣∣
N∑

n=mN (p+q)+1

an

∣∣∣∣∣∣ ⩽
N∑

n=mN (p+q)+1

|an| ⩽
p+ q

(mN (p+ q))α
=

(p+ q)1−α

mα
N

→ 0 (N → ∞),

所以

∞∑
n=1

an = lim
N→∞

mN (p+q)∑
n=1

an = lim
m→∞

(
mp∑
k=1

1

(2k − 1)α
−

mq∑
k=1

1

(2k)α

)

= lim
m→∞

(
2mp∑
k=1

1

kα
−

mp∑
k=1

1

(2k)α
−

mq∑
k=1

1

(2k)α

)
= lim

m→∞

(
2mp∑
k=1

1

kα
− 1

2α

mp∑
k=1

1

kα
− 1

2α

mq∑
k=1

1

kα

)

= lim
m→∞

(
(2mp)1−α

1− α
+ β +O

(
1

(2mp)α

)
− 1

2α

(
(mp)1−α

1− α
+ β +O

(
1

(mp)α

))
− 1

2α

(
(mq)1−α

1− α
+ β +O

(
1

(mq)α

)))
= lim

m→∞

(
(p1−α − q1−α)m1−α

2α(1− α)
+ β(1− 21−α) +O

(
1

mα

))

=


β(1− 21−α), p = q

+∞, p > q

−∞, p < q

.

1.

证明 (1) 当 p > 1 时，由 | ln(1 + (−1)n/np)| ⩽ 1/np 知原级数绝对收敛．由于

(−1)n

np
− ln

(
1 +

(−1)n

np

)
∼ 1

2n2p
(n→ ∞),

而
∞∑

n=2

(−1)n

np
总是收敛的，所以

∞∑
n=2

ln
(
1 +

(−1)n

np

)
在 1/2 < p ⩽ 1 时收敛，在 0 < p ⩽ 1/2 时

发散．此外，易见 1/2 < p ⩽ 1 时原级数条件收敛．

(2) 当 p ⩽ 0 时 ((2n− 1)!!/(2n)!!)p ⩾ 1，所以原级数发散．

因为

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!
<

(2n− 1)!!

(2n)!!
=

√
1× 3

2× 2

3× 5

4× 4
· · · (2n− 3)(2n− 1)

(2n− 2)2
2n− 1

(2n)2
<

√
2n− 1

(2n)2
<

1√
2n+ 1

,

所以由莱布尼茨判别法知当 p > 0 原级数收敛．另一方面，我们有

(2n− 1)!!

(2n)!!
=

√
1

2

3× 3

2× 4

5× 5

4× 6
· · · (2n− 1)2

(2n− 2)× 2n

1

2n
>

1

2
√
n
,
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所以
1

2pnp/2
<

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)p

<
1

(2n+ 1)p/2
,

由此可见原级数当 p > 2 时绝对收敛，当 0 < p ⩽ 2 时条件收敛．

(3) 用
∞∑

n=1

an 表示原级数．当 p > 1 且 q > 1 时，
∞∑

n=1

a+n 和
∞∑

n=1

a−n 都收敛，所以原级数收

敛．

当 p 和 q 中只有一个大于 1 时，
∞∑

n=1

a+n 和
∞∑

n=1

a−n 和这个中只有一个是发散的，所以原级数

发散．

当 0 < p = q ⩽ 1 时，易见原级数条件收敛．

当 0 < p 6= q ⩽ 1 时，因为

N∑
n=1

(
1

(2n− 1)p
− 1

(2n)q

)
=

2N∑
n=1

(−1)n−1

np
+

N∑
n=1

(
1

(2n)p
− 1

(2n)q

)
,

而
1

(2n)p
− 1

(2n)q
是恒号的且

∣∣∣∣ 1

(2n)p
− 1

(2n)q

∣∣∣∣ = (2n)|q−p| − 1

2max{p,q}
1

nmax{p,q} ⩾ 2|q−p| − 1

2max{p,q}
1

nmax{p,q} ,

又
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
收敛，所以原级数发散．

因此原级数在 p > 1 且 q > 1 时绝对收敛，在 0 < p = q ⩽ 1 时条件收敛，在其他情况下发

散．

2.

证明 假设
∞∑

n=1

an 不是绝对收敛的，那么
∞∑

n=1

|an| = +∞．于是存在 k1 > 1 使得
k1∑
n=1

|an| > 1．

一般地，存在 ki > ki−1 使得

ki∑
n=ki−1+1

|an| > i, i = 1, 2, . . . ; k0 = 0.

现在当 ki−1 < n ⩽ ki 时取 xn = sgn an/i，那么 {xn} 是趋于零的，从而
∞∑

n=1

anxn 收敛，进而可

以对级数加括号写成

∞∑
n=1

anxn =
∞∑
i=1

ki∑
n=ki−1+1

anxn =
∞∑
i=1

1

i

ki∑
n=ki−1+1

|an| >
∞∑
i=1

1 = +∞,
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256 第十四章 数项级数

矛盾！因此
∞∑

n=1

an 是绝对收敛的．

当条件修改后结论一般不成立，比如取 an = (−1)n．

3.

证明 用 Sn 表示新级数的部分和．

当 p > q 时，因为

Sm(p+q)

=
m∑

k=1

(
1

(k − 1)(p+ q) + 1
+ · · ·+ 1

(k − 1)(p+ q) + p
− 1

kp+ (k − 1)q + 1
− · · · − 1

k(p+ q)

)

>
m∑

k=1

1

(k − 1)(p+ q) + p
>

m∑
k=1

1

(2k − 1)p
=

1

p

m∑
k=1

1

2k − 1
→ +∞ (m→ ∞),

而

|SN − S(p+q)⌊N/(p+q)⌋| <
p+ q

(p+ q)bN/(p+ q)c+ 1
→ 0 (N → ∞),

所以 lim
N→∞

SN = +∞，即原级数发散到 +∞．

当 p < q 时，因为

Sm(p+q)+p − Sp

=
m∑

k=1

(
− 1

kp+ (k − 1)q + 1
− · · · − 1

k(p+ q)
+

1

k(p+ q) + 1
+ · · ·+ 1

k(p+ q) + p

)

<−
m∑

k=1

1

k(p+ q)
= − 1

p+ q

m∑
k=1

1

k
→ −∞ (m→ ∞),

而

|SN − S(p+q)⌊(N−p)/(p+q)⌋+p| <
p+ q

(p+ q)b(N − p)/(p+ q)c+ p+ 1
→ 0 (N → ∞),

所以 lim
N→∞

SN = −∞，即原级数发散到 −∞．

当 p = q 时，新的级数可以写成
∞∑

n=1

(−1)⌈n/p⌉−1

n
，由狄利克雷判别法（或者利用练习题 14.4的

第 10题）知该级数是收敛的．

4.

证明 由
∞∑

n=1

an 绝对收敛和 {bn} 收敛知可设
∞∑

n=1

|an| < A 及 |bn| < A．对任意的 ε > 0，

存在 N > 0 使得当 n > N 时成立 |an+1| + · · · + |an+k| < ε/(2A) 和 |bn| < ε/(2A)．于是当
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n > 2N + 1 时有

|a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1| ⩽ |a1bn|+ · · ·+ |a⌊n/2⌋bn+1−⌊n/2⌋|+ |a⌊n/2⌋+1bn−⌊n/2⌋|+ · · ·+ |anb1|

< A× ε

2A
+

ε

2A
×A = ε,

因此 lim
n→∞

(a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1) = 0．

14.6 级数的乘法

1.

证明 因为
∞∑

n=0

(n+ 1)qn 是
∞∑

n=1

qn 与其自身的柯西乘积，而
∞∑

n=0

qn 是绝对收敛的，所以

∞∑
n=0

(n+ 1)qn =

(
∞∑

n=1

qn

)2

=
1

(1− q)2
.

2.

证明 这是定理 14.6.1的直接推论．

3.

证明 由达朗贝尔判别法可知这两个级数对所有实数 x 绝对收敛．

注意到例 1中的级数满足 E(xi) = C(x) + iS(x)，所以

2S(x)C(x) = 2
E(xi) + E(−i)

2

E(xi)− E(xi)
2i =

E(2xi)− E(−2xi)
2i = S(2x).

1.

证明 由莱布尼茨判别法知这两个级数都是收敛的．记 (−1)n−1/nα = an 而 (−1)n−1/nβ = bn，

再令 cn = a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1，那么
∞∑

n=1

cn 就是
∞∑

n=1

an 和
∞∑

n=1

bn 的柯西乘积．

当 α+ β ⩽ 1 时，因为

|cn| =
n∑

k=1

1

kα(n+ 1− k)β
⩾ n

nα+β
⩾ 1,

所以
∞∑

n=1

cn 发散．
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258 第十四章 数项级数

当 α+ β > 1 时，考虑到

|cn| =
⌊n/2⌋∑
k=1

1

kα(n+ 1− k)β
+

n∑
k=⌊n/2⌋+1

1

kα(n+ 1− k)β
⩽ 1

bn/2cβ
n∑

k=1

1

kα
+

1

bn/2cα
n∑

k=1

1

kβ
,

而

1

bn/2cβ
n∑

k=1

1

kα
=

O(1/nα+β−1), α 6= 1

O(n−β lnn), α = 1
,

1

bn/2cα
n∑

k=1

1

kβ
=

O(1/nα+β−1), β 6= 1

O(n−α lnn), β = 1
,

所以 lim
n→∞

cn = 0．另一方面，因为

c2n = −

(
n∑

k=1

+
2n∑

k=n+1

)
1

kα(2n+ 1− k)β
= −

n∑
k=1

1

kα(2n+ 1− k)β
−

2n∑
k=n+1

1

kβ(2n+ 1− k)α
,

c2n+1 =

(
n∑

k=1

+

2n+1∑
k=n+1

)
1

kα(2n+ 1− k)β
=

n∑
k=1

1

kα(2n+ 2− k)β
+

2n+1∑
k=n+1

1

kβ(2n+ 2− k)α
,

所以

|c2n + c2n+1| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

1

kα

(
1

(2n+ 1− k)β
− 1

(2n+ 2− k)β

)

+
n∑

k=1

1

kβ

(
1

(2n+ 1− k)α
− 1

(2n+ 2− k)α

)
− 1

(n+ 1)α+β

∣∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

(
1

kα

(
1

(2n+ 1− k)β
− 1

(2n+ 2− k)β

)
+

1

kβ

(
1

(2n+ 1− k)α

− 1

(2n+ 2− k)α

))
+

1

(n+ 1)α+β
.

通过求导易知对于正数 σ，函数 1/xσ − 1/(x+ 1)σ 当 x > 0 时是递减的，从而

|c2n + c2n+1| ⩽
n∑

k=1

(
1

kα

(
1

(n+ 1)β
− 1

(n+ 2)β

)
+

1

kβ

(
1

(n+ 1)α
− 1

(n+ 2)α

))
+

1

(n+ 1)α+β
.

注意到
1

(n+ 1)σ
− 1

(n+ 2)σ
= O

(
1

nσ+1

)
,

所以

n∑
k=1

1

kα

(
1

(n+ 1)β
− 1

(n+ 2)β

)
=

O(1/nα+β), α 6= 1

O(n−β−1 lnn), α = 1
,
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14.7 无穷乘积 259

n∑
k=1

1

kβ

(
1

(n+ 1)α
− 1

(n+ 2)α

)
=

O(1/nα+β), β 6= 1

O(n−α−1 lnn), β = 1
,

由此可见

{
2N+1∑
n=1

cn

}
收敛．结合 lim

n→∞
cn = 0 知

∞∑
n=1

cn 收敛．

2.

证明 这是因为这两个级数的柯西乘积的通项为

cn =1×
(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1

)
− 3

2
×
(
3

2

)n−2(
2n−1 +

1

2n

)
− · · ·

−
(
3

2

)n−1(
3

2

)0(
2 +

1

22

)
−
(
3

2

)n

=

(
3

2

)n−1(
2n +

1

2n+1
− 2n−1 − 1

2n
− · · · − 2− 1

22
− 3

2

)
=

(
3

4

)n

.

14.7 无穷乘积

1.

答 如果
∞∏

n=1

pn 和
∞∏

n=1

qn 都收敛，那么
∞∏

n=1

pnqn 和
∞∏

n=1

pn
qn

都收敛，但是
∞∏

n=1

(pn + qn) 一

定发散，因为 pn + qn → 2．

2.

证明 (1)
∞∏

n=2

n3 − 1

n3 + 1
= lim

N→∞

N∏
n=2

n− 1

n+ 1

(n+ 1)2 − (n+ 1) + 1

n2 − n+ 1
= lim

N→∞

2

3

(N + 1)2 − (N + 1) + 1

N(N + 1)
=

2

3
．

(2)
∞∏

n=2

(
1− 2

n(n+ 1)

)
= lim

N→∞

N∏
n=2

n− 1

n

n+ 2

n+ 1
= lim

N→∞

N + 2

3N
=

1

3
．

(3)
∞∏

n=0

(
1 +

(
1

2

)2n
)

= lim
N→∞

1− 1/2

1− 1/2

N∏
n=0

(
1 +

(
1

2

)2n
)

= 2 lim
N→∞

(
1−

(
1

2

)2N+1)
= 2．

3.

证明 (1) 根据例 3，

∞∏
n=1

(
1− 1

4n2

)
= 1

/
∞∏

n=1

(2n)2

(2n− 1)(2n+ 1)
=

2

π
.
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(2) 这是因为

∞∏
n=1

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
= lim

N→∞

N∏
n=1

2n(2n+ 2)

(2n+ 1)2
= lim

N→∞

1

2

(
(2N)!!

(2N − 1)!!

)2
1

2N + 1

2N + 2

2N + 1
=
π

4
.

4.

证明 (1) 发散到 0，因为 1/n→ 0 (n→ ∞)．

(2) 收敛，因为
(n+ 1)2

n(n+ 2)
= 1 +

1

n(n+ 2)
.

(3) 收敛，因为

n

√
1 +

1

n
= 1 +

1

n2
+ o

(
1

n2

)
.

5.

证明 (1) 收敛，因为

n√
n2 + 1

= 1− 1√
n2 + 1(n+

√
n2 + 1)

.

(2) 收敛，因为(
n2 − 1

n2 + 1

)p

− 1 =

(
1− 2

n2 + 1

)p

− 1 ∼ − 2

p(n2 + 1)
(n→ ∞).

(3) 因为

ln n
√

ln(n+ x)− lnn =
1

n
ln ln

(
1 +

x

n

)
∼ 1

n
ln x
n
< − 1

n
(n > ex),

所以这个无穷乘积发散到 0．

6.

证明 因为
∞∑

n=1

a2n 收敛蕴含着
∞∑

n=1

2 sin2 an
2

收敛，而 cos an = 1−2 sin2(an/2)，所以
∞∏

n=1

cos an

收敛．

7.

证明 由
∞∏

n=1

(1 + |an|) 发散知级数
∞∑

n=1

|an| 发散．因为
∞∏

n=1

(1 + an) 收敛，所以 lim
n→∞

an = 0，

进而
∞∑

n=1

| ln(1 + an)| 发散．因此
∞∑

n=1

ln(1 + an) 条件收敛．从而通过适当地重排，可使它收敛到
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ln s 或者发散到 ±∞．于是对应地，可以适当地改变
∞∏

n=1

(1 + an) 的因子的次序，使它收敛到正数

s，或者发散到 0 或 +∞．

1.

证明 在例 2中取 x = π/2 再取倒数即可．

2.

证明

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

1

ak

)
= lim

n→∞

n∏
k=1

(
ak + 1

ak

)
= lim

n→∞

n∏
k=1

(
ak+1/(k + 1)

ak

)
= lim

n→∞

an+1

(n+ 1)!

= lim
n→∞

(
an
n

+
1

n!

)
= lim

n→∞

(
a1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)
= e.

3.

证明 因为

2N∑
n=1

an =

N∑
n=1

(a2k−1 + a2k) =

N∑
n=1

1√
n
+

N∑
n=1

1

n
√
n
→ +∞ (N → ∞),

所以
∞∑

n=1

an 发散．

因为 a22n−1 + a22n > 1/n，所以
∞∑

n=1

a2n 发散．

考虑到

2N∏
n=2

(1 + an) = (1 + a2)
N∏

n=2

(1 + a2n−1)(1 + a2n) = 4

N∏
n=2

(
1− 1√

n

)(
1 +

1√
n

)(
1 +

1

n

)

= 4
N∏

n=2

k − 1

k

k + 1

k
= 2

N + 1

N
→ 2 (N → ∞),

所以还有
2N+1∏
n=2

(1 + an) =

(
1− 1√

N + 1

) 2N∏
n=2

(1 + an) → 2 (N → ∞),

因此
∞∏

n=2

(1 + an) 收敛．

4.
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证明 因为

ln
(
1

e

(
1 +

1

n

)n)
= − 1

2n
+ o

(
1

n

)
,

所以
∞∏

n=1

1

e

(
1 +

1

n

)n

= 0．进一步，有

0 = lim
n→∞

n∏
k=1

1

e

(
1 +

1

k

)k

= lim
n→∞

e−n

n∏
k=1

(k + 1)k+1

kk(k + 1)
= lim

n→∞
e−n (n+ 1)n+1

(n+ 1)!
,

当然也有 lim
n→∞

nn

n!
e−n = 0．

5.

证明 记

bn =
(x2 − 1)(x2 − 22) · · · (x2 − n2)

(x20 − 1)(x20 − 22) · · · (x20 − n2)
,

那么
bn+1

bn
=
x2 − (n+ 1)2

x20 − (n+ 1)2
,

所以当 n 足够大时 {bn} 是单调的．又因为

∞∏
n=1

x2 − n2

x20 − n2
=

∞∏
n=1

(
1 +

x20 − x2

n2 − x20

)

是收敛的，所以 {bn} 是有界的．于是根据阿贝尔判别法，级数

∞∑
n=1

an(x
2 − 1)(x2 − 22) · · · (x2 − n2) =

∞∑
n=1

an(x
2
0 − 1)(x20 − 22) · · · (x20 − n2)bn

收敛．

6.

证明 因为

an = a1

n∏
k=2

ak
ak−1

= a1

n∏
k=2

k

k − 1

(
1 +

k − 1

k
O(bk−1)

)
=
a1
n

/
n∏

k=2

(
1 +

k − 1

k
O(bk−1)

)
,

又易见
∞∑

n=1

bn 绝对收敛蕴含着
∞∏
k=2

(
1 +

k − 1

k
O(bk−1)

)
收敛，所以

∞∑
n=1

an 发散．

7.
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14.7 无穷乘积 263

证明 因为
∞∑

n=1

an 发散，所以

lim
n→∞

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an) = +∞.

又

an
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

=
1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an−1)
− 1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
,

所以
∞∑

n=1

an
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)

= 1− lim
n→∞

1

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
= 1.
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第十五章 函数列与函数项级数

15.1 问题的提出

解 (1) 当 |x/(3x+ 1)| < 1 时级数收敛，因此收敛点集就是 (−∞,−1/2) ∪ (−1/4,+∞)．

(2) 当 |e−x| < 1 时级数收敛，因此收敛点集就是 (0,+∞)．

(3) 因为 (x(x+ n)/n)n = xn(1 + x/n)n，所以不难看出收敛点集就是 (−1, 1)．

(4) 因为 xn/(1 + x2n) ⩽ min{xn, x−n}，所以收敛点集就是 R \ {1}．
(5) 因为 (n+ x)n/nn+x = (1 + x/n)nn−x，所以不难看出收敛点集就是 (1,+∞)．

(6) 因为 min{xn, yn}/2 ⩽ xnyn/(xn + yn) ⩽ min{xn, yn}，所以收敛点集就是

{(x, y) : x > 0 ∧ y > 0 ∧ ¬(x ⩾ 1 ∧ y ⩾ 1)}.

(7) (0, 1)× (−∞,+∞) ∪ (1,+∞)× (2,+∞) ∪ {1} × (1,+∞)．

(8) 因为

n
√
n− 1 = e(ln n)/n − 1 =

lnn
n

+ o

(
lnn
n

)
,

所以收敛点集就是 (1,+∞)．

1.

证明 因为 S(x) ⩾
n∑

i=1

ui(x) ⩾ 0，所以 S(x) 有下确界，记为 α．于是对每个正整数 n 都存

在 xn ∈ [a, b] 使得 α ⩽ S(xn) < α+ 1/n，即 lim
n→∞

S(xn) = α．因为 {xn} 有界，所以有收敛子列

{xnk
}，其极限设为 x0．由于

n∑
i=1

ui(xnk
) ⩽ S(xnk

) < α+
1

nk

,

于是令 k → ∞ 并利用连续性得到
n∑

i=1

ui(x0) ⩽ α．再令 n → ∞ 就得到 S(x0) ⩽ α．又因为

S(x0) ⩾ α，所以 S(x0) = α，即 S(x) 取到了最小值 α．

265
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2.

答 不一定．比如取

fn(x) =

x, 0 ⩽ x ⩽ 1− 1/n

(1− n)(x− 1), 1− 1/n < x ⩽ 1
, n ⩾ 1; f0(x) = 0,

再取 un(x) = fn(x)− fn−1(x)，那么

S(x) =

x, 0 ⩽ x < 1

0, x = 1
,

它在 [0, 1] 上取不到最大值．

3.

答 换成开区间不一定成立，比如在 (0, 1) 上取 un(x) = xn．换成无穷区间更不一定成立，比

如取 un(x) = (1/n− 1/(n+ 1))x．

15.2 一致收敛

1.

答 (1) 易见其极限函数是

f(x) =

1, x = 0

0, x > 0
.

(a) 不一致收敛．因为

lim
n→∞

sup
x>0

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
x>0

1

1 + nx
= lim

n→∞
1 = 1.

(b) 一致收敛．因为

lim
n→∞

sup
x>λ

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
x>λ

1

1 + nx
= lim

n→∞

1

1 + nλ
= 0.

(2) 易见其极限函数是

f(x) =


0, x < 1

1/2, x = 1,

1, x > 1

.
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(a) 一致收敛．因为

lim
n→∞

sup
0⩽x⩽1−λ

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
0⩽x⩽1−λ

xn

1 + xn
= lim

n→∞

(1− λ)n

1 + (1− λ)n
= 0.

(b) 不一致收敛．因为

lim
n→∞

sup
1−λ⩽x⩽1+λ

|fn(x)− f(x)| ⩾ lim
n→∞

sup
1<x⩽1+λ

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
1<x⩽1+λ

1

1 + xn
= 1.

(c) 一致收敛．因为

lim
n→∞

sup
x⩾1+λ

|fn(x)− f(x)| = lim
n→∞

sup
x⩾1+λ

1

1 + xn
= lim

n→∞

1

1 + (1 + λ)n
= 0.

(3) 易见其极限函数是 f(x) = 0．

(a) 一致收敛．因为

lim
x→∞

sup
−l<x<l

|fn(x)− f(x)| = lim
x→∞

sup
−l<x<l

e−(x−n)2 = 0.

(b) 不一致收敛．因为

lim
x→∞

sup
x∈(−∞,+∞)

|fn(x)− f(x)| = lim
x→∞

sup
x∈(−∞,+∞)

e−(x−n)2 = 1.

2.

答 (1) 一致收敛，因为
1

(x+ n)(x+ n+ 1)
<

1

n2
．

(2) 一致收敛，因为 ∣∣∣∣ nx

1 + n5x2

∣∣∣∣ ⩽ n|x|
2
√
n5x2

=
1

2n3/2
.

(3) 一致收敛，因为
n2

√
n!
|xn + x−n| ⩽ 2n23n√

n!
,

而 lim
n→∞

n

√
2n23n√
n!

= 0．

(4) 一致收敛，因为 ∣∣∣∣sin(n+ 1/2)x
3
√
n4 + x4

∣∣∣∣ ⩽ 1
3
√
n4 + x4

⩽ 1

n4/3
.

(5) 一致收敛．因为当 x ∈ (−l, l) 时

ln
(
1 +

x

n ln2 n

)
=

x

n ln2 n
+ o

(
x

n ln2 n

)
=

x

n ln2 n
+ o

(
1

n ln2 n

)
,
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268 第十五章 函数列与函数项级数

其中
|x|

n ln2 n
⩽ l

n ln2 n
．

(6) 一致收敛．因为
N∑

n=2

(−1)n 是有界的，而
{

1

n+ sinx

}
递减地一致收敛于零，从而利用狄

利克雷判别法即可．

(7) 不一致收敛．因为 2n sin 1

3nx
不一致地收敛于零．

3.

证明 因为数项级数
∞∑

n=1

an 收敛，关于 x 当然是一致的，而 {e−nx} 对于每个 x 是单调的

且一致有界，从而根据阿贝尔判别法知
∞∑

n=1

ane−nx 在 [0,+∞) 上一致收敛．

4.

证明 这是因为

|un(x)| ⩽ max{|un(a)|, |un(b)|} ⩽ |un(a)|+ |un(b)|.

5.

证明 绝对收敛性是显然的．因为
N∑

n=0

(−1)n 是有界的，而由

xn(1− x) = nn
(x
n

)n
(1− x) ⩽ nn

(
1

n+ 1

)n+1

=

(
1

n+ 1

)n
1

1 + n
⩽ 1

n+ 1

知 {xn(1− x)} 一致地收敛于零，且对每个 x 是递减的，从而根据狄利克雷判别法知
∞∑

n=0

(−1)nxn(1−

x) 在 [0, 1] 上一致收敛．

由
N∑

n=0

xn(1− x) = 1− xN+1 易见
∞∑

n=0

xn(1− x) 在 [0, 1] 上不一致收敛．

6.

证明 对任意的 ε > 0，取 N = d1/εe，当 n > N 时就有∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

N
< ε,

因此
∞∑

n=0

un(x) 在 [0, 1] 上一致收敛．
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15.2 一致收敛 269

假设
∞∑

n=0

un(x) 存在一个收敛的优级数 {an}，那么当然有 an ⩾ un(1/n) = 1/n，于是
∞∑

n=0

an

发散，矛盾！因此
∞∑

n=0

un(x) 虽然一致收敛，但是没有收敛的优级数．

7.

证明 假设
∞∑

n=0

un(x) 在 [a, b) 上一致收敛，那么对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 m ⩾ N

时对任意的 p > 1 和 x ∈ [a, b) 都有

∣∣∣∣∣
m+p∑

n=m+1

un(x)

∣∣∣∣∣ < ε．利用 un(x) 的连续性就有

∣∣∣∣∣
m+p∑

n=m+1

un(b)

∣∣∣∣∣ = lim
x→b−

∣∣∣∣∣
m+p∑

n=m+1

un(x)

∣∣∣∣∣ ⩽ ε,

这与
∞∑

n=0

un(b) 发散矛盾！因此
∞∑

n=0

un(x) 在 [a, b) 上不一致收敛．

8.

证明 当
∞∑

n=0

an 收敛时，由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=0

an cosnx 在 (−∞,+∞) 上一

致收敛．

当
∞∑

n=0

an cosnx 在 (−∞,+∞) 上一致收敛时，取 x = 0 就得到
∞∑

n=0

an 收敛．

9.

证明 由狄利克雷判别法知
∞∑

n=0

cosnx
n lnx 在 (0, π] 上收敛．因为当 x = 0 时

∞∑
n=0

1

n lnn 发散，

所以由第 7题知
∞∑

n=0

cosnx
n lnx 在 (0, π] 上不一致收敛.

10.

证明 题干中所述的 Ix 的全体 {Ix : x ∈ [a, b]} 是闭区间 [a, b] 的一个开覆盖，于是根据有限

覆盖定理，从中可以取出一个有限子覆盖 {Ixi
: i = 1, 2, . . . ,m}．对任意的 ε > 0，存在 Ni > 0

使得当 n > Ni 时对所有的 t ∈ Ixi
都有 |fn(t) − f(t)| < ε．现在取 N = max{N1, N2, . . . , Nm}，

那么当 n > N 时对所有的 t ∈ [a, b] 都有 |fn(t) − f(t)| < ε．因此 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于

[a, b]．

11.
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证明 不难看出无论 α 取值如何，{fn(x)} 的极限函数都是 f(x) = 0．于是 {fn(x)} 在

[0,+∞) 上一致收敛当且仅当

0 = lim
n→∞

sup
x⩾0

|fn(x)| = lim
n→∞

fn

(
1

lnn

)
= lim

n→∞

lnα−1 n

e ,

这当且仅当 α < 1．

12.

证明 因为 f1 在 [a, b] 上黎曼可积，所以有界，设 |f1| ⩽M．于是

|f2(x)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f1(t) dt
∣∣∣∣ ⩽ ∫ x

a

M dt =M(x− a).

归纳地有

|fn(x)| ⩽
M(x− a)n−1

(n− 1)!
⩽ M(b− a)n−1

(n− 1)!
→ 0 (n→ ∞).

因此 {fn} 在 [a, b] 上一致收敛于 0．

13.

证明 因为
d

dxx
αe−nx2

= xα−1(α− 2nx2)e−nx2

,

所以 xαe−nx2 ⩽
( α
2e

)α/2 1

nα/2
．由此可见当 α > 2 时级数

∞∑
n=0

xαe−nx2

在 [0,+∞) 上一致收

敛．

1.

证明 因为

nx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
=

1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + (n− 1)x)
− 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
,

所以该级数的部分和为

Sn(x) = 1− 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
,

和函数为

S(x) =

0, x = 0

1, x > 0
.
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15.2 一致收敛 271

于是

lim
n→∞

sup
x∈[0,δ]

|Sn(x)− S(x)| = lim
n→∞

sup
x∈(0,δ]

1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
= 1,

而

lim
n→∞

sup
x∈[δ,+∞)

|Sn(x)− S(x)| = lim
n→∞

1

(1 + δ)(1 + 2δ) · · · (1 + nδ)
= 0,

因此该级数在 [0, δ] 上不一致收敛，在 [δ,+∞) 上一致收敛．

2.

证明 设 {fn} 的极限函数是 f，那么存在 N > 0 使得当 n ⩾ N 时对一切的 x ∈ I 都有

|fn(x)− f(x)| < 1．于是

|f(x)| < |fN (x)|+ 1 ⩽M + 1,

其中 M 是 fN 的一个上界．因此 f 也是有界的．同理，{gn} 的极限函数 g 也是有界的．当

n ⩾ N 时也有

|fn(x)| ⩽ |f(x)|+ 1 ⩽M + 2.

由此可见 {fn} 是一致有界的，用 M ′ 表示它们和 f, g 共同的界．

对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时对一切的 x ∈ I 都有

|fn(x)− f(x)| < ε

2M ′ , |gn(x)− g(x)| < ε

2M ′ .

于是

|fn(x)gn(x)− f(x)g(x)| ⩽ |fn(x)||gn(x)− g(x)|+ |g(x)||fn(x)− f(x)| < ε.

因此 {fngn} 在 I 上一致收敛，且极限函数就是 fg．

3.

证明 一般不成立．比如在区间 (0, 1) 上，取 fn(x) = 1/x，gn(x) = 1/(n+ 1/x)，那么 {fn}
当然是一致收敛的，由 1/(n+ 1/x) < 1/n 知 {gn} 也是一致收敛的．但是不难验证 {fngn} 不是

一致收敛的．

4.

证明 记

Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x), S(x) =
∞∑

n=1

un(x).

对任意的 ε > 0，对区间 [a, b] 作 m 等分，分点为 a = x0 < x1 < · · · < xm = b，其中 m = d1/εe．
因为 {Sn(xi)} 是收敛的，所以存在 Ni > 0 使得当 n > Ni 时 |Sn(xi) − S(xi)| < ε．现在取
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N = max{N0, N1, . . . , Nm}，那么当 n > N 时，对每个 x ∈ [a, b] 都存在 i 使得 |x− xi| < ε，于

是

|Sn(x)− S(x)| ⩽ |Sn(x)− Sn(xi)|+ |Sn(xi)− S(xi)|+ |S(xi)− S(x)|.

其中

|Sn(x)− Sn(xi)| = |S′
n(ξ)||x− xi| ⩽Mε,

再令 n→ ∞ 得到 |S(x)−S(xi)| ⩽Mε．因此 |Sn(x)−S(x)| < (2M +1)ε，所以 {Sn(x)} 在 [a, b]

上一致收敛．

这道题是说，收敛的函数列如果是等度连续的，那么一定是一致收敛的．对于等度连续，换言

之就是一致一致连续．事实上，这道题是阿尔泽拉–阿斯科利定理的直接应用．

注意

5.

证明 在 x = 0 的某个邻域 [−δ, δ] 上，根据泰勒公式有

f(x) = f ′(0)x+
1

2
f ′′(ξx)x

2, 0 < |ξx| < x.

因为 f ′′(x) 是连续的，所以在 [−δ, δ] 上有界，设 f ′′(x) < M．现在取 δ′ = min{δ, (1−f ′(0))/M}，
那么

|f(x)| ⩽
(
f ′(0) +

Mδ′

2

)
|x| ⩽ f ′(0) + 1

2
|x|, |x| < δ′.

因此

|fn(x)| ⩽
f ′(0) + 1

2
|fn−1(x)| ⩽

(
f ′(0) + 1

2

)n

δ′, |x| < δ′,

于是根据魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=1

fn(x) 在 x = 0 的邻域 [−δ′, δ′] 上一致收敛．

6.

证明 由魏尔斯特拉斯优级数判别法知该级数在 [0, 1/2] 上一致收敛．在 [1/2, 1] 上，考虑

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx =

1

1 + xn
xn

1 + x+ · · ·+ xn−1
cosnx.

因为
N∑

n=1

cosnx 在 [1/2, 1] 上是一致有界的，而

xn+1

1 + x+ · · ·+ xn
⩽ xn

1 + x+ · · ·+ xn−1
⩽ xn

n
n
√
x0+1+···+(n−1)

=
x(n+1)/2

n
⩽ 1

n
,
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所以由狄利克雷判别法知
∞∑

n=1

xn

1 + x+ · · ·+ xn−1
cosnx 在 [1/2, 1] 上是一致收敛的．又因为 {1/(1+

xn)} 在 [1/2, 1] 上一致有界，且是单调的，所以由阿贝尔判别法知

∞∑
n=1

1

1 + xn
xn

1 + x+ · · ·+ xn−1
cosnx

在 [1/2, 1] 上一致收敛．因此
∞∑

n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx 在 [0, 1] 上一致收敛．

7.

证明 当 lim
n→∞

nan = 0 时，令 bn = sup
k⩾n

{kak}，那么 {bn} 递减地收敛于零．对每个 x ∈ (0, π]，

选取正整数 Nx 使得
π

Nx + 1
< x ⩽ π

Nx

.

把级数的余项分解成

∞∑
n=m

an sinnx =

m+Nx−1∑
n=m

an sinnx+
∞∑

n=m+Nx

an sinnx,

那么其中的 ∣∣∣∣∣
m+Nx−1∑

n=m

an sinnx
∣∣∣∣∣ ⩽ x

m+Nx−1∑
n=m

nan ⩽ xNxbm ⩽ πbm.

记

Dn(x) =
n∑

k=1

sinnx =
cos(x/2)− cos(n+ 1/2)x

2 sin(x/2) ,

那么利用若尔当不等式可得

|Dn(x)| ⩽
1

sin(x/2) ⩽ π

x
.

于是由阿贝尔变换有∣∣∣∣∣
∞∑

n=m+Nx

an sinnx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=m+Nx

(an − an+1)Dn(x)− am+Nx
Dm+Nx−1(x)

∣∣∣∣∣
⩽ 2πam+N

x
⩽ 2(Nx + 1)am+Nx

⩽ 2bm.

这样我们就得到了对一切的 x ∈ (0, π] 都有∣∣∣∣∣
∞∑

n=m

an sinnx
∣∣∣∣∣ ⩽ (2 + π)bm.
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由周期性和奇偶性可知上式对 x ∈ (−∞,+∞) 也成立，所以
∞∑

n=1

an sinnx 在 (−∞,+∞) 上一致

收敛．

当
∞∑

n=1

an sinnx 在 (−∞,+∞) 上一致收敛时，对每个正整数 N，取 x = π/(2N)，那么

N∑
n=⌈N/2⌉

an sinnx ⩾ aN sin π
4

N∑
n=⌈N/2⌉

1 ⩾ 1

2
sin π

4
NaN ,

于是由一致收敛的柯西准则知 lim
n→∞

nan = 0．

15.3 极限函数与和函数的性质

1.

解 (1) 因为

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣x+
1

n

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣x+
1

n

∣∣∣∣ = |x|,

所以当 |x| < 1 是级数是绝对收敛的．当 x = ±1 时，因为 (±1 + 1/n)n 6→ 0，所以级数发散．因

此 f(x) 的存在域是 (−1, 1)．对任意的 δ ∈ (0, 1)，当 x ∈ [−1 + δ, 1− δ] 时且 n ⩾ d2/δe 时∣∣∣∣x+
1

n

∣∣∣∣n ⩽
(
|x|+ δ

2

)n

⩽
(
1− δ

2

)n

,

于是由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=0

(
x+

1

n

)n

在 [−1 + δ, 1− δ] 上一致收敛．因此函数项级

数
∞∑

n=0

(
x+

1

n

)n

在 (−1, 1) 上内闭一致收敛，进而 f(x) 连续．

(2) 因为 |x|/(x2 +n2) ⩽ |x|/n2，所以由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=1

x

x2 + n2
在 R 上收

敛．因为
N∑

n=1

(−1)n 是有界的，而 (−1)nn/(x2 +n2) 递减地一致收敛于零，所以由狄利克雷判别法

知
∞∑

n=1

(−1)nn

x2 + n2
在 R 上一致收敛．由此可见 f(x) 的存在域是 R．容易看出

∞∑
n=1

x

x2 + n2
在 R 上

是内闭一致收敛的，从而
∞∑

n=1

x+ (−1)nn

x2 + n2
在 R 上也内闭一致收敛，因此 f(x) 在 R 上连续．

2.
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证明 由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=0

d
dx

cosnx
n4

= −
∞∑

n=0

sinnx
n3

在 (−∞,+∞) 上一致收

敛，所以 f ′(x) = −
∞∑

n=0

sinnx
n3

．同样地易见 −
∞∑

n=0

d
dx

sinnx
n3

= −
∞∑

n=0

cosnx
n2

在 (−∞,+∞) 上一

致收敛，因此 f ′′(x) = −
∞∑

n=0

cosnx
n2

，且是连续的．

3.

证明 对任意的 δ > 0，数项级数
∞∑

n=1

1

n1+δ
是收敛的，关于 x 当然是一致的．而

1

nx−1−δ

在 [1 + δ,+∞) 上对每个 x 都是递减的，且一致有上界 1，于是由阿贝尔判别法知
∞∑

n=1

1

nx
在

[1 + δ,+∞) 上一致收敛．因此
∞∑

n=1

1

nx
在 (1,+∞) 上内闭一致收敛，进而 ζ(x) 在 (1,+∞) 上连

续．

对每个正整数 m，我们有

∞∑
n=1

dm

dxm
1

nx
=

∞∑
n=1

lnm(1/n)

nx
=

∞∑
n=1

(
ln(1/n)
nδ/(2m)

)m
1

n1+δ/2

1

nx−1−δ
,

于是由阿贝尔判别法知
∞∑

n=1

dm

dxm
1

nx
在 [1 + δ,+∞) 上一致收敛．由此可见 ζ(x) 在 [1 + δ,+∞)

上有各阶连续导数．由 δ 的任意性知 ζ(x) 在 (1,+∞) 上有各阶连续导数．

4.

解 不难直接算出 f(x) =
ex

(ex − 1)2
，因此

∫ ln 3

ln 2

f(x) dx =
1

2
．

5.

证明 因为
N∑

n=1

(−1)n−1 是有界的，而
1

nx
在 [1/2,+∞) 上一致收敛于零，且对于每个 x 都

是递减的，所以由狄利克雷判别法知
∞∑

n=1

(−1)n−1

nx
在 [1/2,+∞) 上一致收敛，从而

lim
x→1

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2.

6.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

276 第十五章 函数列与函数项级数

证明 (1) 根据柯西收敛准则，对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 m > N 时对任意的正整

数 p 都有

|um+1(x) + um+2(x) + · · ·+ um+p(x)| < ε, x ∈ E.

于是

|am+1 + am+2 + · · ·+ am+p| = lim
x→x0

|um+1(x) + um+2(x) + · · ·+ um+p(x)| ⩽ ε.

因此
∞∑

n=1

an 收敛．

(2) 因为 ∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

un(x)−
∞∑

n=1

an

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

un(x)

∣∣∣∣∣+
N∑

n=1

|un(x)− an|+

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

an

∣∣∣∣∣ ,
所以对任意的 ε > 0，只要取 N 使得∣∣∣∣∣

∞∑
n=N+1

un(x)

∣∣∣∣∣ < ε

3
, x ∈ E;

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

an

∣∣∣∣∣ < ε

3
,

再取 x0 的邻域 U(x0) 使得当 x ∈ U(x0) 时 |un(x)− an| < ε/(3N)，就有∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

un(x)−
∞∑

n=1

an

∣∣∣∣∣ < ε, x ∈ U(x0).

因此

lim
E∋x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑

n=1

an.

可以将此题与练习题 15.2的第 7题作比较．

注意

7.

解 因为 ∣∣∣∣( x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

∣∣∣∣ ⩽ 1

2n
, x ∈

[
1

2
,+∞

)
,

所以由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=1

(
x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

在 [1/2,+∞) 上一致收敛．因此

lim
x→1

f(x) =
∞∑

n=1

(
−1

3

)n

= −1

4
, lim

x→+∞
f(x) =

∞∑
1

1

2n
= 1.
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8.

证明 根据均值不等式，∣∣∣∣ xn(1− x)

n(1− x2n)

∣∣∣∣ = xn

n(1 + x+ · · ·+ x2n−1)
⩽ xn

2n2 2n
√
x0+1+···+(2n−1)

=

√
x

2n2
⩽

√
2

2n2
, x ∈ [0, 2],

因此由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=1

xn(1− x)

n(1− x2n)
在 [0, 2] 上一致收敛，进而

lim
x→1

∞∑
n=1

xn(1− x)

n(1− x2n)
=

∞∑
n=1

lim
x→1

xn(1− x)

n(1− x2n)
=

1

2

∞∑
n=1

1

n2
.

1.

证明 由条件，对任意的 ε > 0 和 c ∈ (a, b)，
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, c − ε] 和 [c + ε, b] 上一致收

敛，从而
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, c − ε] 和 [c + ε, b] 上分别黎曼可积．于是存在 [a, c − ε] 的一个分割

π1 : a = x′0 < x′1 < · · · < x′k = c − ε 和 [c + ε, b] 的一个分割 π2 : c − ε = x′′0 < x′′1 < · · · < x′′m = b

使得
∑
π1

ω′
i∆x

′
i < ε 和

∑
π2

ω′′
i ∆x

′′
i < ε，其中 ωi 是

∞∑
n=1

un(x) 对应的振幅．作 [a, b] 的分割

π : a = x′0 < x′1 < · · · < x′k = c− ε < c− ε = x′′0 < x′′1 < · · · < x′′m = b,

那么 ∑
π

ωixi ⩽
∑
π1

ω′
i∆x

′
i + 2εM +

∑
π2

ω′′
i ∆x

′′
i < 2(1 +M)ε.

因此
∞∑

n=1

un(x) 在 [a, b] 上黎曼可积．

取足够大的正整数 N 使得∣∣∣∣∣
(∫ c−ε

a

+

∫ b

c+ε

)
∞∑

n=1

un(x) dx−
∞∑

n=1

(∫ c−ε

a

+

∫ b

c+ε

)
un(x) dx

∣∣∣∣∣ < ε,

那么∣∣∣∣∣
∫ b

a

∞∑
n=1

un(x) dx−
∞∑

n=1

∫ b

a

un(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ ε+

∣∣∣∣∣
∫ c+ε

c−ε

∞∑
n=1

un(x) dx
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ c+ε

c−ε

N∑
n=1

un(x) dx
∣∣∣∣∣ ⩽ (1 + 4M)ε.

由 ε 的任意性知 ∫ b

a

∞∑
n=1

un(x) dx =
∞∑

n=1

∫ b

a

un(x) dx.
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2.

证明 因为 lim
x→+∞

fn(x) =

∫ +∞

0

un(x) dx，而
∞∑

n=1

fn(x) 在 [a,+∞) 上一致收敛，所以根据

练习题第 6题知
∞∑

n=1

∫ +∞

0

un(x) dx 收敛．因为
∞∑

n=1

un(x) 在每个 [a, b] 上一致收敛，所以对每个

x > a 都有 ∫ x

a

∞∑
n=1

un(t) dt =
∞∑

n=1

∫ x

a

un(t) dt.

再根据练习题第 6题，就有∫ +∞

a

∞∑
n=1

un(x) dx = lim
x→+∞

∞∑
n=1

∫ x

a

un(t) dt =
∞∑

n=1

∫ +∞

a

un(x) dx.

3.

证明 因为 un(x) 在 x = x0 处可微，所以

lim
x→x0

un(x)− un(x0)

x− x0
= u′n(x0).

又因为
∞∑

n=1

un(x)− un(x0)

x− x0
在 (x0−δ, x0+δ)\{x0} 上一致收敛，所以由练习题第 6题知

∞∑
n=1

u′n(x0)

收敛，且
∞∑

n=1

u′n(x0) = lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x)− un(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0).

4.

证明 由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=1

|x− an|
2n

在 (0, 1) 上一致收敛，从而和函数 f(x)

连续．当 x0 ∈ (0, 1)\{an} 时，每个 |x−an|/2n 在 x = x0 处是可微的．同样由魏尔斯特拉斯优级

数判别法知
∞∑

n=1

|x− an| − |x0 − an|
2n(x− x0)

在 x0 的去心邻域上一致收敛．根据第 3题知 f(x) 在 x = x0

处可微．当 x0 = am 时，因为

f(x) =
|x− am|

2m
+
∑
n ̸=m

|x− an|
2n

,

其中
∑
n ̸=m

|x− an|
2n

在 x = am 处可微而
|x− am|

2m
在 x = am 处不可微，所以 f(x) 在 x = am

处不可微．
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5.

证明 (1) 由魏尔斯特拉斯优级数优级数判别法知
∞∑

n=1

1

x+ 2n
在 [0,+∞) 上一致收敛，从而

和函数 f(x) 连续．

(2) 由练习题第 6题知

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

∞∑
n=1

1

x+ 2n
=

∞∑
n=1

lim
x→+∞

1

x+ 2n
= 0.

(3) 易见

1

x+ 2n+1
<

∫ n+1

n

dt
x+ 2t

<
1

x+ 2n
,

其中 ∫ n+1

n

dt
x+ 2t

=
t

x
− ln(x+ 2t)

x ln 2

∣∣∣∣t=n+1

t=n

.

于是对 n 求和就得到

f(x)− 1

1 + x
<

ln(1 + x)

x ln 2
< f(x),

亦即

0 < f(x)− ln(1 + x)

x ln 2
<

1

1 + x
.

6.

证明 由魏尔斯特拉斯优级数优级数判别法知
∞∑

n=0

sin2n+1 x

2n
在 R 上一致收敛，所以

∫ π/2

0

∞∑
n=0

sin2n+1 x

2n
dx =

∞∑
n=0

∫ π/2

0

sin2n+1 x

2n
dx =

∞∑
n=0

(2n)!!

2n(2n+ 1)!!
=

∞∑
n=0

(n!)22n

(2n+ 1)!
.

另一方面， ∫ π/2

0

∞∑
n=0

sin2n+1 x

2n
dx =

∫ π/2

0

2 sinx
2− sin2 x

dx = −2 arctan cosx|π/20 =
π

2
.

因此
∞∑

n=0

(n!)22n+1

(2n+ 1)!
= π．

7.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

280 第十五章 函数列与函数项级数

答 作函数

φ(x) =



x(1− x), 0 ⩽ x ⩽ 1

x(1 + x), −1 ⩽ x < 0

φ(x− 2), x > 1

φ(x+ 2), x < −1

,

那么

φ(x) =



1− 2x, 0 ⩽ x ⩽ 1

1 + 2x, −1 ⩽ x < 0

φ(x− 2), x > 1

φ(x+ 2), x < −1

.

不难看出 |φ(x)| ⩽ 1/4，|φ′(x)| ⩽ 1．此外，当 x 是整数时 φ(x) = 0，当 x 是偶数时 φ′(x) = 1．

再作函数

f(x) =
∞∑

n=0

φ(n!x)

(n!)2
.

对于 x ∈ Q，当 n 足够大时 n!x 是整数，从而存在 Nx 使得

f(x) =
∞∑

n=0

φ(n!x)

(n!)2
=

Nx∑
n=0

φ(n!x)

(n!)2
∈ Q.

由魏尔斯特拉斯优级判别法知
∞∑

n=0

φ′(n!x)

n!
是一致收敛的，从而 f ′(x) =

∞∑
n=0

φ′(n!x)

n!
．对于 x ∈ Q，

当 n 足够大时 n!x 是偶数，于是存在 Nx 使得

f ′(x) =

Nx+1∑
n=0

φ′(n!x)

n!
+

∞∑
n=Nx+1

1

n!
= e +

Nx+1∑
n=0

φ′(n!x)− 1

n!
6∈ Q.

由此可见 f(x) 就是所求的一个函数．

15.4 由幂级数确定的函数

1.

解 (1) 收敛半径为

1

/
lim
n→∞

n

√(
1 +

1

n

)n2

= 1

/
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

=
1

e .
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15.4 由幂级数确定的函数 281

当 x = ±1/e 时，级数的通项不趋于零，从而级数发散．

(2) 收敛半径为

1

/
lim
n→∞

n

√
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
= 1.

当 x = ±1 时，级数的通项不趋于零，从而级数发散．

(3) 收敛半径为

1

/
lim
n→∞

n

√
an

n
+
b2

n2
=

1

max{a, b} = min
{
1

a
,
1

b

}
.

当 x = −min{1/a, 1/b} 时由莱布尼茨判别法知级数收敛．当 x = min{1/a, 1/b} = 1/a 时，级数

发散，当 x = min{1/a, 1/b} = 1/b 时，级数收敛．

(4) 收敛半径为

1

/
lim
n→∞

n

√(n
e

)n
= 1

/
lim
n→∞

n/e = 0.

当 x = 0 时级数显然收敛．

2.

解 (1) 易见级数
∞∑

n=0

1

2n+ 1
tn 的收敛点集是 [−1, 1)，因此级数

∞∑
n=0

1

2n+ 1

(
1− x

1 + x

)n

的收

敛点集是 (0,+∞)．

(2) 级数
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)−n2

tn 的收敛点集是 (−e, e)，因此级数
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)−n2

e−nx 的收敛点

集是 (−1,+∞)．

(3) 不难算出级数
∞∑

n=1

tn sin π

2n
的收敛点集是 (−2, 2)，因此级数

∞∑
n=1

(
1

x

)n

sin π

2n
的收敛点集

就是 (−∞,−1/2) ∪ (1/2,+∞)．

3.

证明 (1) 这是因为显然当 x < min{R1, R2} 时级数
∞∑

n=0

(an + bn)x
n 是收敛的．

(2) 这是因为根据柯西–阿达马公式，

R = 1
/

lim
n→∞

n
√
|anbn| ⩾ 1

/(
lim
n→∞

n
√
|an| lim

n→∞
n
√

|bn|
)
= R1R2.

(3) 比如在 (1) 中取

an = 2n + 3n, bn = 2n − 3n.

在 (2) 中取

an = e−2n−3n , bn = e−2n+3n .



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

282 第十五章 函数列与函数项级数

4.

答 (1)
∞∑

n=0

x2n+1

2n+ 1
=

∞∑
n=0

∫ x

0

t2n dt =
∫ x

0

dt
1− t2

=
1

2
ln x+ 1

x− 1
．

(2)
∞∑

n=0

(−1)n−1x2n+1

2n+ 1
= −

∞∑
n=0

∫ x

0

(−t2)n dt = −
∫ x

0

dt
1 + t2

= − arctanx．

(3)
∞∑

n=1

xn

n(n+ 1)
=

1

x

∞∑
n=1

∫ x

0

∫ t

0

sn−1 ds dt = 1

x

∫ x

0

∫ t

0

1

1− s
ds dt = 1 +

1− x

x
ln(1− x)．

5.

证明 (1) 只需注意到恒等式

n3xn =

(
1

1− x
n3 +

3x

(x− 1)2
n2 − 3 (x2 + x)

(x− 1)3
n+

x3 + 4x2 + x

(x− 1)4

)
xn

−
(

1

1− x
(n+ 1)3 +

3x

(x− 1)2
(n+ 1)2 − 3 (x2 + x)

(x− 1)3
(n+ 1) +

x3 + 4x2 + x

(x− 1)4

)
xn+1

即可．

(2) 根据例 8 和例 7，我们有

1

(1− x)4
=

1

1− x

∞∑
n=0

1

2
(n+ 1)(n+ 2)xn =

∞∑
n=0

1

3!
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)xn.

6.

证明 这是定理 14.3.5和柯西–阿达马公式的直接推论．

7.

证明 因为 an ⩾ 0，所以
∞∑

n=0

an 或者收敛，或者发散到 +∞．假设它发散到 +∞，那么存在

N 使得
N∑

n=0

an > 4A．于是当 1 > x > 1/ N
√
2 时

∞∑
n=0

anx
n ⩾

N∑
n=0

anx
n ⩾ 1

2

N∑
n=0

an > 2A,

这与 lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n = A 矛盾！因此

∞∑
n=0

an 收敛．由阿贝尔第二定理可得
∞∑

n=0

an = A．

8.
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15.4 由幂级数确定的函数 283

证明 设
∞∑

n=0

an = A,
∞∑

n=0

bn = B,

而它们的柯西乘积
∞∑

n=0

cn = C．那么幂级数
∞∑

n=0

anx
n 和

∞∑
n=0

bnx
n 的收敛半径至少是 1．于是当

x ∈ (−1, 1) 时 (
∞∑

n=0

anx
n

)(
∞∑

n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

cnx
n.

根据阿贝尔第二定理，就有

C = lim
x→1−

∞∑
n=0

cnx
n = lim

x→1−

(
∞∑

n=0

anx
n

)(
∞∑

n=0

bnx
n

)
= AB.

1.

证明 记 Sn = a0 + a1 + · · ·+ an，那么

lim
n→∞

Sn−1

Sn

= 1− lim
n→∞

an
Sn

= 1,

所以幂级数
∞∑

n=0

Snx
n 的收敛半径是 1．因为 Snx

n ⩾ anx
n，所以由比较判别法知

∞∑
n=0

anx
n 的收

敛半径 R ⩾ 1．又因为
∞∑

n=0

an 发散，所以 R = 1．

2.

解 根据莱布尼茨判别法知这个级数是收敛的．因为

∞∑
n=1

(−1)n−1x3n−1

3n− 1
=

∞∑
n=1

∫ x

0

(−1)n−1t3n−2 dr =
∫ x

0

tdt
1 + t3

=
1√
3

arctan 2x− 1√
3

+
1

6
ln x2 − x+ 1

x2 + 2x+ 1
,

所以根据阿贝尔第二定理就有

∞∑
n=1

(−1)n−1

3n− 1
= lim

x→1−

1√
3

arctan 2x− 1√
3

+
1

6
ln x2 − x+ 1

x2 + 2x+ 1
=

√
3π − 3 ln 2

9
.

3.

证明 根据莱布尼茨判别法知这个级数是收敛的．因为

∞∑
n=0

(−1)nx4n+1

4n+ 1
=

∞∑
n=1

∫ x

0

(−t)4n dr =
∫ x

0

dt
1 + t4

=
1

4
√
2

(
2 arctan

√
2x

1− x2
+ ln x

2 +
√
2x+ 1

x2 −
√
2x+ 1

)
,
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284 第十五章 函数列与函数项级数

所以根据阿贝尔第二定理就有

∞∑
n=0

(−1)n

4n+ 1
= lim

x→1−

1

4
√
2

(
2 arctan

√
2x

1− x2
+ log x

2 +
√
2x+ 1

x2 −
√
2x+ 1

)
=
π + 2 ln(

√
2 + 1)

4
√
2

.

4.

证明 容易看出这个级数确实收敛．因为

1 +
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

(2n+ 1)2
=

∫ x

0

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

t2n

2n+ 1
dt =

∫ x

0

arcsin t
t

dt,

所以根据阿贝尔第二定理，

1 +
∞∑

n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!

1

(2n+ 1)2
=

∫ 1

0

arcsin t
t

dt x=sin t
=

∫ π/2

0

td ln sin t = −
∫ π/2

0

ln sin t dt = π

2
ln 2.

5.

证明 (1) 如果
∞∑

n=0

anR
n 收敛，那么根据阿贝尔第二定理就有 lim

x→R−

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n．

如果
∞∑

n=0

anR
n = +∞，那么对任意的 M > 0，存在 N > 0 使得

N∑
n=0

anR
n > 2M．于是当

R > x > R/ N
√
2 时

∞∑
n=0

anx
n ⩾

N∑
n=0

anx
n ⩾ 1

2

N∑
n=0

anR
n > M,

因此 lim
x→R−

∞∑
n=0

anx
n = +∞ =

∞∑
n=0

anR
n．

(2) 这是因为
∞∑

n=1

1

n
= lim

x→1−

∞∑
n=1

xn

n
= − lim

x→1−
ln(1− x) = +∞.

15.5 函数的幂级数展开式

1.

答 (1) ex2

=
∞∑

n=0

x2n

n!
．

(2) cos2 x =
1

2
(cos 2x+ 1) = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n22n−1

(2n)!
x2n．
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15.5 函数的幂级数展开式 285

(3) x12

1− x
= x12

∞∑
n=0

xn =
∞∑

n=0

xn+12．

(4) x

1 + x− 2x2
=

1

3(1− x)
− 1

3(1 + 2x)
=

1

3

∞∑
n=0

(1− (−2)n)xn．

(5) (1 + x)e−x = (1 + x)
∞∑

n=0

(−x)n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)n(1− n)

n!
xn．

2.

答 (1) (1 + x) ln(1 + x) = (1 + x)
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn = x+

∞∑
n=2

(−1)n

n(n− 1)
xn．

(2) x arctanx− ln
√
1 + x2 =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+2 − 1

2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
x2n =

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n(2n− 1)
x2n．

(3) x

(1− x)(1− x2)
=

1

2(1− x)2
− 1

4(1− x)
− 1

4(1 + x)
=

∞∑
n=0

2n+ 1− (−1)n

4
xn．

(4) (1 + x2) arctanx = (1 + x2)
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 = x+

∞∑
n=1

2(−1)n−1

4n2 − 1
x2n+1．

3.

答 (1) arcsinx =

∫ x

0

dt√
1− t2

=

∫ x

0

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
t2n dt =

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1．

(2) ln(x+
√
1 + x2) =

∫ x

0

dt√
1 + t2

=

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1．

(3)
∫ x

0

sin t
t

dt =
∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!(2n+ 1)
x2n+1．

4.

答 在

ln 1 + y

1− y
= 2

∞∑
n=0

y2n+1

2n+ 1

中取 y = (x− 1)/(x+ 1) 就得到

lnx = 2
∞∑

n=0

1

2n+ 1

(
x− 1

x+ 1

)2n+1

.

5.
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286 第十五章 函数列与函数项级数

答 在

y√
1− y

=
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
yn+1

中取 y = x/(1 + x) 就得到

x√
1 + x

=
∞∑

n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!

(
x

1 + x

)n+1

.

1.

证明 对每个 m ∈ N+，级数

∞∑
n=0

dm

dxm
sin 2nx

n!
=

∞∑
n=0

2mn sin(2nx+mπ/2)

n!

都是一致收敛的，所以 f(x) 可以逐项求导，从而

f (m)(0) =
∞∑

n=0

2mn sin(mπ/2)
n!

= e2m sin mπ
2

=

0, m = 2k

(−1)k−1e22k−1

, m = 2k − 1
,

进而 f(x) 在 x = 0 处的泰勒级数是

∞∑
n=1

(−1)n−1e22n−1

(2n− 1)!
x2n−1.

由

e22n+1

(2n+ 1)!
x2n+1

/
e22n−1

(2n− 1)!
x2n−1 =

e3×22n−1

2n(2n+ 1)
x2 → +∞ (n→ ∞)

可见当 x 6= 0 时这个泰勒级数的通项是不趋于零的，当然不收敛．

2.

证明 根据带积分型余项的泰勒公式，我们有

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

1

n!

∫ x

0

(x− t)nf (n+1)(t) dt.

利用变量替换 t = ux 我们有

Rn(x) =
1

n!

∫ x

0

(x− t)nf (n+1)(t) dt = xn+1

n!

∫ 1

0

f (n+1)(ux)(1− u)n du.
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15.5 函数的幂级数展开式 287

因为每个 f (n)(x) 都是非负的，所以每个 f (n)(x) 都是递增的，从而

0 ⩽ Rn(x) ⩽
xn+1

n!

∫ 1

0

f (n+1)(ur)(1− u)n du = (x/r)n+1Rn(r).

又因为

Rn(r) ⩽
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
rk +Rn(r) = f(r),

所以当 0 ⩽ x < r 时

0 ⩽ Rn(x) ⩽ (x/r)n+1Rn(r) ⩽ (x/r)n+1f(r) → 0 (n→ ∞),

因此 f 在 [0, r] 上可以展成泰勒级数．

3.

证明 当 |x| < 1 时

x+
x3

3
− x5

5
− x7

7
+ · · · =

∫ x

0

1 + t2

1 + t4
dt =

∫ x

0

d(t− 1/t)

(t− 1/t)2 + 2
=

1√
2

(
arctan x− 1/x√

2
+
π

2

)
.

由狄利克雷判别法知所求的级数是收敛的，因此根据阿贝尔第二定理就有

1 +
1

3
− 1

5
− 1

7
+

1

9
+

1

11
+ · · · = lim

x→1

1√
2

(
arctan x− 1/x√

2
+
π

2

)
=

√
2

4
π.

4.

证明 因为

ln
(
1 +

1

k

)
=

1

k
− 1

2

1

k2
+

1

3

1

k3
− · · · ,

所以

lnn =
n−1∑
k=1

ln
(
1 +

1

k

)
=

n−1∑
k=1

1

k
− 1

2

n−1∑
k=1

1

k2
+

1

3

n−1∑
k=1

1

k3
− · · · ,

进而

1

2

n−1∑
k=1

1

k2
− 1

3

n−1∑
k=1

1

k3
+

1

4

n−1∑
k=1

1

k4
− · · · =

n∑
k=1

1

k
− lnn− 1

n
,

或者

∞∑
n=2

(−1)n
Sn

n
−

(
1

2

∞∑
k=n

1

k2
− 1

3

∞∑
k=n

1

k3
+

1

4

∞∑
k=n

1

k4
− · · ·

)
=

n∑
k=1

1

k
− lnn− 1

n
→ γ (n→ ∞).
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又易见

0 ⩽ 1

2

∞∑
k=n

1

k2
− 1

3

∞∑
k=n

1

k3
+

1

4

∞∑
k=n

1

k4
− · · · ⩽ 1

2

∞∑
k=n

1

k2
→ 0 (n→ ∞),

所以
∞∑

n=2

(−1)n
Sn

n
= γ.

15.6 用多项式一致逼近连续函数

1.

证明 (1) 因为当 i > 0 时 Bn
i (0) = 0，所以 Bn(f ;n) = f(0)．因为当 i < n 时 Bn

i (1) = 0，

所以 Bn(f ;n) = f(1)．

(2) 这是因为当 x ∈ [0, 1] 时 Bn
i (x) ⩾ 0．

(3) 这是因为

B′
n(f ;x) = n

n−1∑
i=0

(
f

(
i+ 1

n

)
− f

(
i

n

))
Bn−1

i (x).

(4) 这是因为

B′′
n(f ;x) = n(n− 1)

n−2∑
i=0

(
f

(
i+ 2

n

)
− 2f

(
i+ 1

n

)
+ f

(
i

n

))
Bn−2

i (x).

2.

证明 (1) 因为 f 连续，所以存在在闭区间 [a, b] 上一致收敛于 f(x) 的多项式列 {fn(x)}，于

是函数列 {f(x)fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛于 f2(x)，从而

0 = lim
n→∞

∫ b

a

f(x)fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

f(x)fn(x) dx =

∫ b

a

f2(x) dx,

因此 f(x) ≡ 0．

(2) 根据第 (1) 题知 xNf(x) ≡ 0，因此 f(x) ≡ 0．

3.

证明 因为

0 =

∫ 1

0

f(x)xkn dx =
1

k

∫ 1

0

x1/kf(x1/k)xn−1 dx,

所以 x1/kf(x1/k) ≡ 0，进而 f(x) ≡ 0．

4.
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证明 (1) 因为

0 =

∫ 1

−1

x2n+1f(x) dx = −
∫ 1

−1

x2n+1f(−x) dx,

所以

0 =

∫ 1

−1

x2n+1(f(x)− f(−x)) dx = 2

∫ 1

0

x(f(x)− f(−x))x2n dx,

由第 3题知 x(f(x)− f(−x)) ≡ 0，因此 f(x) 是偶函数．

(2) 类似地，由

0 =

∫ 1

−1

x2n(f(x) + f(−x)) dx = 2

∫ 1

0

(f(x) + f(−x))x2n dx

知 f(x) + f(−x) ≡ 0，即 f(x) 是奇函数．

5.

证明 设 {fn(x)} 是一个在 (−∞,∞) 上一致收敛于 f(x) 的多项式列，那么存在 N > 0 使

得当 n ⩾ N 时对所有的 x 都有

|fn(x)− fN (x)| ⩽ 1,

这意味着 fn(x) 与 fN (x) 只相差一个常数．于是

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = fN (x) + lim
n→∞

fn(0)− fN (0) = fN (x)− fN (0) + f(0),

由此可见 f(x) 是多项式．

6.

证明 作函数

g(x) =

f(1/x), 0 < x ⩽ 1

l, x = 0
,

那么 g(x) 是 [0, 1] 上的连续函数．由魏尔斯特拉斯逼近定理知对任意的 ε > 0，存在多项式 P (x)

使得对一切的 x ∈ [0, 1] 都有 |g(x)− P (x)| < ε，于是对 x ⩾ 1 就有

ε > |g(1/x)− P (1/x)| = |f(x)− P (1/x)|.

1.

证明 (1) 这是因为∫ 1

0

(1− x2)n dx >
∫ 1/

√
n

−1/
√
n

(1− nx2) dx =
4

3
√
n
>

1√
n
.
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(2) 由 ∫ 1

−1

f(x+ t)Qn(t) dt =
∫ 1+x

−1+x

f(u)Qn(u− x) du =

∫ 1

0

f(u)Qn(u− x) du

便可以看出 Pn(x) 是一个多项式．因为 f(x) 在 [0, 1] 上一致连续，而当 x 6∈ (0, 1) 时 f(x) = 0，所

以 f(x) 在 R 上一致连续，进而对任意的 ε > 0，存在 δ > 0 使得当 |x−y| < δ 时 |f(x)−f(y)| ⩽
ε/2．这样

|Pn(x)− f(x)| ⩽
(∫ −δ

−1

+

∫ δ

−δ

+

∫ 1

δ

)
|f(x+ t)− f(x)|Qn(t) dt

⩽ 4M

∫ 1

δ

Qn(t) dt+ ε

2

∫ 1

−1

Qn(t) dt

⩽ 4M
√
n(1− δ2)n +

ε

2
,

其中 M = max
x∈[0,1]

|f(x)|．于是当 n 足够大时对一切的 x 都有 |Pn(x)− f(x)| < ε，即 {Pn(x)} 一

致收敛于 f(x)．

(3) 设 g(x) = f(x)−f(0)−x(f(1)−f(0))，那么 g(0) = g(1) = 0，从而存在多项式列 {Pn(x)}
一致收敛于 g(x)，于是 {Pn(x)+x(f(1)−f(0))+f(0)} 就是一个一致收敛于 f(x) 的多项式列．

2.

证明 根据拉格朗日中值定理，存在 ξi : i/n < ξi < (i+ 1)/n 使得

B′
n(f ;x) = n

n−1∑
i=0

(
f

(
i+ 1

n

)
− f

(
i

n

))
Bn−1

i (x) =
n−1∑
i=0

f ′(ξi)B
n−1
i (x),

所以

|B′
n(f ;x)− f ′(x)| ⩽

n−1∑
i=0

∣∣∣∣f ′(ξi)− f ′
(

i

n− 1

)∣∣∣∣Bn−1
i (x) +

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

f ′
(

i

n− 1

)
Bn−1

i (x)− f ′(x)

∣∣∣∣∣ .
对任意的 ε > 0，因为 f ′(x) 在 [0, 1] 上连续，所以一致连续，进而当 n 足够大时对每个 i 都有

|f ′(ξi)− f ′(i/(n− 1))| < ε．又伯恩斯坦多项式
n−1∑
i=0

f ′
(

i

n− 1

)
Bn−1

i (x) 一致收敛于 f ′(x)，所以当

n 足够大时

|B′
n(f ;x)− f ′(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

因此 {B′
n(f ;x)} 一致收敛于 f ′(x)．

3.
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证明 对每个 n，由魏尔斯特拉斯逼近定理知存在多项式 Pn(x) 使得对一切的 x ∈ [a, b] 都有∣∣∣∣Pn(x)−
(
f(x)− 3

2n+2

)∣∣∣∣ < 1

2n+2
,

或者

f(x)− 1

2n
< Pn(x) < f(x)− 1

2n+1
,

因此 Pn−1(x) < f(x) − 1/2n < Pn(x)．这样就得到了一列递增地一致收敛于 f(x) 的多项式

{Pn(x)}．

15.7 幂级数在组合学中的应用

1.

证明 因为

(1− x)−n =

∞∑
k=0

(
−n
k

)
(−x)k =

∞∑
k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
xk,

所以

∞∑
m=0

(
m+ n

n

)
xm = (1− x)−n−1 = (1− x)−n

∞∑
k=0

xk =
∞∑

m=0

(
m∑

k=0

(
k + n− 1

n− 1

))
xm,

因此
m∑

k=0

(
k + n− 1

n− 1

)
=

(
m+ n

n

)
.

这个等式叫做朱世杰恒等式．

注意

2.

证明 这是因为

(1− 4x)−1/2 =
∞∑

n=0

(
−1/2

n

)
(−4x)n =

∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn. (15.1)

3.

证明 这是因为

∞∑
n=0

22nxn =
1

1− 4x
=

∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

))
xn.



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

292 第十五章 函数列与函数项级数

4.

证明 在(15.1)式两端求导，有

2(1− 4x)−3/2 =
∞∑

n=0

n

(
2n

n

)
xn−1,

或者

2x(1− 4x)−3/2 =
∞∑

n=0

n

(
2n

n

)
xn.

于是

∞∑
n=0

n22n−1xn =
2x

(1− 4x)2
=

∞∑
n=0

n

(
2n

n

)
xn

∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

k

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

))
xn,

因此
n∑

k=0

k

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= n22n−1.

5.

证明 因为

k

(
n

k

)(
m

k

)
= m

(
n

k

)(
m− 1

k − 1

)
= m

(
n

k

)(
m− 1

m− k

)
,

而根据 (1 + x)n(1 + x)m−1 = (1 + x)n+m−1 我们有

n∑
k=0

(
n

k

)(
m− 1

m− k

)
=

(
n+m− 1

m

)
=

(
n+m− 1

n− 1

)
,

所以
n∑

k=0

k

(
n

k

)(
m

k

)
= m

(
n+m− 1

n− 1

)
.

6.

证明 (1) 中学知识，略．

(2) 中学知识，略．

(3) 注意到递推式可以写成

an
2n

− 1 =
an−1

2n−1
− 1− 1

4

(an−2

2n−2
− 1
)
,

接下来是容易的．
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1.

证明 因为

(1− 4x)1/2 =
∞∑

n=0

(
1/2

n

)
(−4x)n =

∞∑
n=0

1

1− 2n

(
2n

n

)
xn,

所以
∞∑

n=0

(
2n

n

)
xn = (1− 4x)−1/2 = (1− 4x)1/2

∞∑
k=0

(4x)k =
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

22n−2k

1− 2k

(
2k

k

))
xn,

因此
n∑

k=0

1

1− 2k

(
2k

k

)
22n−2k =

(
2n

n

)
.

2.

证明 注意到

∞∑
n=0

⌊n/2⌋∑
k=0

(
n− k

k

)
xn =

∞∑
k=0

∞∑
n=2k

(
n− k

k

)
xn =

∞∑
k=0

x2k
∞∑

n=0

(
n+ k

k

)
xn

=
∞∑
k=0

x2k
∞∑

n=0

(
−k − 1

n

)
(−x)n =

∞∑
k=0

x2k

(1− x)k+1
=

1

1− x

∞∑
k=0

(
x2

1− x

)k

=
1

1− x− x2
,

于是此题归结为原书 260页例 3．

3.

证明 与第 2题类似地交换求和次序，我们有

∞∑
n=0

⌊n/2⌋∑
k=0

(
n− k

k

)
αkxn =

∞∑
k=0

(αx2)k
∞∑

n=0

(
n+ k

k

)
xn =

∞∑
k=0

(αx2)k

(1− x)k+1
=

1

1− x− αx2
.

令

r1 =
−1 +

√
1 + 4α

2α
, r2 =

−1−
√
1 + 4α

2α
,

那么

1

1− x− αx2
=

1

α(r2 − r1)

(
1

x− r1
− 1

x− r2

)
=

∞∑
n=0

(
1

α(r2 − r1)

(
1

rn+1
2

− 1

rn+1
1

))
xn,

因此
⌊n/2⌋∑
k=0

(
n− k

k

)
αk =

1

α(r2 − r1)

(
1

rn+1
2

− 1

rn+1
1

)
. (15.2)
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4.

证明 在(15.2)式中分别取 α 为 2 和 −1 即可．

5.

证明 因为

(1 + x)n

1− x
= (1 + x)n

∞∑
m=0

xm =
∞∑

m=0

((
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

m

))
xm,

其中规定当 m > n 时
(
n
m

)
= 0，所以

(1 + x)2n

(1− x)2
=

∞∑
m=1

(
m−1∑
k=0

((
m

0

)
+

(
m

1

)
+ · · ·+

(
m

k

))((
m

k + 1

)
+

(
m

k + 2

)
+ · · ·+

(
m

m

)))
xm−1.

又

(1 + x)2n

(1− x)2
= (1 + x)2n

∞∑
m=0

(m+ 1)xm =
∞∑

m=1

(
m−1∑
l=0

(
2m

l

)
(m− l)

)
xm−1,

从而

n−1∑
k=0

((
n

0

)
+

(
n

1

)
+ · · ·+

(
n

k

))((
n

k + 1

)
+

(
n

k + 2

)
+ · · ·+

(
n

n

))
=

n−1∑
l=0

(
2n

l

)
(n− l).

事实上
n−1∑
l=0

(
2n

l

)
(n− l) = n

n−1∑
l=0

(
2n

l

)
−

n−1∑
l=0

l

(
2n

l

)
= n

n−1∑
l=0

(
2n

l

)
− 2n

n−1∑
l=0

(
2n− 1

l − 1

)

=
n

2

(
22n −

(
2n

n

))
− n

(
22n−1 −

(
2n− 1

n− 1

)
−
(
2n− 1

n

))
=
n

2

(
2n

n

)
.

15.8 从两个著名的例子谈起

证明 任取 (a, b, c) ∈ [0, 1]3，把 a, b, c 用二进制小数表示为

a =

∞∑
n=1

an
2n
, b =

∞∑
n=1

bn
2n
, c =

∞∑
n=1

cn
2n
.

作数列 {ηn}，使得

η3n−2 = an, η3n−1 = bn, η3n = cn.

取 t0 =
∞∑

n=1

2ηn/3
n，那么仍有 φ(3kt0) = ηk+1．由此可见

x(t0) = a, y(t0) = b, z(t0) = c,

这意味着这条空间曲线经过 [0, 1]3 中的每一点．
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第十六章 反常积分

16.1 非负函数无穷积分的收敛判别法

1.

答 (1) 发散，因为当 x→ +∞ 时 x/(1 + x2) ∼ 1/x．

(2) 收敛，因为当 x→ +∞ 时 (3x3 − 2)/(x5 − x3 + 1) ∼ 3/x2．

(3) 收敛，因为当 x→ +∞ 时 1/(x
√
x2 + 1) ∼ 1/x2．

(4) 因为 ∫ +∞

e

dx
x lnp x

=

∫ +∞

e

d lnx
lnp x

=

∫ +∞

1

dx
xp
,

所以该无穷积分当 p > 1 时收敛，当 p ⩽ 1 时发散．

(5) 收敛，因为当 x→ +∞ 时 xs−1e−x = o(e−x/2)．

(6) 收敛，因为当 x→ +∞ 是 lnp x/(1 + x2) = o(x−3/2)．

2.

证明 利用柯西收敛准则和积分中值定理，我们有

0 = lim
x→+∞

∫ x+1

x

f(t) dt = lim
x→+∞

f(ξx) = lim
x→+∞

f(x) = b.

3.

证明 因为被积函数是正的，所以只要证明级数

∞∑
n=1

∫ (n+1)π

nπ

x dx
1 + xα cos2 x

收敛．事实上∫ (n+1)π

nπ

x dx
1 + xα cos2 x ⩽ (n+ 1)π

∫ (n+1)π

nπ

dx
1 + nα cos2 x = 2(n+ 1)π

∫ π/2

0

dx
1 + nα cos2 x

295
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⩽ 2(n+ 1)π

∫ π/2

0

dx
sin2 x+ nα cos2 x

=
2(n+ 1)π

nα/2

∫ π/2

0

−d(nα/2 cotx)
1 + nα cot2 x

=
2(n+ 1)π

nα/2

∫ 0

+∞

−dx
1 + x2

=
(n+ 1)π2

nα/2
<

2π2

nα/2−1
.

4.

证明 根据海涅归结原理，无穷积分
∫ +∞

a

f(x) dx 收敛于 I 的充要条件是对任意递增趋于

+∞ 的数列 {An} (A1 = a) 成立

I = lim
n→∞

∫ An+1

a

f(x) dx =
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f(x) dx.

16.2 无穷积分的狄利克雷和阿贝尔收敛判别法

1.

答 (1) 因为
∫ A

0

cosx dx 有界，
√
x

1 + x
当 x > 1 时递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知

该积分收敛．

(2) 因为
∫ A

0

sin(a+ 2)x dx 有界，
1

1 + xα
递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知该积分收

敛．

(3) 发散，因为 ∫ +∞

1

cos2 x
x

dx =
1

2

∫ +∞

1

dx
x

+
1

2

∫ +∞

1

cos 2x
x

dx,

由狄利克雷判别法知其中的
∫ +∞

1

cos 2x
x

dx 收敛，而
∫ +∞

1

dx
x

发散．

(4) 因为
∫ A

0

(btc − t+ 1/2) dt 有界，而
1

t+ x
递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知该积

分收敛．

(5) 发散，因为∫ ∞

0

btc − t+ a

t+ x
dt =

∫ ∞

0

btc − t+ 1/2

t+ x
dt+

∫ ∞

0

a− 1/2

t+ x
dt.

2.

证明 (1) 由狄利克雷判别法知该积分收敛．因为∣∣∣∣√x sinx
1 + x

∣∣∣∣ ⩾ √
x sin2 x

1 + x
=

√
x

2(1 + x)
−

√
x cos 2x

2(1 + x)
,
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由狄利克雷判别法知
∫ +∞

0

√
x cos 2x
1 + x

dx 收敛，但是
∫ +∞

0

√
x

1 + x
dx 发散，所以原积分条件收敛．

(2) 因为 ∣∣∣∣ cos(1− 2x)√
x3 3

√
x2 + 1

∣∣∣∣ ⩽ 1√
x3 3

√
x2 + 1

∼ 1

x13/6
(x→ +∞),

所以原积分绝对收敛．

(3) 由狄利克雷判别法知该积分收敛．因为∣∣∣∣ sinx
3
√
x2 + x+ 1

∣∣∣∣ ⩾ sin2 x
3
√
x2 + x+ 1

=
1

2 3
√
x2 + x+ 1

− cos 2x
2 3
√
x2 + x+ 1

,

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

0

cos 2x
3
√
x2 + x+ 1

dx 收敛，但是
∫ +∞

0

dx
3
√
x2 + x+ 1

发散，所以原积分条件

收敛．

(4) 由狄利克雷判别法知该积分收敛．因为∣∣∣∣ sinx
x lnx

∣∣∣∣ ⩾ sin2 x

x lnx =
1

2x lnx − cos 2x
2x lnx,

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

2

cos 2x
x lnx dx 收敛，但是

∫ +∞

2

dx
x lnx 发散，所以原积分条件收敛．

3.

证明 这是因为

0 = lim
A→+∞

∫ A

A/2

f(x) dx ⩾ lim
A→+∞

∫ A

A/2

f(A) dx = lim
A→+∞

1

2
Af(A) ⩾ 0.

4.

证明 因为

f(x) sin2 x =
1

2
f(x)− 1

2
f(x) cos 2x,

而由狄利克雷判别法知
∫ +∞

a

f(x) cos 2x dx 收敛，所以
∫ +∞

a

f(x) dx 与
∫ +∞

a

f(x) sin2 x dx 的

收敛性相同．

5.

证明 设 F (x) =

∫ x

a

f(t) dt，那么根据积分第一中值定理知存在 ξ ∈ [a, b] 使得∫ b

a

f(x)g(x) dx = F (x)g(x)|ba −
∫ b

a

F (x)g′(x) dt = F (b)g(b)− F (a)g(a)− F (ξ)

∫ b

a

g′(x) dx

= g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx.
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6.

证明 当 n−m > 1 时，因为∣∣∣∣Pm(x)

Pn(x)
sinx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣Pm(x)

Pn(x)

∣∣∣∣ = O

(
1

xn−m

)
(x→ +∞),

所以原积分绝对收敛．

当 0 < n −m ⩽ 1 时，因为
∫ A

a

sinx dx 有界，当 x 足够大时
Pm(x)

Pn(x)
递减地趋于零，所以

由狄利克雷判别法知原积分收敛．由于∣∣∣∣Pm(x)

Pn(x)
sinx

∣∣∣∣ ⩾ |Pm(x)|
Pn(x)

sin2 x =
|Pm(x)|
2Pn(x)

− |Pm(x)|
2Pn(x)

cos 2x,

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

a

|Pm(x)|
Pn(x)

cos 2x dx 收敛，但是
∫ +∞

a

|Pm(x)|
Pn(x)

dx 发散，所以原积分条件

收敛．

当 n−m ⩽ 0 时，存在 m−n 次多项式 Pm−n(x) 和次数不超过 n− 1 的多项式 Pk(x) 使得

Pm(x)

Pn(x)
= Pm−n(x) +

Pk(x)

Pn(x)
.

因为
∫ +∞

a

Pk(x)

Pn(x)
sinx dx 收敛但是

∫ +∞

a

Pm−n(x) sinx dx 发散，所以原积分发散．

7.

证明 根据牛顿–莱布尼茨公式有

lim
x→+∞

f(x) = f(a) + lim
x→+∞

∫ x

a

f ′(t) dt = f(a) +

∫ +∞

a

f ′(x) dx,

这说明 lim
x→+∞

f(x) 存在．根据练习题 16.1的第 2题知 lim
x→+∞

f(x) = 0．

1.

证明 注意到
sinx

xα + sinx =
sinx
xα

− sin2 x

xα(xα + sinx) .

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

sinx
xα

dx 是收敛的．因为

sin2 x

xα(xα + sinx) ⩾ sin2 x

xα(xα + 1)
=

1

2xα(xα + 1)
− cos 2x

2xα(xα + 1)
,
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由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

cos 2x
2xα(xα + 1)

dx 是收敛的，而
∫ +∞

1

dx
2xα(xα + 1)

发散，所以由比较判

别法知
∫ +∞

1

sin2 x

xα(xα + sinx) dx 发散．因此原积分也发散．

2.

证明 对任意的 ε > 0，存在 A > 0 使得当 x ⩾ A 时 a− ε < f(x) < A+ ε，于是由

t

∫ +∞

0

e−txf(x) dx = t

(∫ A

0

+

∫ +∞

A

)
e−txf(x) dx = t

∫ A

0

e−txf(x) dx+

∫ +∞

At

e−xf
(x
t

)
dx

知

a− ε ⩽ lim
t→0+

t

∫ +∞

0

e−txf(x) dx ⩽ lim
t→0+

t

∫ +∞

0

e−txf(x) dx ⩽ a+ ε.

由 ε 的任意性知 lim
t→0+

t

∫ +∞

0

e−txf(x) dx = a．

16.3 瑕积分的收敛判别法

1.

答 (1) 因为 ∫ +∞

0

xα

1 + xβ
dx =

∫ 1

0

xα

1 + xβ
dx+

∫ +∞

1

xα

1 + xβ
dx,

而
∫ 1

0

xα

1 + xβ
dx 当 α > −1 收敛，

∫ +∞

1

xα

1 + xβ
dx 当 β − α > 1 时收敛，所以原积分当 −1 <

α < β − 1 时收敛．

(2) 因为 ∫ +∞

0

ln(1 + x)

xα
dx =

∫ 1

0

ln(1 + x)

xα
dx+

∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx,

而
∫ 1

0

ln(1 + x)

xα
dx 当 α < 2 时收敛，

∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx 当 α > 1 时收敛，所以原积分当 1 <

α < 2 时收敛．

(3) 因为 ∫ +∞

0

dx
xp + xq

dx =

∫ 1

0

dx
xp + xq

+

∫ +∞

1

dx
xp + xq

,

所以易见当 min{p, q} < 1 < max{p, q} 是原积分收敛．

(4) 因为

lim
x→0

√
x

esin x − 1

/√
x = 0,
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300 第十六章 反常积分

所以原积分收敛．

(5) 因为

lim
x→0+

∣∣∣∣ ln sinx√
x

∣∣∣∣/ 1

x3/4
= lim

x→0+
x1/4| ln sinx| = 0,

所以原积分绝对收敛，从而收敛．

(6) 因为 ∫ +∞

0

dx
xp lnq x

=

(∫ 1/2

0

+

∫ 1

1/2

+

∫ 2

1

+

∫ +∞

2

)
dx

xp lnq x
,

其中的
∫ 1

1/2

dx
xp lnq x

和
∫ 2

1

dx
xp lnq x

当 q < 1 时收敛，
∫ +∞

2

dx
xp lnq x

当 p > 1 时收敛，
∫ 1/2

0

dx
xp lnq x

=∫ +∞

2

dx
(−1)qx2−p lnq x

当 p < 1 时收敛．因此原积分发散．

(7) 因为∫ +∞

0

sinxα dx =
1

α

∫ +∞

0

sinx
x1−1/α

dx =
1

α

∫ 1

0

sinx
t1−1/α

dx+
1

α

∫ +∞

1

sinx
t1−1/α

dx,

而由比较判别法知
∫ 1

0

sinx
t1−1/α

dx 绝对收敛，由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

sinx
t1−1/α

dx 收敛，因此原积

分收敛．

2.

答 (1) 因为∫ +∞

0

xp sinxq dx =
1

q

∫ +∞

0

x(p+1)/q−1 sinx dx =
1

q

(∫ 1

0

+

∫ +∞

1

)
x(p+1)/q−1 sinx dx,

而
∫ 1

0

x(p+1)/q−1 sinx dx 当 (p+1)/q−1 > −2 时收敛，
∫ +∞

1

x(p+1)/q−1 sinx dx 当 (p+1)/q−1 < 0

时收敛，所以原积分当 −1 < (p+ 1)/q < 1 时收敛．

由比较判别法知原积分当 −1 < (p+ 1)/q < 0 时绝对收敛．

当 0 ⩽ (p+ 1)/q < 1 时，因为

|x(p+1)/q−1 sinx| ⩾ x(p+1)/q−1 sin2 x =
1

2
x(p+1)/q−1 − 1

2
x(p+1)/q−1 cos 2x,

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

x(p+1)/q−1 cos 2x dx 收敛，而
∫ +∞

1

x(p+1)/q−1 dx 发散，从而原积分条

件收敛．

(2) 因为 ∫ +∞

0

xp sinx
1 + xq

dx =

∫ 1

0

xp sinx
1 + xq

dx+

∫ +∞

1

xp sinx
1 + xq

dx,
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而
∫ 1

0

xp sinx
1 + xq

dx 当 p > −2 时收敛，
∫ +∞

1

xp sinx
1 + xq

dx 当 p < q 时收敛，所以原积分当 −2 < p < q

时收敛．

由比较判别法知原积分当 −2 < p < q − 1 时收敛．

当 p > −2 且 q − 1 ⩽ p < q 时，因为∣∣∣∣xp sinx
1 + xq

∣∣∣∣ ⩾ xp sin2 x

1 + xq
=

xp sinx
2(1 + xq)

− xp cos 2x
2(1 + xq)

,

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

xp cos 2x
1 + xq

dx 收敛，而
∫ +∞

1

xp

1 + xq
dx 发散，从而原积分条件收敛．

1.

证明 把积分写成∫ +∞

0

sin(x+ 1/x)

xα
dx =

∫ 1

0

sin(x+ 1/x)

xα
dx+

∫ +∞

1

sin(x+ 1/x)

xα
dx = I1 + I2.

当 α ⩽ 0 时 I1 是正常积分，而由∫ (2k+1/2)π−1

2kπ

sin(x+ 1/x)

xα
dx ⩾

∫ (2k+1/2)π−1

2kπ

sinx
xα

dx ⩾
∫ (2k+1/2)π−1

2kπ

sinx
(2kπ)α

dx

=
1− sin 1

(2kπ)α
⩾ (1− sin 1)

知 I2 发散，从而原积分发散．

当 0 < α < 2 时，注意到

I2 =

∫ +∞

1

(1− 1/x2) sin(x+ 1/x) dx
xα(1− 1/x2)

,

因为 ∫ A

1

(
1− 1

x2

)
sin
(
x+

1

x

)
dx =

∫ A

1

sin
(
x+

1

x

)
d
(
x+

1

x

)
=

∫ A+1/A

2

sinx dx

是有界的，而 1/(xα(1− 1/x2)) 递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知 I2 收敛．由于

I1 =

∫ 1

0

sin(x+ 1/x)

xα
dx =

∫ +∞

1

sin(x+ 1/x)

x2−α
dx,

所以 I1 也是收敛的．因此原积分收敛．

当 α ⩾ 2 时，从 ∫ +∞

0

sin(x+ 1/x)

xα
dx =

∫ +∞

0

sin(x+ 1/x)

x2−α
dx
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302 第十六章 反常积分

知原积分发散．

因此原积分仅当 0 < α < 2 时收敛．此外，由∣∣∣∣sin(x+ 1/x)

xα

∣∣∣∣ ⩾ sin2(x+ 1/x)

xα
=

1

2xα
− cos 2(x+ 1/x)

2xα

知原积分是条件收敛的．

2.

证明 不妨设 f(x) 是递增的，那么∫ k/n

(k−1)/n

f(x) dx ⩽ 1

n
f

(
k

n

)
⩽
∫ (k+1)/n

k/n

f(x) dx,

从而 ∫ 1−1/n

0

f(x) dx ⩽ 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
⩽
∫ 1

1/n

f(x) dx,

因此

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0

f(x) dx.

3.

答 不成立．

4.

证明 这是因为

lim
n→∞

1α−1 + 2α−1 + · · ·+ nα−1

nα
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

(
k

n

)α−1

=

∫ 1

0

xα−1 dx =
1

α
.

5.

证明 考虑到∫ A

B

(f(x+ η)− f(x)) dx = η(a− b) +

∫ A+η

A

(f(x)− a) dx−
∫ B+η

B

(f(x)− b) dx,

于是对任意的 ε > 0，可以选取足够大的 A 和足够小的 B 使得在 [A,A+ η] 和 [B,B + η] 上分

别成立 |f(x)− a| < ε 和 |f(x)− b| < ε，于是∣∣∣∣∫ A

B

(f(x+ η)− f(x)) dx− η(a− b)

∣∣∣∣ < 2ηε.
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上式当 A 更大或 B 更小时当然也成立，因此∫ +∞

−∞
(f(x+ η)− f(x)) dx = η(a− b).

6.

证明 (1) 使用积分第一中值定理，我们有∫ ∆

δ

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ ∆

δ

f(ax)

x
dx−

∫ ∆

δ

f(bx)

x
dx =

∫ a∆

aδ

f(x)

x
dx−

∫ b∆

bδ

f(x)

x
dx

=

∫ a∆

b∆

f(x)

x
dx−

∫ aδ

bδ

f(x)

x
dx = f(Ξ)

∫ a∆

b∆

dx
x

− f(ξ)

∫ aδ

bδ

dx
x

= (f(Ξ)− f(ξ)) ln a
b
,

其中 Ξ 介于 a∆ 和 b∆ 之间而 ξ 介于 aδ 和 bδ 之间，因此∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = (f(+∞)− f(0)) ln a

b
= (f(0)− f(+∞)) ln b

a
.

(2) 这是因为

lim
∆→+∞

∫ a∆

b∆

f(x)

x
dx = 0.

(3) 这是因为

lim
δ→0+

∫ aδ

bδ

f(x)

x
dx = 0.

这是傅汝兰尼a积分，应当作为结论熟记．

aGiuliano Frullani (Livorno, 23 febbraio 1795–Firenze, 25 maggio 1834) è stato un matematico e ingegnere italiano.——

《维基百科》

注意

7.

答 不难直接写出
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = ln b

a
和
∫ +∞

0

cos ax− cos bx
x

dx = ln b

a
．

16.4 反常重积分

1.
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304 第十六章 反常积分

证明 (1) 因为∫∫
R2

dxdy
(1 + |x|p)(1 + |y|q)

= 4

∫∫
R2

+

dxdy
(1 + xp)(1 + yq)

= 4

∫ +∞

0

dx
1 + xp

∫ +∞

0

dy
1 + yq

,

所以仅当 p > 1 且 q > 1 时原积分收敛．

(2) 因为
1

(2 + x2)p
⩽ 1

(1 + x2 + y2)
⩽ 1

(1 + x2)p
,

所以原积分仅当 p > 1/2 时收敛．

(3) 作变量替换 x = r2/α cos2/α θ

y = r2/β sin2/β θ
,

那么其雅可比行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

4r2/α+2/β−1 cos2/α−1 θ sin2/β−1 θ

αβ
,

于是 ∫∫
D

dxdy
(xα + yβ)m

=
4

αβ

∫ π/2

0

cos2/α−1 θ sin2/β−1 θ dθ
∫ +∞

1

dr
r1+2m−2/α−2/β

.

因此原积分仅当 m > 1/α+ 1/β 时收敛．

(4) 取 ∆ = {(x, y) : 0 ⩽ x ⩽ 1, y ⩾ 1} ⊂ D，那么原积分的敛散性与
∫∫

∆

dxdy
(x+ y)p

相同．在

∆ 上有
1

(1 + y)p
⩽ 1

(x+ y)p
⩽ 1

yp
,

因此原积分仅当 p > 1 时收敛．

(5) 使用极坐标变换得到∫∫
x2+y2⩽1

dxdy
(1− x2 − y2)p

=

∫ 2π

0

dθ
∫ 1

0

r dr
(1− r2)p

= π

∫ 1

0

dx
(1− x)p

,

因此原积分仅当 p < 1 时收敛．

(6) 作变量替换 x = r2/α cos2/α θ

y = r2/β sin2/β θ
,

那么其雅可比行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

4r2/α+2/β−1 cos2/α−1 θ sin2/β−1 θ

αβ
,
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于是 ∫∫
D

dxdy
(1− xα − yβ)p

=
4

αβ

∫ π/2

0

cos2/α−1 θ sin2/β−1 θ dθ
∫ 1

0

r2/α+2/β−1dr
(1 + r)p(1− r)p

,

因此原积分仅当 p < 1 时收敛．

(7) 不难算出 ∫ 1

ε

dx
∫ 1

δ

x− y

(x+ y)3
dy =

δ(ε− 1)

(δ + 1)(δ + ε)
+

1

ε+ 1
− 1

2
.

如果先令 ε → 0 再令 δ → 0，那么上式变为 −1/2；如果先令 δ → 0 再令 ε → 0，那么上式变为

1/2．因此原积分发散．

(8) 收敛？？？？？？？？？？？？

2.

证明 (1) 由对称性知∫ +∞

0

dy
∫ +∞

0

sin(x2 + y2) dx =

∫ +∞

0

dx
∫ +∞

0

sin(x2 + y2) dy.

利用菲涅尔积分 ∫ +∞

0

sinx2 dx =

∫ +∞

0

cosx2 dx =

√
2π

4
,

我们得到 ∫ +∞

0

dy
∫ +∞

0

sin(x2 + y2) dx =

∫ +∞

0

dy
∫ +∞

0

(sinx2 cos y2 + cosx2 sin y2) dx

=

√
2π

4

∫ +∞

0

(cos y2 + sin y2) dy =
π

4
.

(2) 这是因为∫∫
DR

sin(x2 + y2) dxdy =

∫ π/2

0

dθ
∫ R

0

r sin r2 dr = π

4

∫ R2

0

sinx dx =
π

4
(1− cosR2).

3.

答 (1)
∫∫

D

dxdy
(1 + x+ y)3

=

∫ +∞

0

dy
∫ +∞

0

dx
(1 + x+ y)3

=

∫ +∞

0

dy
2(1 + y)2

=
1

2
．

(2)
∫∫

D

dxdy
ex + ey =

∫ +∞

0

dy
∫ +∞

0

dx
ex + ey =

∫ +∞

0

ln(1 + ey)
ey dy = 2 ln 2．

(3)
∫∫

D

dxdy
(x+ y)p

=

∫ 1

0

dx
∫ +∞

1−x

dy
(x+ y)p

=

∫ 1

0

dx
p− 1

=
1

p− 1
．

(4)
∫∫

D

dxdy
xpyq

=

∫ +∞

1

dx
∫ +∞

1/x

dy
xpyq

=

∫ +∞

1

xq−p−1

p− 1
dx =

1

(p− q)(p− 1)
．
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(5)
∫∫

x2+y2⩽1

dxdy√
1− x2 − y2

=

∫ 2π

0

dθ
∫ 1

0

r dr√
1− r2

= 2π．

(6)
∫∫

D

e−(x+y)dxdy =

∫ +∞

0

dx
∫ +∞

x

e−(x+y) dy =

∫ +∞

0

e−2x dx =
1

2
．

(7)
∫∫

R2

e−(x2+y2) cos(x2+y2) dxdy =

∫ 2π

0

dθ
∫ +∞

0

re−r2 cos r2 dr = π

∫ +∞

0

e−r cos r dr = π

2
=∫∫

R2

e−(x2+y2) sin(x2 + y2) dxdy．

(8)
∫∫

x2+y2⩽1

ln 1√
x2 + y2

dxdy =

∫ 2π

0

dθ
∫ 1

0

r ln 1

r
dr = π

2
．
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17.1 周期函数的傅里叶级数

1.

证明 这是因为

ak =
1

π

∫ π

−π

Tn(x) cos kx dx = αk, bk =
1

π

∫ π

−π

Tn(x) sin kx dx = βk.

2.

证明 (1) 这是因为

a2n−1 =
1

π

(∫ 0

−π

+

∫ π

0

)
f(x) cos(2n− 1)x dx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos(2n− 1)x dx+
1

π

∫ 0

−π

f(x+ π) cos(2n− 1)(x+ π) dx = 0,

b2n−1 =
1

π

(∫ 0

−π

+

∫ π

0

)
f(x) sin(2n− 1)x dx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin(2n− 1)x dx+
1

π

∫ 0

−π

f(x+ π) sin(2n− 1)(x+ π) dx = 0.

(2) 这是因为

a2n =
1

π

(∫ 0

−π

+

∫ π

0

)
f(x) cos 2nx dx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos 2nx dx+
1

π

∫ 0

−π

f(x+ π) cos 2n(x+ π) dx = 0,

b2n =
1

π

(∫ 0

−π

+

∫ π

0

)
f(x) sin 2nx dx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin 2nx dx+
1

π

∫ 0

−π

f(x+ π) sin 2n(x+ π) dx = 0.

307
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3.

证明 这是因为

ãn =
1

π

∫ π

−π

f(x+ h) cosnx dx =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosn(x− h) dx

=
1

π

∫ π

−π

f(x)(cosnh cosnx+ sinnh sinnx) dx = an cosnh+ bn sinnh,

b̃n =
1

π

∫ π

−π

f(x+ h) sinnx dx =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinn(x− h) dx

=
1

π

∫ π

−π

f(x)(cosnh sinnx− sinnh cosnx) dx = bn cosnh− an sinnh.

4.

证明 由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) 在 R 上一致收敛于

一个周期为 2π 的函数 S(x)．通过逐项积分知 S(x) 的傅里叶系数就是 an 和 bn，因此
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) 就是 S(x) 的傅里叶级数．

5.

解 利用黎曼–勒贝格引理，

lim
λ→+∞

∫ 1

0

lnx cos2 λx dx =
1

2

∫ 1

0

lnx dx+
1

2
lim

λ→+∞

∫ 1

0

lnx cos 2λx dx =
1

2

∫ 1

0

lnx dx = −1

2
.

6.

证明 根据黎曼–勒贝格引理有

0 = lim
n→∞

∫ π

−π

f ′(x) cosnx dx = − lim
n→∞

n

∫ π

−π

f(x) sinnx dx = − lim
n→∞

nbn,

所以 bn = o(1/n)．同样地也有 an = o(1/n)．

1.

证明 (1) 这是因为

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnx dx =
1

π

n∑
k=1

∫ 2kπ/n

(2k−2)π/n

f(x) sinnx dx

=
1

π

n∑
k=1

∫ (2k−1)π/n

(2k−2)π/n

(
f(x) sinnx+ f

(
x+

π

n

)
sinn

(
x+

π

n

))
dx
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=
1

π

n∑
k=1

∫ (2k−1)π/n

(2k−2)π/n

(
f(x)− f

(
x+

π

n

))
sinx dx ⩾ 0.

(2) 这是因为 −f 在 (0, 2π) 上递减．

2.

证明 因为 f 黎曼可积，所以有界，设 f(x) ⩽M．根据积分第二中值定理，

|nan| =
∣∣∣∣nπ
∫ π

−π

f(x) cosnx dx
∣∣∣∣ = n

π

∣∣∣∣∣f(−π + 0)

∫ ξ

−π

cosnx dx+ f(π − 0)

∫ π

ξ

cosnx dx
∣∣∣∣∣

=
|f(π − 0)− f(−π + 0)|| sinnξ|

π
⩽ 2M

π
,

所以 an = O(1/n)．同样地也有 bn = O(1/n)．

3.

证明 设自然数 p 使得 [a, b] ⊂ [−2pπ, 2pπ]．作函数

F (x) =

f(x), x ∈ [a, b]

0, x ∈ [−2pπ, 2pπ] \ [a, b]
,

那么 ∫ 2pπ

−2pπ

F (x) dx =

∫ b

a

f(x) dx,
∫ 2pπ

−2pπ

F (x)| sinnx| dx =

∫ b

a

f(x)| sinnx| dx.

把 [−2pπ, 2pπ] 等分成 2pn 个小区间，区间的端点为

xi = −2pπ +
2πi

n
, i = 0, 1, . . . , 2pn.

根据积分第一中值定理，∫ xi

xi−1

F (x)| sinnx| dx = µi

∫ xi

xi−1

| sinnx| dx =
µi

n

∫ 2π

0

| sinx| dx =
4µi

n
,

其中

inf
xi−1⩽x⩽xi

F (x) ⩽ µi ⩽ sup
xi−1⩽x⩽xi

F (x).

因为 F 是可积的，所以 ∫ 2pπ

−2pπ

F (x) dx = lim
n→∞

2π

n

2pn∑
i=1

µi.
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于是

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)| sinnx| dx = lim
n→∞

∫ 2pπ

−2pπ

F (x)| sinnx| dx = lim
n→∞

2pn∑
i=1

∫ xi

xi−1

F (x)| sinnx| dx

= lim
n→∞

2pn∑
i=1

4µi

n
=

2

π

∫ 2pπ

−2pπ

F (x) dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx.

同样地也有

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)| cosnx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx.

4.

证明 由绝对可积性知对任意的 ε > 0，存在 A > 0 使得(∫ −A

−∞
+

∫ +∞

A

)
|f(x)|| sinnx| dx ⩽

(∫ −A

−∞
+

∫ +∞

A

)
|f(x)| dx < ε.

因为

lim
n→∞

∫ A

−A

f(x)| sinnx| dx =
2

π

∫ A

−A

f(x) dx,

所以存在 N > 0 使得当 n > N 时成立∣∣∣∣∫ A

−A

f(x)| sinnx| dx− 2

π

∫ A

−A

f(x) dx
∣∣∣∣ < ε.

因此当 n > N 时有∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)| sinnx| dx− 2

π

∫ +∞

−∞
f(x) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ +A

−A

f(x)| sinnx| dx− 2

π

∫ +A

−A

f(x) dx
∣∣∣∣

+

(∫ −A

−∞
+

∫ +∞

A

)
|f(x)|| sinnx| dx+

2

π

(∫ −A

−∞
+

∫ +∞

A

)
|f(x)| dx <

(
2 +

2

π

)
ε,

进而

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
f(x)| sinnx| dx =

2

π

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

同样地也有

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
f(x)| cosnx| dx =

2

π

∫ +∞

−∞
f(x) dx.

5.

证明 利用黎曼–勒贝格引理，

lim
λ→+∞

∫ a

−a

1− cosλx
x

f(x) dx =

∫ a

0

f(x)− f(−x)
x

dx− lim
λ→+∞

∫ a

0

f(x)− f(x)

x
cosλx dx

=

∫ a

0

f(x)− f(−x)
x

dx.
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17.2 傅里叶级数的收敛定理

我们应当牢记下面几个不定积分：∫
x cosnx dx =

cosnx+ nx sinnx
n2

+ C =
1

n2

∣∣∣∣∣(x)′ (cosnx)′

x cosnx

∣∣∣∣∣+ C,

∫
x sinnx dx =

sinnx− nx cosnx
n2

+ C =
1

n2

∣∣∣∣∣(x)′ (sinnx)′

x sinnx

∣∣∣∣∣+ C,

∫
eax cosnx dx =

eax(a cosnx+ n sinnx)
a2 + n2

+ C =
1

a2 + n2

∣∣∣∣∣(eax)′ (cosnx)′

eax cosnx

∣∣∣∣∣+ C,

∫
eax sinnx dx =

eax(a sinnx− n cosnx)
a2 + n2

+ C =
1

a2 + n2

∣∣∣∣∣(eax)′ (sinnx)′

eax sinnx

∣∣∣∣∣+ C.

注意

1.

解 因为 f(x) 是奇函数，所以 an = 0．而

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
2

π

∫ π

0

sinnx dx =
2

π

1− (−1)n

n
,

所以

f(x) = sgnx ∼ 2

π

∞∑
n=1

1− (−1)n

n
sinnx =

4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
.

由收敛定理知当 0 < x < π 时

4

π

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
= sgnx = 1,

即
∞∑

n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
=
π

4
.

在上式中取 x = π/2 得到
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n− 1
=
π

4
．

2.

解 (1) 因为 |x| 是偶函数，所以 bn = 0．而 a0 = π，当 n ⩾ 1 时

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cosnx dx =
2

π

∫ π

0

x cosnx dx =
2

π

cosnx+ nx sinnx
n2

∣∣∣∣π
0

=
2

π

(−1)n − 1

n2
,
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所以

|x| ∼ π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cosnx, −π ⩽ x ⩽ π.

(2) 因为 sin ax 是奇函数，所以 an = 0．而

bn =
1

π

∫ π

−π

sin ax sinnx dx =
1

π

∫ π

0

(cos(a− n)x− cos(a+ n)x) dx =
2(−1)nn sin aπ
π(a2 − n2)

,

所以

sin ax ∼ 2 sin aπ
π

∞∑
n=1

(−1)nn

a2 − n2
sinnx, −π < x < π.

(3) 因为 x sinx 是偶函数，所以 bn = 0．而 a0 = 2，a1 = −1/2，当 n ⩾ 时

an =
1

π

∫ π

−π

x sinx cosnx dx =
1

π

∫ π

0

x sin(n+ 1)x dx− 1

π

∫ π

0

x sin(n− 1)x dx =
2(−1)n−1

n2 − 1
,

所以

x sinx ∼ 1− 1

2
cosx+

∞∑
n=2

2(−1)n−1

n2 − 1
cosnx, −π < x < π.

3.

解 在 [0, 1] 上

x− bxc =

x, 0 ⩽ x < 1

0, x = 1
.

于是

an = 2

∫ 1

0

x cos 2nπx dx =

1, n = 0

0, n > 0

而

bn = 2

∫ 1

0

x sin 2nπx dx = − 1

nπ
,

所以

x− bxc ∼ 1

2
− 1

π

∞∑
n=1

sin 2nπx

n
, 0 ⩽ x ⩽ 1.

4.
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解 (1) 因为 x 是奇函数，所以 an = 0．而

bn =
1

l

∫ l

−l

x sinnx dx =
l sin(nπx/l)− nπx cos(nπx/l)

n2π2

∣∣∣∣l
−l

=
2l(−1)n−1

nπ
,

所以

x ∼ 2l

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
sin nπx

l
, −l < x < l.

(2) 利用第 2题的 (1)，可得

|x| ∼ l

2
+

2l

π2

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cos nπx

l
, −l < x < l,

因此

x+ |x| ∼ l

2
+

∞∑
n=1

2l

π2

(−1)n − 1

n2
cos nπx

l
+

2l

π

(−1)n−1

n
sin nπx

l
, −l < x < l.

5.

证明 (1) 取 x = π 后再用 x/π 代替 a 即可．

(2) 取 x = 0 后再用 x/π 代替 a 即可．

6.

证明 我们来将 | cosx| 展成周期为 π 的傅里叶级数．因为 | cosx| 是偶函数，所以 bn = 0．

不难算出 a0 = 4/π，当 n ⩾ 1 时

an =
1

π/2

∫ π/2

−π/2

| cosx| cos 2nx dx =
2

π

∫ π/2

0

(cos(2n+ 1)x+ cos(2n− 1)x) dx =
4(−1)n+1

π(4n2 − 1)
,

所以

| cosx| = 2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
cos 2nx.

再用 x+ π/2 代替 x 就得到

| sinx| = 2

π
− 4

π

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
cos 2nx.

7.
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证明 在 (0, 2π) 上把 eax 展成傅里叶级数．因为

an =
1

π

∫ 2π

0

eax cosnx dx =
1

π

eax(a cosnx+ n sinnx)
n2 + a2

∣∣∣∣2π
0

=
a(e2aπ − 1)

π(n2 + a2)
,

bn =
1

π

∫ 2π

0

eax sinnx dx =
1

π

eax(a sinnx− n cosnx)
n2 + a2

∣∣∣∣2π
0

= −n(e
2aπ − 1)

π(n2 + a2)
,

所以

eax =
e2aπ − 1

π

(
1

2a
+

∞∑
n=1

a cosnx− n sinnx
n2 + a2

)
.

利用这个等式，我们可以求出级数
∞∑

n=1

1

n2 + a2
的和．

注意

1.

证明 (1) 把 ln(2 cos(x/2)) 在 (−π, π) 上展成傅里叶级数．因为这是一个偶函数，所以 bn = 0．

又

a0 =
1

π

∫ π

−π

ln
(
2 cos x

2

)
dx =

2

π

(
π ln 2 +

∫ π

0

ln cos x
2

dx
)

= 2 ln 2− 4

π

∫ π/2

0

ln cosx dx = 0,

an =
1

π

∫ π

−π

ln
(
2 cos x

2

)
cosnx dx =

2

nπ

∫ π

0

ln
(
2 cos x

2

)
d sinnx =

1

nπ

∫ π

0

sinnx sin(x/2)
cos(x/2) dx

=
(−1)n−1

nπ

∫ π

0

sinnx cos(x/2)
sin(x/2) dx =

(−1)n−1

nπ

∫ π

0

sin(n+ 1/2)x+ sin(n− 1/2)x

2 sin(x/2) dx

=
(−1)n−1

nπ

∫ π

0

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kx+
1

2
+

n−1∑
k=1

cos kx
)

dx =
(−1)n−1

n
,

所以

ln
(
2 cos x

2

)
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
cosnx, −π < x < π.

(2) 在 (1) 中用 x+ π 代替 x 即得．

这是两个值得记忆的等式．

注意
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2.

证明 由魏尔斯特拉斯优级数判别法知

2

π
+

4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
cos 2λnx⇒ | cosλx|, x ∈ (−∞,+∞) (n→ ∞).

因为 f 黎曼可积，从而有界，进而也有

2

π
f(x) +

4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
f(x) cos 2λnx⇒ f(x)| cosλx|, x ∈ (−∞,+∞) (n→ ∞),

所以可以逐项积分，即有∫ b

a

f(x)| cosλx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx+
4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1

∫ b

a

f(x) cos 2λnx dx.

同样由魏尔斯特拉斯优级数判别法知
∞∑

n=1

(−1)n+1

4n2 − 1

∫ b

a

f(x) cos 2λnx dx 关于 λ 是一致收敛的，从

而可以逐项求极限．再使用黎曼–勒贝格引理就得到

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x)| cosλx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx+
4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2 − 1
lim

λ→+∞

∫ b

a

f(x) cos 2λnx dx

=
2

π

∫ b

a

f(x) dx.

类似地也有

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x)| sinλx| dx =
2

π

∫ b

a

f(x) dx.

3.

证明 把积分写成∫ h

0

g(t)
sinλt
t

dt = g(0 + 0)

∫ h

0

sinλt
t

dt+
∫ h

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt
t

dt.

对任意的 ε > 0，存在 δ ∈ (0, h) 使得当 0 < t ⩽ δ 时成立

0 ⩽ g(t)− g(0 + 0) < ε.

由于 g(t)− g(0 + 0) 非负递增，所以由积分第二中值定理知存在 η ∈ [0, δ] 使得∣∣∣∣∣
∫ δ

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt
t

dt
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(g(δ)− g(0 + 0))

∫ δ

η

sinλt
t

dt
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣(g(δ)− g(0 + 0))

∫ λδ

λη

sin t
t

dt
∣∣∣∣∣ .
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因为
∫ +∞

0

sinx
x

dx 收敛，所以存在 M > 0 使得

∣∣∣∣∫ x

0

sinx
x

dx
∣∣∣∣ ⩽M．这样就有

∣∣∣∣∣
∫ δ

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt
t

dt
∣∣∣∣∣ ⩽ |g(δ)− g(0 + 0)|

(∣∣∣∣∣
∫ λδ

0

sin t
t

dt
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ λη

0

sin t
t

dt
∣∣∣∣∣
)
< 2Mε.

另一方面，根据黎曼–勒贝格引理有

lim
λ→+∞

∫ h

δ

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt
t

dt = 0,

所以

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∣
∫ h

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt
t

dt
∣∣∣∣∣ ⩽ 2Mε.

由 ε 的任意知

lim
λ→+∞

∫ h

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt
t

dt = 0,

因此

lim
λ→+∞

∫ h

0

g(t)
sinλt
t

dt = g(0 + 0) lim
λ→+∞

∫ h

0

sinλt
t

dt = g(0 + 0) lim
λ→+∞

∫ λh

0

sin t
t

dt = π

2
g(0 + 0).

17.3 傅里叶级数的切萨罗求和

1.

解 (1) 其部分和序列为 1, 1, 0, 1, 1, 0, . . .，因此切萨罗和为 2/3．

(2) 其部分和 Sn =
sin(n+ 1/2)x

2 sin(x/2) ，部分和的算术平均数为 σn =
sin2(nx/2)

2n sin2(x/2)
，因此切萨罗和

就是 0．

(3) 其部分和 Sn =
cos(x/2)− cos(n+ 1/2)x

2 sin(x/2) ，部分和的算术平均数是

σn =
(n+ 1) sinx− sin(n+ 1)x

4n sin2(x/2)
,

因此切萨罗和就是
1

2
cot x

2
．

2.

证明 把 [0, π] 上的连续函数 f 偶延拓成 [−π, π] 上的连续函数，再延拓成 (−∞,+∞) 上的

连续函数，仍用 f 表示．那么 f 的傅里叶级数是余弦级数，其部分和的算数平均数也是余弦级数，

由费耶尔定理知 f 的傅里叶级数的部分和的算数平均数在 (−∞,+∞) 上一致收敛于 f，在 [0, π]

上当然也一致收敛于 f．
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3.

证明 这是因为

lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

nσn − 2(n− 1)σn−1 + (n− 2)σn−2

n
= 0.

4.

证明 设 f(x) 是闭区间 [a, b] 上的连续函数，那么 g(x) = f(a+ t(b− a)/π) 是闭区间 [0, π]

上的连续函数．再把 g(x) 偶延拓成 [−π, π] 上连续函数，那么 g(−π) = g(π)．根据魏尔斯特拉

斯三角多项式逼近定理，对任意的 ε > 0，存在三角多项式 T (x) 使得对一切的 x ∈ [−π, π] 都有

|g(x) − T (x)| < ε/2．因为 T (x) 在 x = 0 处的幂级数是一致收敛于 T (x) 的，所以存在多项式

P (x) 使得对一切的 x ∈ [−π, π] 都有 |T (x)− P (x)| < ε/2．于是

|g(x)− P (x)| ⩽ |g(x)− T (x)|+ |T (x)− P (x)| < ε, x ∈ [−π, π],

也有 ∣∣∣∣f(x)− P

(
x− a

b− a
π

)∣∣∣∣ < ε, x ∈ [a, b].

因此连续函数 f(x) 在 [a, b] 上可以用多项式一直逼近．

1.

证明 (1) 这是阿贝尔第二定理的直接推论．

(2) 这是因为
∞∑

n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
．

2.

证明 因为
∞∑

n=0

an 可以切萨罗求和，所以 an = o(n)，从而存在 N > 0 使得当 n > N 时有

|an| ⩽ n，于是 |anxn| ⩽ n|x|n．由比较判别法知
∞∑

n=0

anx
n 在 (−1, 1) 上绝对收敛．记

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n, Sn =

n∑
n=0

an, σn+1 =
S0 + S1 + · · ·+ Sn

n+ 1
,

那么由级数的乘法知道

f(x)

1− x
=

∞∑
n=0

Snx
n,

f(x)

(1− x)2
=

∞∑
n=0

(n+ 1)σn+1x
n,
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所以

f(x) = (1− x)2
∞∑

n=0

(n+ 1)σn+1x
n, −1 < x < 1.

因为
1

(1− x)2
=

∞∑
n=0

(n+ 1)xn, −1 < x < 1,

所以

s = (1− x2)
∞∑

n=0

(n+ 1)sxn,

进而

f(x)− s = (1− x)2
∞∑

n=0

(n+ 1)(σn+1 − s)xn, −1 < x < 1.

因为 lim
n→∞

σn = s，所以对任意的 ε > 0，存在 N > 0 使得当 n > N 时有 |σn − s| < ε/2．现在取

δ = min

1

2
,

√√√√ε

2

/
N−1∑
n=0

(n+ 1)|σn+1 − s|

 ,

那么当 1− δ < x < 1 时就有∣∣∣∣∣(1− x)2
N−1∑
n=0

(n+ 1)(σn+1 − s)xn

∣∣∣∣∣ ⩽ δ2
∞∑

n=0

(n+ 1)|σn+1 − s| < ε

2
.

另一方面，当 1− δ < x < 1 时还有∣∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

n=N

(n+ 1)(σn+1 − s)xn

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

2

∣∣∣∣∣(1− x)2
∞∑

n=0

(n+ 1)xn

∣∣∣∣∣ = ε

2
.

因此，当 1− δ < x < 1 时有

|f(x)− s| =

∣∣∣∣∣(1− x)2

(
N−1∑
n=0

+
∞∑

n=N

)
(n+ 1)(σn+1 − s)xn

∣∣∣∣∣ < ε,

这意味着

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n = lim

x→1−
f(x) = s,

即
∞∑

n=0

an = s (A)．

3.
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证明 阿贝尔和可由
∞∑

n=0

(−1)n(n+1)xn =
1

(1 + x)2
算出．因为 (−1)n(n+1) 6= o(n)，所以不

能进行切萨罗求和．

4.

证明 记

Sn =
n∑

k=1

(−1)k ln k, σn =
1

n

n∑
k=1

Sk,

那么容易算出

S2n+1 = ln (2n)!!

(2n+ 1)!!
, S2n = ln (2n)!!

(2n− 1)!!
.

于是根据斯托尔兹公式和沃利斯公式可得

σ2n+1 =
1

2n+ 1

(
S1 +

n∑
k=1

(S2n+1 + S2n)

)
=

1

2n+ 1

n∑
k=1

ln
((

(2k)!!

(2k − 1)!!

)2
1

2k + 1

)

→ 1

2
lim
n→∞

ln
((

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1

)
=

1

2
ln π

2
(n→ ∞).

易见 |Sn| ⩽ lnn，所以

lim
n→∞

σ2n = lim
n→∞

(2n+ 1)σ2n+1 − S2n+1

2n
=

1

2
ln π

2
.

因此
∞∑

n=1

(−1)n lnn =
1

2
ln π

2
(C)．

5.

证明 这是因为

lim
x→1−

∞∑
n=0

cnx
n = lim

x→1−

∞∑
n=0

anx
n

∞∑
n=0

bnx
n = lim

x→1−

∞∑
n=0

anx
n lim

x→1−

∞∑
n=0

bnx
n = AB.

17.4 平方均方逼近

1.

答 在练习题 17.2的第 2题中已经求出

|x| ∼ π

2
+

2

π

∞∑
n=1

(−1)n − 1

n2
cosnx =

π

2
− 4

π

∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
, −π ⩽ x ⩽ π,
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于是由帕塞瓦尔等式可得

π2

2
+

∞∑
n=1

16

π2(2n− 1)4
=

1

π

∫ π

−π

x2 dx =
2π2

3
,

进而
∞∑

n=1

1

(2n− 1)4
=
π4

96
．

2.

答 在 (−π, π) 上，f(x) 的傅里叶系数为

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx =
2α

π
,

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnx dx =
2 sinnα
nπ

,

bn = 0, n ⩾ 1,

所以 f(x) 的帕塞瓦尔等式为

2α2

π2
+

∞∑
n=1

4 sin2 nα

n2π2
=

1

π

∫ π

−π

f2(x) dx =
2α

π
.

由此可知
∞∑

n=1

sin2 nα

n2
=

1

2
α(π − α),

进一步可得
∞∑

n=1

cos2 nα
n2

=
∞∑

n=1

1− sin2 nα

n2
=
π2

6
− 1

2
α(π − α).

3.

答 通过逐项积分可得

x2 = 4
∞∑

n=1

(−1)n−1 1− cosnx
n2

=
π2

3
− 4

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
cosnx,

x3 = π2x− 12
∞∑

n=1

(−1)n−1

n3
sinnx =

∞∑
n=1

(−1)n−1(2π2n2 − 12)

n3
sinnx,

x4 = 4
∞∑

n=1

(−1)n−1(2π2n2 − 12)

n4
(1− cosnx) = π4

5
− 8

∞∑
n=1

(−1)n−1(π2n2 − 6)

n4
cosnx,
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再利用帕塞瓦尔等式可得

2π6

7
=

1

π

∫ π

−π

x6 dx =
∞∑

n=1

(2π2n2 − 12)2

n6
= 144

∞∑
n=1

1

n6
− 48π2

∞∑
n=1

1

n4
+ 4π4

∞∑
n=1

1

n2
,

2π8

9
=

1

π

∫ π

−π

x8 dx =
2π8

25
+ 64

∞∑
n=1

(π2n2 − 6)2

n8
=

2π8

25
+ 2304

∞∑
n=1

1

n8
− 768π2

∞∑
n=1

1

n6
+ 64π4

∞∑
n=1

1

n4
,

因此
∞∑

n=1

1

n6
=

π6

945
,

∞∑
n=1

1

n8
=

π8

9450
.

4.

证明 把 f(x) 展成正弦级数，那么

bn =
2

π

∫ π

−π

f(x) sinnx dx =
π − 1

π

∫ 1

0

x sinnx dx+
2

π

∫ π

1

π − x

2
sinnx dx

=

∫ 1

0

x sinnx dx+

∫ π

1

sinnx dx− 1

π

∫ π

1

x sinnx dx =
sinn
n2

,

所以

f(x) =
∞∑

n=1

sinn
n2

sinnx, |x| ⩽ π.

5.

证明 (1) 在第 4题中取 x = 1 可得
∞∑

n=1

(
sinn
n

)2

=
π − 1

2
．在原书第 316页的 (5) 式中取

x = 1 可得
∞∑

n=1

sinn
n

=
π − 1

2
．

(2) 使用帕塞瓦尔等式可得

∞∑
n=1

sin2 n

n4
=

2

π

∫ π

0

f2(x) dx =
(π − 1)2

6
.

6.

证明 这是因为

∞∑
n=1

|an|
n

⩽ 1

2

∞∑
n=1

(
a2n +

1

n2

)
⩽ 1

2

(
a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n) +
∞∑

n=1

1

n2

)
=

1

2π

∫ π

−π

f2(x) dx+
π2

12
.

对另一级数同理．

7.
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证明 设 [a, b] 是一个不包含 2π 整数倍的区间，那么∣∣∣∣∣
N∑

n=2

sinnx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cos(3x/2)− cos(N + 1/2)x

2 sin(x/2)

∣∣∣∣ ⩽ csc x
2
⩽ max

a⩽x⩽b
csc x

2
,

又 {1/ lnn} 递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知
∞∑

n=2

sinnx
lnn 在 [a, b] 上一致收敛．

假设
∞∑

n=2

sinnx
lnn 是 R2[−π, π] 中某个函数 f 的傅里叶级数，那么根据帕塞瓦尔等式应有

1

π

∫ π

−π

f2(x) dx =
∞∑

n=2

1

ln2 n
= +∞,

矛盾！因此它不是 R2[−π, π] 中任意一个函数的傅里叶级数．

1.

证明 设 f(x+ t) 的傅里叶级数为

f(x+ t) =
α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cosnt+ βn sinnt),

那么根据推广的帕塞瓦尔等式有

F (x) =
1

π

∫ π

−π

f(t)f(x+ t) dt = a0α0

2
+

∞∑
n=1

(anαn + bnβn)

=
a0
2π

∫ π

−π

f(x+ t) dt+ 1

π

∞∑
n=1

(
an

∫ π

−π

f(x+ t) cosnt dt+ bn

∫ π

−π

f(x+ t) sinnt dt
)

=
a0
2π

∫ π

−π

f(t) dt+ 1

π

∞∑
n=1

∫ π

−π

f(t)(an cosn(t− x) + bn sinn(t− x)) dt

=
a20
2

+
1

π

∞∑
n=1

∫ π

−π

f(t)(an(cosnt cosnx+ sinnt sinnx) + bn(sinnt cosnx− cosnt sinnx)) dt

=
a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n) cosnx,

因此

A0 = a20, An = a2n + b2n, Bn = 0.

此外，取 x = 0 就得到 f 的帕塞瓦尔等式为

1

π

∫ π

−π

f2(t) dt = a20
2

+
∞∑

n=1

(a2n + b2n).
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2.

证明 将 f(x) 延拓为 (−∞,+∞) 上的周期为 2π 的连续周期函数，那么 f(x) 有傅里叶展

开

f(x) =
a0
2

+
∞∑

n=1

(an cosnx+ bn sinnx),

其中

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx = 0.

又

f ′(x) ∼
∞∑

n=1

(nbn cosnx− nan sinnx),

所以根据帕塞瓦尔等式有∫ π

−π

f2(x) dx = π
∞∑

n=1

(a2n + b2n) ⩽ π
∞∑

n=1

n2(a2n + b2n) =

∫ π

−π

(f ′(x))2 dx.

等号成立当且仅当当 n ⩾ 2 时 an = bn = 0，亦即 f(x) = α cosx+ β sinx．

这是维尔丁格a不等式．

aWilhelm Wirtinger (15 July 1865 –15 January 1945) was an Austrian mathematician, working in complex analysis,
geometry, algebra, number theory, Lie groups and knot theory.

注意

3.

证明 将 f(x) 展成正弦级数
∞∑

n=1

b2n sin 2nπx，那么 f ′(x) ∼
∞∑

n=1

2nπbn cos 2nπx，于是根据所

以根据帕塞瓦尔等式有∫ 1

0

f2(x) dx =
1

2

∞∑
n=1

b22n ⩽ 1

2× 4π2

∞∑
n=1

(2nπb2n)
2 =

1

4π2

∫ 1

0

(f ′(x))2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) = α sinx．

4.

证明 当 m 6= n 时，

φn(x)φm(x) = sgn(sin 2nπx) sgn(sin 2mπx) = sgn(sin 2nπx sin 2mπx).



微
信
公
众
号
：
数
学
沉
思
录

免
费
分
享

请
勿
倒
卖

324 第十七章 傅里叶分析

记

E1 = {x ∈ [0, 1] | sin 2nπx sin 2mπx > 0}, E2 = {x ∈ [0, 1] | sin 2nπx sin 2mπx < 0},

由正弦函数的对称性知 |E1| = |E2| = 1/2，所以∫ 1

0

φn(x)φm(x) dx =

∫
E1

φn(x)φm(x) dx+

∫
E2

φn(x)φm(x) dx = 1× |E1| − 1× |E2| = 0.

从而拉德马赫1函数系是 [0, 1] 上的一个正交系．又
∫ 1

0

φ2
n(x) dx = 1，所以拉德马赫函数系也是规

范的．

17.5 傅里叶积分与傅里叶变换

1.

证明 (1) 因为 f(x) 是奇函数，所以 a(u) = 0．又

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sinut dt = 2

π

∫ 1

0

sinut dt = 2(1− cosu)
πu

,

所以

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

1− cosu
u

sinux du.

(2) 因为 f(x) 是奇函数，所以 a(u) = 0．又

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sinut dt = 2

π

∫ π

0

sin t sinut dt = 2 sinπu
π(1− u2)

,

所以

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

sinπu
1− u2

sinux du.

(3) 因为 f(x) 是偶函数，所以 b(u) = 0．又

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cosut dt = 2

π

∫ +∞

0

e−at cosut dt = 2a

π(u2 + a2)
,

所以

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

a

u2 + a2
cosux du.

2.
1Hans Adolph Rademacher (3 April 1892, Wandsbeck, now Hamburg-Wandsbek –7 February 1969, Haverford, Pennsylvania,

USA) was a German-born American mathematician, known for work in mathematical analysis and number theory.
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17.5 傅里叶积分与傅里叶变换 325

解 (1) 使用傅里叶正弦公式，有

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

sinux du
∫ +∞

0

f(t) sinut dt = 2

π

∫ +∞

0

e−u sinux du =
2

π

x

x2 + 1
.

(2) 使用傅里叶余弦公式，有

f(x) =
2

π

∫ +∞

0

cosux du
∫ +∞

0

f(t) cosut dt = 2

π

∫ +∞

0

cosux
1 + u2

du = e−|x|.

3.

证明 我们来计算

f(x) =

1− |x|, |x| ⩽ 1

0, |x| > 1

的傅里叶积分．因为 f(x) 是偶函数，所以 b(u) = 0．而

a(u) =
1

π

∫ π

−π

f(t) cosut dt = 2

π

∫ 1

0

(1− t) cosut = 2

π

1− cosu
u2

,

所以

1− x, 0 ⩽ x ⩽ 1

0, x > 1

 =
2

π

∫ +∞

0

1− cosu
u2

cosux du =
2

π

∫ +∞

0

sin2 t

t2
cos 2xt dt.

4.

答 其傅里叶反变换为∫ +∞

−∞
F (u)eiux du =

∫ +∞

0

u(e(−β+ix)u − e(−β−ix)u) du =
1

(−β + ix)2 − 1

(−β − ix)2 =
4βxi

(β2 + x2)2
.
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第十八章 含参变量积分

18.1 含参变量的常义积分

1.

答 (1) lim
a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2 dx =

∫ 1

−1

lim
a→0

√
x2 + a2 dx =

∫ 1

−1

|x| dx = 1．

(2) lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos tx dx =

∫ 2

0

lim
t→0

x2 cos tx dx =

∫ 2

0

x2 dx =
8

3
．

2.

答 因为

F ′(u) =

∫ u

0

f(x) dx+ 2uf(u),

所以 F ′′(u) = 3f(u) + 2uf ′(u)．

3.

答 (1) f ′(x) = −e(1+cos x)2 sinx− e(1+sin x)2 cosx．

(2) f ′(x) = −2x

∫ x2

x

u2e−x2u2 du+ 2xe−x6

− e−x4

．

(3) f ′(x) =
sinx(b+ x)− sinx(a+ x)

x
+

sin(b+ x)

b+ x
− sin(a+ x)

a+ x
．

(4) f ′(x) =

∫ u

0

(g′1(x+ u, x− u)− g′2(x+ u, x− u)) dx+ g(2u, 0)．

4.

证明 这是因为

∂u

∂t
=

1

2
(−aφ′(x− at) + aφ′(x+ at) +

1

2
(ψ(x+ at) + ψ(x− at)),

∂2u

∂t2
=

1

2
(a2φ′′(x− at) + a2φ′′(x+ at)) +

1

2
(aψ′(x+ at)− aψ′(x− at)),

327
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328 第十八章 含参变量积分

而

∂u

∂x
=

1

2
(φ′(x− at) + aφ′(x+ at) +

1

2a
(ψ(x+ at) + ψ(x− at)),

∂2u

∂x2
=

1

2
(φ′′(x− at) + φ′′(x+ at)) +

1

2a
(ψ′(x+ at)− ψ′(x− at)).

5.

证明 因为

∂u

∂x
= −

∫ a

0

(x− t)f(t) dt
((x− t)2 + y2 + z2)3/2

,

∂u

∂y
= −

∫ a

0

yf(t) dt
((x− t)2 + y2 + z2)3/2

,

∂u

∂z
= −

∫ a

0

zf(t) dt
((x− t)2 + y2 + z2)3/2

,

所以

∂2u

∂x2
= −

∫ a

0

f(t)

(
1

((x− t)2 + y2 + z2)3/2
− 3(x− t)2

((x− t)2 + y2 + z2)5/2

)
dt,

∂2u

∂y2
= −

∫ a

0

f(t)

(
1

((x− t)2 + y2 + z2)3/2
− 3y2

((x− t)2 + y2 + z2)5/2

)
dt,

∂2u

∂z2
= −

∫ a

0

f(t)

(
1

((x− t)2 + y2 + z2)3/2
− 3z2

((x− t)2 + y2 + z2)5/2

)
dt,

进而
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0.

6.

解 当 u ∈ (a, b) 时，

φ(u) =

∫ u

a

f(x)(u− x) dx+

∫ b

u

f(x)(x− u) dx,

所以

φ′(u) =

∫ u

a

f(x) dx−
∫ b

u

f(x) dx, φ′′(u) = 2f(u).

当 u 6∈ (a, b) 时 φ′′(u) = 0．

7.
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18.1 含参变量的常义积分 329

解 令
0 =

∂

∂a

∫ 3

1

(a+ bx− x2)2 dx =

∫ 3

1

2(a+ bx− x2) dx = 4a+ 8b− 52

3

0 =
∂

∂b

∫ 3

1

(a+ bx− x2)2 dx =

∫ 3

1

2x(a+ bx− x2) dx = 8a+
52

3
b− 40

,

可以解得 a = −11/3 和 b = 4．

1.

证明 因为

J′
n(x) =

1

π

∫ π

0

sinφ sin(nφ− x sinφ) dφ,

J′′
n(x) = − 1

π

∫ π

0

sin2 φ cos(nφ− x sinφ) dφ,

所以

x2J′′
n(x) + xJ′

n(x) + (x2 − n2)Jn(x)

=
1

π

∫ π

0

((x2 cos2 φ− n2) cos(nφ− x sinφ) + x sinφ sin(nφ− x sinφ)) dφ

=− 1

π

∫ π

0

d(n+ x cosφ) sin(nφ− x sinφ) = 0.

2.

解 (1) 因为

∂

∂a

∫ π/2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x) dx =

∫ π/2

0

2a sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
dx =

∫ +∞

0

2at2

a2t2 + b2
dt

t2 + 1

=
2a

a2 − b2

∫ +∞

0

dt
t2 + 1

− 2ab2

a2 − b2

∫ +∞

0

dt
a2t2 + b2

=
π

|a|+ |b|
,

所以 ∫ π/2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x) dx = π ln(|a|+ |b|) + C(b).

又因为当 a = b 时原积分为 π ln |a|，所以∫ π/2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x) dx = π ln |a|+ |b|
2

.

(2) 因为

∂

∂a

∫ π/2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx

dx
cosx =

∫ π/2

0

2

1− a2 cos2 x dx =

∫ π/2

0

4dx
2− a2 − a2 cos 2x
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330 第十八章 含参变量积分

=

∫ +∞

0

4

2− a2 − a2(1− t2)/(1 + t2)

dt
(1 + t2)

=

∫ +∞

0

2dt
1− a2 + t2

=
π√

1− a2
,

所以 ∫ π/2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx

dx
cosx = π arcsin a+ C.

又因为当 a = 0 时原积分为零，所以∫ π/2

0

ln 1 + a cosx
1− a cosx

dx
cosx = π arcsin a.

(3) 因为

∂

∂a

∫ π/2

0

arctan(a tanx)
tanx dx =

∫ π/2

0

dx
1 + a2 tan2 x

=

∫ +∞

0

1

1 + a2t2
dt

1 + t2

=
1

1− a2

∫ +∞

0

dt
1 + t2

− a2

1− a2

∫ +∞

0

dt
1 + a2t2

=
π

2

1

1 + |a|
,

所以 ∫ π/2

0

arctan(a tanx)
tanx dx =

π

2
sgn |a| ln(1 + |a|) + C.

又因为当 a = 0 时原积分为零，所以∫ π/2

0

arctan(a tanx)
tanx dx =

π

2
sgn |a| ln(1 + |a|).

3.

证明 因为

∂

∂u

∫ 2π

0

eu cos x cos(u sinx) dx =

∫ 2π

0

eu cos x cos(x+ u sinx) dx =
1

u

∫ 2π

0

deu cos x sin(u sinx) = 0,

所以

1

2π

∫ 2π

0

eu cos x cos(u sinx) dx =
1

2π

∫ 2π

0

eu cos x cos(u sinx) dx
∣∣∣∣u=2π

u=0

= 1.

18.2 含参变量反常积分的一致收敛

1.

答 (1) 一致收敛，因为

lim
A→+∞

sup
u⩾u0

∣∣∣∣∫ +∞

A

e−ux sinx dx
∣∣∣∣ = lim

A→+∞
sup
u⩾u0

e−uA|u sinA− cosA|
u2 + 1

⩽ lim
A→+∞

e−u0A√
u20 + 1

= 0.
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(2) 一致收敛，因为 ∣∣∣∣x2 cosux
1 + x4

∣∣∣∣ ⩽ x2

1 + x4
.

(3) 一致收敛，因为
1

1 + (x+ u)2
⩽ 1

1 + x2
.

(4) 由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

cosx√
x

dx 是收敛的．又因为 e−αx 是一致有界且单调的，所以

由阿贝尔判别法知
∫ +∞

1

e−αx cosx√
x

dx 在 [0,+∞) 上一致收敛．

(5) 不一致收敛，因为

lim
A→+∞

sup
u⩾0

∣∣∣∣∫ +∞

A

√
ue−ux2 dx

∣∣∣∣ = lim
A→+∞

sup
u⩾0

∫ +∞

√
uA

e−x2 dx =

√
π

2
.

2.

证明 当 0 6∈ [a, b] 时，因为∣∣∣∣∫ A

0

sinux dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1− cosuA

u

∣∣∣∣ ⩽ 2

|u|
⩽ 2

min{|a|, |b|} ,

而 1/x 递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知
∫ +∞

0

sinux
x

dx 在 [a, b] 上一致收敛．

当 0 ∈ [a, b] 时，因为

lim
A→∞

sup
u∈[a,b]

∣∣∣∣∫ +∞

A

sinux
x

dx
∣∣∣∣ = lim

A→∞
sup

u∈[a,b]

∣∣∣∣∫ +∞

uA

sinx
x

dx
∣∣∣∣ ⩾ π

2
,

所以
∫ +∞

0

sinux
x

dx 在 [a, b] 上不一致收敛．

3.

证明 因为
∫ A

0

sin 3x dx 有界的，关于 u 当然一致，而
1

x+ u
递减地一致趋于零，所以由狄

利克雷判别法知
∫ +∞

0

sin 3x

x+ u
dx 在 [0,+∞) 上一致收敛．又 e−ux 是一致有界且单调的，所以由

阿贝尔判别法知
∫ +∞

0

sin 3x

x+ u
e−ux dx 在 [0,+∞) 上一致收敛．

4.
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332 第十八章 含参变量积分

证明 因为
∫ +∞

a

f(x, β) dx 发散，所以存在 ε0 > 0，使得对任意的 A > a 都存在 A′′ > A′ >

A 使得

∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, β) dx

∣∣∣∣∣ ⩾ 2ε0．由 f(x, u) 的连续性知在 β 的某个左邻域上有

∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u) dx

∣∣∣∣∣ ⩾
ε0，因此

∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β) 上不一致收敛．

5.

证明 因为 ∣∣∣∣∫ A

0

cosux dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣sinuAu

∣∣∣∣ ⩽ 1

|u|
⩽ 1

δ
,

而当 x > a 时
x

a2 + x2
递减地趋于零，所以由狄利克雷判别法知

∫ +∞

0

x cosux
a2 + x2

dx 在 [δ,+∞) 上

一致收敛．

因为
∫ +∞

0

x

a2 + x2
dx = +∞，所以对任意的 A > 0 都存在 A′′ > A′ > A 使得

∫ A′′

A′

x

a2 + x2
dx >

1．于是对于 u =
π

3A′′ 就有

∫ A′′

A′

x cosux
a2 + x2

dx >
∫ A′′

A′

x cos(π/3)
a2 + x2

dx > cos π
3
=

1

2
.

因此
∫ +∞

0

x cosux
a2 + x2

dx 在 (0,+∞) 上不一致收敛．

6.

证明 在原书的 346页已经算出∫ +∞

0

u sinxu
β2 + u2

du =
π

2
e−βx (x > 0, β > 0),

所以 ∫ +∞

A

x sinux
a2 + x2

dx =
π

2
e−au −

∫ A

0

x sinux
a2 + x2

dx =
π

2
e−au −

∫ Au

0

x sinx
a2u2 + x2

dx.

根据积分第一中值定理，存在 ξu ∈ [0, Au] 使得∫ Au

0

x sinx
a2u2 + x2

dx = sin ξu
∫ Au

0

x

a2u2 + x2
dx =

1

2
sin ξu ln a

2 +A2

a2
.

于是

sup
u>0

∫ +∞

A

x sinux
a2 + x2

dx ⩾ lim
u→0

∫ +∞

A

x sinux
a2 + x2

dx = lim
u→0

(
π

2
e−au − 1

2
sin ξu ln a

2 +A2

a2

)
=
π

2
,
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因此
∫ +∞

0

x sinux
a2 + x2

dx 在 (0,+∞) 上不一致收敛．

1.

证明 因为
∫ A

0

sinαx
α

dx 关于 α 在 [η,+∞) 上一致有界，而
x

1 + x2
在 x > 1 时递减地趋

于零，所以由狄利克雷判别法知
∫ +∞

0

x sinαx
α(1 + x2)

dx 关于 α 在 [η,+∞) 上一致收敛．

对任意的 A > 0，取 A′ = max{A, 1}，再取 α = min{1/(A′ + 1), δ/2} 就有∫ A′+1

A′

x sinαx
α(1 + x2)

dx =

∫ A′+1

A′

x2

1 + x2
sinαx
αx

dx ⩾
∫ A′+1

A′

1

2
× sin 1

1
dx =

sin 1

2
,

所以
∫ +∞

0

x sinαx
α(1 + x2)

dx 关于 α 在 (0, δ) 上不一致收敛．

2.

证明 因为 ∫ +∞

A

e−(x−1/α)2/α2 dx = α

∫ +∞

(A−1/α)/α

e−x2 dx,

所以对任意的 ε > 0，如果 0 < α ⩽ ε/
√
π，那么马上有∫ +∞

A

e−(x−1/α)2/α2 dx ⩽ α

∫ +∞

−∞
e−x2 dx < ε.

如果 ε/
√
π < α ⩽ 1，那么当 A 足够大时（大于 1/α）就有∫ +∞

A

e−(x−1/α)2/α2 dx ⩽
∫ +∞

A−
√
π/ε

e−x2 dx < ε.

因此
∫ +∞

1

e−(x−1/α)2/α2 dx 关于 α 在 (0, 1] 上一致收敛．

设函数 g(x) 使得 g(x) ⩾ e−(x−1/α)2/α2

关于 α 一致地成立，那么当 α = 1/x 时不等式也成

立，从而 g(x) ⩾ 1．于是
∫ +∞

1

g(x) dx 不可能收敛．因此这里不能使用魏尔斯特拉斯判别法．

3.

证明 当
∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛时，对任意的 ε > 0，存在 A > 0，使得当

A′′ > A′ > A 时对一切的 u ∈ [α, β] 都有∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u) dx

∣∣∣∣∣ < ε.
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对任一递增趋于 +∞ 且满足 A1 = a 的数列 {An}，存在 N > 0 使得当 n > N 时有 An+1 ⩾
An > A．于是对任意的 p > 0 和一切的 u ∈ [α, β] 都有∣∣∣∣∣

∫ An+p

An+1

f(x, u) dx
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
p−1∑
k=1

∫ An+k+1

An+k

f(x, u) dx
∣∣∣∣∣ < ε,

因此函数项级数
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛．

当任一递增趋于 +∞ 且满足 A1 = a 的数列 {An} 都能使
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f(x, u) dx 在 [α, β]

上一致收敛时，假设
∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上不一致收敛，那么存在 ε0 > 0，使得对任意的

A ⩾ a 都存在 A′ ⩾ A 和 u′ ∈ [α, β] 使得∣∣∣∣∫ +∞

A′
f(x, u′) dx

∣∣∣∣ ⩾ ε0.

现在取 A1 = a，那么存在 u1 ∈ [α, β] 使得∣∣∣∣∫ +∞

A1

f(x, u1) dx
∣∣∣∣ ⩾ ε0.

于是还存在 A2 ⩾ max{1, A1} 和 u2 ∈ [α, β] 使得∣∣∣∣∫ +∞

A2

f(x, u2) dx
∣∣∣∣ ⩾ ε0.

如此，一般地，存在 An ⩾ max{n− 1, An−1} 和 un ∈ [α, β] 使得∣∣∣∣∫ +∞

An

f(x, un) dx
∣∣∣∣ ⩾ ε0.

这样我们得到一个递增趋于 +∞ 的数列 {An}，且

sup
u∈[α,β]

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

∫ Ak+1

Ak

f(x, u) dx
∣∣∣∣∣ ⩾

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

∫ Ak+1

Ak

f(x, un) dx
∣∣∣∣∣ ⩾ ε0,

这与
∞∑

n=1

∫ An+1

An

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛矛盾！因此
∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收

敛．

18.3 含参变量反常积分的性质

1.
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答 (1) 对任意的 x ∈ [a, b] ⊂ (2,+∞)，因为

t

2 + tx
⩽ t

2 + ta
∼ 1

ta−1
(t→ +∞),

所以
∫ +∞

0

t

2 + tx
dx 在 (2,+∞) 上关于 x 内闭一致收敛，进而 f(x) 连续．

(2) 把积分写成

φ(α) =

(∫ 1

0

+

∫ π−1

1

+

∫ π

π−1

)
sinx

xα(π − x)α
dx,

其中
∫ π−1

1

sinx
xα(π − x)α

dx 是正常积分，从而关于 α 连续．对任意的 α ∈ [a, b] ⊂ (0, 2)，因为当

0 < x < 1 时
sinx

xα(π − x)α
⩽ sinx
xb(π − 1)a

∼ 1

xb−1(π − 1)a
(x→ 0),

所以
∫ 1

0

sinx
xα(π − x)α

dx 在 (0, 2) 上关于 α 内闭一致收敛．而当 π − 1 < x < 1 时

sinx
xα(π − x)α

⩽ sin(π − x)

(π − x)b
∼ 1

(π − x)b−1
,

所以
∫ π

π−1

sinx
xα(π − x)α

dx 在 (0, 2) 上也关于 α 内闭一致收敛．因此 φ(α) 连续．

(3) 因为
∫ A

1

sinx dx 是有界的，而 1/xα 在 α ∈ [a, b] ⊂ (0,+∞) 时递减地一致趋于零，所以

由狄利克雷判别法知
∫ +∞

1

sinx
xα

dx 在 (0,+∞) 上内闭一致收敛．因此 f(α) 连续．

2.

答
∫ 1

0

xα−1 lnm x dx =
1

α

∫ 1

0

lnm x dxα = −m
α

∫ 1

0

xα−1 lnm−1 x dx =
m!

(−α)m

∫ 1

0

xα−1 dx =

(−1)m
m!

αm+1
．

3.

解 由魏尔斯特拉斯判别法知
∫ +∞

0

e−xy sin cx dx 在 [a, b] 上关于 y 一致收敛，所以

∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
sin cx dx =

∫ +∞

0

dx
∫ b

a

e−xy sin cx dy =

∫ b

a

dy
∫ +∞

0

e−xy sin cx dx

=

∫ b

a

c

y2 + c2
dy = arctan b

c
− arctan a

c
.

4.
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证明 因为 ∣∣∣∣ ∂∂α ln(α2 + x2)

β2 + x2

∣∣∣∣ = 2|α|
(α2 + x2)(β2 + x2)

⩽ 1

x(β2 + x2)
,

所以
∫ +∞

1

∂

∂α

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx 关于 α 一致收敛．而

∫ 1

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx 是正常积分，所以

∂

∂α

∫ +∞

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx =

∫ +∞

0

2α

(α2 + x2)(β2 + x2)
dx

=
2α

α2 − β2

∫ +∞

0

(
1

β2 + x2
− 1

α2 + x2

)
dx =

π sgn a
|β|(|α|+ |β|)

,

进而 ∫ +∞

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx =

π

|β|
ln(|α|+ |β|) + C(β).

又因为当 α = 0 时∫ +∞

0

lnx2
β2 + x2

dx x=|β| tan t
=

2

|β|

∫ π/2

0

(ln |β|+ ln tan t) dt = π

|β|
ln |β|,

所以 ∫ +∞

0

ln(α2 + x2)

β2 + x2
dx =

π

|β|
ln(|α|+ |β|).

5.

答 (1)
∫ +∞

−∞
e−(2x2+x+2) dx = e−15/8

∫ +∞

−∞
e−2(x+1/4)2 dx =

√
2πe−15/8

2
．

(2)
∫ +∞

0

sinx2
x

dx =

∫ +∞

0

x sinx2
x2

dx =
1

2

∫ +∞

0

sinx
x

dx =
π

4
．

(3)
∫ +∞

0

sinαx cosβx
x

dx =
1

2

∫ +∞

0

sin(α+ β)x+ sin(α− β)x

x
dx =

π

4
(sgn(α + β) + sgn(α −

β))．

(4)
∫ +∞

0

sin3 x

x
dx =

3

4

∫ +∞

0

sinx
x

dx− 1

4

∫ +∞

0

sin 3x

x
dx =

π

4
．

6.

证明 因为
∫ +∞

−∞
|f(x)| dx 收敛，所以

∫ +∞

−∞
f(x) cosux dx 在 (−∞,+∞) 上关于 u 一致收

敛．从而对任意的 ε > 0，存在 A > 0 使得对一切的 u 都有∣∣∣∣(∫ −A

−∞
+

∫ +∞

A

)
f(x) cosux dx

∣∣∣∣ < ε

4
.
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现在取

δ =
ε

4A

/∫ A

−A

|f(x)| dx ,

那么当 |u1 − u2| < δ 时就有∣∣∣∣∫ A

−A

f(x)(cosu1x− cosu2x) dx
∣∣∣∣ ⩽ |u1 − u2|

∫ A

−A

|xf(x)| dx ⩽ |u1 − u2|
∫ A

−A

|Af(x)| dx < ε

2
,

于是

|f(u1)− f(u2)| =
∣∣∣∣(∫ −A

−∞
+

∫ +∞

A

+

∫ A

−A

)
f(x)(cosu1x− cosu2x) dx

∣∣∣∣ < 2× ε

4
+
ε

2
= ε,

因此 f(u) 在 (−∞,+∞) 上一致连续．

原书的 341页已经证明了这个命题（定理 17.5.1）．
注意

1.

证明 因为

f(α) =
∞∑

n=0

∫ (n+1)π

nπ

e−t

| sin t|α dt =
∞∑

n=0

e−nπ

∫ π

0

e−t

| sin t|α dt = 1

1− e−π

∫ π

0

e−t

sinα t
dt,

所以只要证明
∫ π

0

e−t

sinα t
dt 在 [0, δ] ⊂ [0, 1) 上一致收敛．而事实上

e−t

sinα t
⩽ 1

sinδ t
∼ 1

tδ
(t→ 0),

e−t

sinα t
⩽ 1

sinδ(π − t)
∼ 1

(π − t)δ
(t→ π).

2.

证明 虽然 φ(u) = 1 和 ψ(u) = eu2

都是连续函数，但是因为

sup
0<u⩽1

∣∣∣∣∫ +∞

A

ue−ux dx
∣∣∣∣ = sup

0<u⩽1

∫ +∞

Au

e−x dx =

√
π

2
,

sup
u⩾1

∣∣∣∣∫ +∞

A

ueu(u−x) dx
∣∣∣∣ = sup

u⩾1

∫ +∞

Au

eu2−x dx = sup
u⩾1

eu2−Au = +∞,

所以这两个含参变量反常积分都不是一致收敛的．

3.
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证明 易见 ∫ +∞

0

∂

∂α

arctanαx arctanβx
x2

dx =

∫ +∞

0

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx

关于 α 在 (0,+∞) 上内闭一致收敛，所以当 α > 0 时有

∂

∂α

∫ +∞

0

arctanαx arctanβx
x2

dx =

∫ +∞

0

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx.

进一步地易见 ∫ +∞

0

∂

∂β

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx =

∫ +∞

0

1

(1 + α2x2)(1 + β2x2)
dx

关于 β 在 (0,+∞) 上内闭一致收敛，所以当 β > 0 且 α > 0 时有

∂

∂β

∫ +∞

0

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx =

∫ +∞

0

1

(1 + α2x2)(1 + β2x2)
dx =

π

2(α+ β)
.

从而 ∫ +∞

0

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx =
π

2
ln(α+ β) + C(α).

又因为

0 =

∫ +∞

0

lim
β→0+

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx = lim
β→0+

∫ +∞

0

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx =
π

2
lnα+ C(a),

所以 ∫ +∞

0

arctanβx
x(1 + α2x2)

dx =
π

2
ln α+ β

α
,

进而 ∫ +∞

0

arctanαx arctanβx
x2

dx =
π

2
((α+ β) ln(α+ β)− α lnα) + C(β).

易见原积分关于 α 和 β 也是一致收敛的，所以

0 =

∫ +∞

0

lim
α→0+

arctanαx arctanβx
x2

dx = lim
α→0+

∫ +∞

0

arctanαx arctanβx
x2

dx =
π

2
β lnβ + C(β).

因此当 α, β > 0 时∫ +∞

0

arctanαx arctanβx
x2

dx =
π

2
((α+ β) ln(α+ β)− α lnα− β lnβ) = π

2
ln (α+ β)α+β

ααββ
.

最后利用奇偶性可得

∫ +∞

0

arctanαx arctanβx
x2

dx =


π

2
sgn(αβ) ln (|α|+ |β|)|α|+|β|

|α||α||β||β|
, αβ 6= 0

0, αβ = 0

.
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4.

解 利用极坐标变换，积分变为

1

2π

∫∫
D

sin(t
√
x2 + y2)√

x2 + y2
dxdy dt =

∫ +∞

0

cos t− cos 2t
t

dt = ln 2,

其中还用到了傅汝兰尼积分．

5.

解 (1) 通过变量替换 x =
√
aet/2 和 x =

√
ae−t/2，积分变为∫ +∞

0

e−(x2+a2/x2) dx = e−2a

∫ +∞

0

e−(x−a/x)2 dx

=
e−2a

2

∫ +∞

−∞
ea sinh2 t d(

√
aet/2) + e−2a

2

∫ −∞

+∞
ea sinh2 t d(

√
ae−t/2)

=

√
ae−2a

2

∫ +∞

−∞
cosh tea sinh2 t dt = e−2a

2

∫ +∞

−∞
ea sinh2 t d

√
a sinh t = e−2a

√
π

2
.

(2) 使用分部积分，∫ +∞

0

e−ax2 − cos bx
x2

dx =

∫ +∞

0

b sin bx− 2axe−ax2

x
dx =

π

2
b sgn b−

√
aπ.

(3)
∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx =

∫ +∞

0

sin2 x− sin2 x cos2 x
x2

dx =

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx −

∫ +∞

0

sin2 2x

(2x)2
dx =

1

2

∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx =

π

4
．

(4) 使用傅汝兰尼积分，∫ +∞

0

sin4 αx− sin4 βx

x
dx =

1

8

∫ +∞

0

cos 4αx− cos 4βx
x

dx− 1

2

∫ +∞

0

cos 2αx− cos 2βx
x

dx

= −3

8
ln β
α
.

6.

证明 设
∫ +∞

a

f(x, u0) dx 收敛，那么对任意的 ε > 0，存在 A1 > a 使得当 A′′ > A′ > A1

时有 ∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u0) dx

∣∣∣∣∣ < ε

2
.
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因为
∫ +∞

a

∂

∂u
f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛，所以存在 A2 > a 使得当 A′′ > A′ > A2 时对一

切的 u ∈ [α, β] 都有 ∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′

∂

∂u
f(x, u) dx

∣∣∣∣∣ < ε

2(β − α)
.

现在取 A = max{A1, A2}，那么当 A′′ > A′ > A 时利用牛顿–莱布尼茨公式就有∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u) dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u0) dx+

∫ u

u0

ds
∫ A′′

A′

∂

∂u
f(x, s) dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ A′′

A′
f(x, u0) dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ u

u0

ds
∫ A′′

A′

∂

∂u
f(x, s) dx

∣∣∣∣∣ < ε

2
+

ε

2(β − α)
|u− u0| ⩽ ε,

因此
∫ +∞

a

f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛．因为
∫ +∞

a

∂

∂u
f(x, u) dx 在 [α, β] 上一致收敛，所以

∫ u

u0

ds
∫ +∞

a

∂

∂u
f(x, s) dx =

∫ +∞

a

ds
∫ u

u0

∂

∂u
f(x, s) ds =

∫ +∞

a

f(x, u) dx−
∫ +∞

a

f(x, u0) dx,

由此即得
d

du

∫ +∞

a

f(x, u) dx =

∫ +∞

a

∂

∂u
f(x, u) dx.

18.4 伽马函数和贝塔函数

1.

证明 (1) Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1e−t dt t=x2

= 2

∫ +∞

0

x2s−1e−x2 dx．

(2) Γ(s) =

∫ +∞

0

ts−1e−t dt t=ax
= as

∫ +∞

0

xs−1e−ax dx．

2.

证明 B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx x=sin2 θ
= 2

∫ π/2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θ dθ．

3.

答 (1)
∫ 1

0

√
x− x2 dx = B

(
3

2
,
3

2

)
=

Γ(3/2)Γ(3/2)

Γ(3)
=
π

8
．

(2)
∫ +∞

0

4
√
x

(1 + x)2
dx = B

(
5

4
,
3

4

)
=

Γ(5/4)Γ(3/4)

Γ(2)
=

1

4

π

sin(π/4) =
π

2
√
2
．

(3)
∫ +∞

0

dx
1 + x3

=
1

3

∫ +∞

0

x−3/2 dx
1 + x

=
1

3
B
(
1

3
,
2

3

)
=

1

3

π

sin(π/3) =
2π

3
√
3
．
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(4)
∫ π/2

0

sin5 x cos6 x dx =
1

2
B
(
3,

7

2

)
=

8

693
．

4.

证明 只要证明对满足 1/λ+ 1/µ = 1 的正数 λ 和 µ 有

ln B
(
p1
λ

+
p2
µ
, q

)
⩽ 1

λ
ln B(p1, q) +

1

µ
ln B(p2, q),

或者

B
(
p1
λ

+
p2
µ
, q

)
⩽ B1/λ(p1, q)B1/µ(p2, q).

事实上根据赫尔德不等式我们有∫ 1

0

xp1/λ+p2/µ(1− x)q dx =

∫ 1

0

xp1/λ(1− x)q/λxp2/µ(1− x)q/µ dx

⩽
(∫ 1

0

xp1(1− x)q dx
)1/λ(∫ 1

0

xp2(1− x)q dx
)1/µ

.

5.

解 利用推论 18.4.1，

√
α

∫ 1

0

x3/2(1− x5)α dx =

√
α

5

∫ 1

0

x−1/2(1− x)α dx =

√
α

5
B
(
1

2
, α+ 1

)
=

√
π

5

√
αΓ(α+ 1)

Γ(α+ 3/2)
=

√
π

5

√
α√

α+ 1

√
α+ 1Γ(α+ 1)

Γ(α+ 3/2)
→

√
π

5
(α→ +∞).

6.

证明 这是因为

lim
x→∞

xaΓ(x)

Γ(x+ a)
= lim

x→∞

xa
√
2π(x− 1)((x− 1)/e)x−1√

2π(x+ a− 1)((x+ a− 1)/e)x+a−1

= lim
x→∞

√
x− a√

x+ a− 1

xa

(x+ a− 1)a
ea

(1 + a/(x− 1))x−1
= 1.

7.

证明 利用变量替换 t = (ax+ b)/
√
ac− b2，我们有∫ +∞

−∞

dx
(ax2 + 2bx+ c)α

=
(ac− b2)1/2−α

a1−α

∫ +∞

−∞

dt
(1 + t2)α

=
(ac− b2)1/2−α

a1−α

Γ(α− 1/2)

Γ(α)

√
π.

1.
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证明 利用变量替换 t = bxp/a，我们得到

f(a, p, q) =
1

paq

(a
b

)(s+1)/q
∫ +∞

0

t(s+1)/p−1

(1 + t)q
dx =

1

paq

(a
b

)(s+1)/q Γ(q − (s+ 1)/p)Γ((s+ 1)/q)

Γ(q)
,

进而可以看出定义域是 0 < (s+ 1)/p < q．

2.

证明
∫ 1

0

lnΓ(x) dx =
1

2

(∫ 1

0

lnΓ(x) dx+

∫ 1

0

lnΓ(1− x) dx
)

=
1

2

∫ 1

0

ln π

sinπx dx =
1

2
lnπ −

1

π

∫ π/2

0

ln sinx dx = ln
√
2π．

3.

证明
∫ 1

0

sinπx lnΓ(x) dx =
1

2

∫ 1

0

sinπx lnΓ(x)Γ(1−x) dx =
1

2

∫ 1

0

sinπx ln π

sinπx dx =
lnπ
π

−

1

π

∫ π/2

0

sinx ln sinx dx =
lnπ
π

+
1

2π

∫ π/2

0

ln(1− cos2 x) d cosx =
1

π

(
ln π

2
+ 1
)
．

4.

证明
∫ π

0

dx√
3− cosx

cos x=1−2t
=

1√
2

∫ 1

0

dt√
t(1− t2)

=
1

2
√
2

B
(
1

4
,
1

2

)
=

1

2
√
2

Γ2(1/4)Γ(1/2)

Γ(1/4)Γ(3/4)
=

1

4
√
π
Γ2

(
1

4

)
．

5.

证明 这是因为

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

m+ k + 1
=

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k

∫ 1

0

xm+k dx =

∫ 1

0

xm(1− x)n dx

= B(m+ 1, n+ 1) =
m!n!

(m+ n+ 1!)
.

6.

证明 因为

f ′(x) = 2e−x2

∫ x

0

e−t2 dt,

g′(x) = −2xe−x2

∫∫ 1

0

e−x2t2 du u=xt
= 2e−x2

∫ x

0

e−u2 du,
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所以 f ′(x) + g′(x) = 0，进而

f(x) + g(x) = f(0) + g(0) =
π

4
.

又因为

0 ⩽ g(x) =

∫ 1

0

e−x2(1+t2)

1 + t2
dt = e−x2

∫ 1

0

e−t2

1 + t2
dt ⩽ e−x2

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = π

4
e−x2

,

所以

π

4
= lim

x→+∞
(f(x) + g(x)) = lim

x→+∞
f(x) =

(∫ +∞

0

e−x2 dx
)2

,

进而
∫ +∞

0

e−x2 dx =

√
π

2
．

7.

证明 利用余元公式得到
π

sinπx = Γ(x)Γ(1− x) = lim
n→∞

1

x(1− x2)(1− x2/22) · · · (1− x2/n2)

n

n+ 1− x

= 1

/
x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
,

因此当 0 < x < 1 时有

sinπx = πx
∞∏

n=1

(
1− x2

n2

)
.

记 φ(x) = πx
∞∏

n=1

(
1− x2

n2

)
，那么显然有 φ(0) = φ(1) = 0 以及 φ(−x) = −φ(x)．又

φ(x+ 1) = lim
N→∞

π(x+ 1)
N∏

n=1

(
1− (x+ 1)2

n2

)
= π lim

N→∞

x+ 1

(N !)2

N∏
n=1

(n+ 1 + x)(n− 1− x)

= π lim
N→∞

1

(N !)2

N+1∏
n=1

(n+ x)
N−1∏
n=0

(n− x) = −πx lim
N→∞

1

(N !)2
N + 1 + x

N − 1

N∏
n=1

(n2 − x2)

= −πx lim
N→∞

N + 1 + x

N − 1

N∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= −πx

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= −φ(x),

所以对一切的实数 x 都有

sinπx = πx
∞∏

n=1

(
1− x2

n2

)
,

亦即

sinx = x
∞∏

n=1

(
1− x2

n2π2

)
.
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