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11.1.1

∫
Γ

(x2 + y2)nds,Γ : x = a cos t, y = a sin t(0 ≤ t ≤ 2π).

解. dx = −a sin tdt,dy = a cos tdt,故∫
Γ

(x2 + y2)nds,Γ : x = a cos t, y = a sin t(0 ≤ t ≤ 2π) =

∫ 2π

0

a2n|a|dt = 2π|a|2n+1

11.1.2

∫
Γ

(x+ y)ds,Γ :顶点为(0, 0), (1, 0), (0, 1)的三角形的边界。

解. ∫
Γ

(x+ y)ds =

∫ 1

0

xdx+

∫ 1

0

√
2dx+

∫ 1

0

ydy = 1 +
√
2

11.1.3

∫
Γ

zds,Γ :圆锥螺线：x = t cos t, y = t sin t, z = t(0 ≤ t ≤ 2π).

解.

dx = (cos t− t sin t)dt,dy = (sin t+ t cos t)dt,dz = dt.

ds =
√
dx2 + dy2 + dz2 =

√
2 + t2dt.∫

Γ

zds =

∫ 2π

0

t
√
2 + t2dt =

1

3

(
(2 + 4π2)

3
2 − 2

√
2
)
.

11.1.4

∫
Γ

x2ds,Γ :圆周x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0.

解. ∫
Γ

x2ds =
1

3

∫
Γ

(x2 + y2 + z2)ds =
a2

3

∫
Γ

ds =
2

3
π|a|3.

11.1.5

∫
Γ

y2ds,Γ :旋纶线的一拱，x = a(t− sin t), y = a(1− cos t)(0 ≤ t ≤ 2π).

解.

dx = a(1− cos t)dt, dy = a sin tdt.∫
Γ

y2ds =

∫
Γ

a2(1− cos t)22|a sin t
2
|dt = 8|a|3

∫ 2π

0

sin5 t

2
dt =

256

15
|a|3.
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11.2.1 计算第二型曲线积分。

(1)

∫
Γ

xdy − ydx

x2 + y2
,Γ表示逆时针方向的圆周x2 + y2 = a2;

解. x = a cos t, y = a sin t,故dx = −a sin tdt,dy = a cos tdt,方向为t增加的方向，

xdy − ydx

x2 + y2
=

∫ 2π

0

a2 cos2 tdt+ a2 sin2 tdt

a2
= 2π.

(3)

∫
Γ

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy,Γ : x = y2(−1 ≤ y ≤ 1),沿y增加的方向；

解. ∫
Γ

(x2 − 2xy)dx+ (y2 − 2xy)dy =

∫ 1

−1

(y4 − 2y3)2ydy + (y2 − 2y3)dy = −14

15
.

(5)

∫
Γ

(x2 + y2)dy,Γ是直线x = 1, x = 3和y = 1, y = 4构成的矩形，沿逆时针方向。

解. ∫
Γ

(x2 + y2)dy =

∫ 4

1

(9 + y2)dy +

∫ 1

4

(1 + y2)dy = 24.

11.2.2 设常数a, b, c满足ac − b2 > 0.计算

∫
Γ

xdy − ydx

ax2 + 2bxy + cy2
,其中Γ为逆时针方向的单位圆

周。

解. x = cos t, y = sin t,故dx = − sin tdt,dy = cos tdt.∫
Γ

xdy − ydx

ax2 + 2bxy + cy2
=

∫ 2π

0

dt

a cos2 t+ 2b cos t sin t+ c sin2 t

= 2

∫ π/2

−π/2

1

a+ 2b tan t+ c tan2 t
· dt

cos2 t

= 2

∫ +∞

−∞

1

a+ 2bt+ ct2
dt

=
2πsgn(c)√
ac− b2

注. 答案是sgn(a)也可.

11.2.3 计算第二型曲线积分，曲线的正向是参数增加的方向；

(1)

∫
Γ

xz2dx+ yx2dy + zy2dz,Γ : x = t, y = t2, z = t3(0 ≤ t ≤ 1);

解. ∫
Γ

xz2dx+ yx2dy + zy2dz =

∫ 1

0

t7 + 2t5 + 3t9dt =
91

120
.
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(2)

∫
Γ

(y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz,Γ : x = a sin2 t, y = 2a sin t cos t, z = a cos2 t(0 ≤ t ≤ π).

解. dx = 2a sin t cos tdt,dy = 2a(cos2 t− sin2 t),dz = −2a sin t cos t.∫
Γ

(y + z)dx+ (z + x)dy + (x+ y)dz

=a2
∫ π

0

(2 sin t cos t+ cos2 t) · 2 sin t cos t+ 2(cos2 t− sin2 t)− 2 sin t cos t(sin2 t+ 2 sin t cos t)dt

=a2
∫ π

0

cos 2t(2 + sin 2t)dt

=0

11.2.4

∫
Γ

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz,Γ为球面片x2+y2+z2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0的

边界，方向是(1, 0, 0) → (0, 1, 0) → (0, 0, 1) → (1, 0, 0).

解. 设题中定义的曲线(1, 0, 0) → (0, 1, 0)段为Γ1,(0, 1, 0) → (0, 0, 1)段为Γ2,(0, 0, 1) → (1, 0, 0)段

为Γ3.∫
Γ1

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz =

∫
Γ1

y2dx− x2dy =

∫ π/2

0

− sin3 t− cos3 tdt = −4

3

同理，有∫
Γ2

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz =
∫
Γ3

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz =
∫
Γ1

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz = −4

3

因此 ∫
Γ

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz = −4

11.2.5 证明：
∣∣∣ ∫

Γ

F · dp
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

||F ||ds.

解.∣∣∣ ∫
Γ

F · dp
∣∣∣ = ∣∣∣ ∫

Γ

n∑
i=1

Fi · dpi
∣∣∣ ≤ ∫

Γ

n∑
i=1

|Fi| · |dpi| ≤
∫
Γ

( n∑
i=1

|Fi|2
) 1

2
( n∑

i=1

|dpi|2
) 1

2

=

∫
Γ

||F ||ds

11.3.1 利用Green公式计算

(1)

∫
Γ

xy2dy − x2ydx,Γ为圆周x2 + y2 = a2,按逆时针方向；

(2)

∫
Γ

(x+ y)dx− (x− y)dy,Γ为椭圆
x2

a2
+
y2

b2
= 1,按逆时针方向；

(3)

∫
Γ

ex cos ydx+ ex cos ydy,Γ为上半圆周x2 + y2 = ax沿x增加的方向。
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解. (1)P (x, y) = −x2y,Q(x, y) = xy2,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= y2 + x2

由Green公式 ∫
Γ

xy2dy − x2ydx =

∫∫
Ba(0)

x2 + y2dxdy =

∫ 2π

0

∫ a

0

r3drdθ =
πa4

2
.

(2)P (x, y) = x+ y,Q(x, y) = y − x,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= −2

由Green公式 ∫
Γ

(x+ y)dx− (x− y)dy =

∫∫
x2

a2 + y2

b2
≤1

−2dxdy = −2πab.

(3)设Γ1 = −Γ,Γ2 = {(x, 0)|x : 0 → a},则P (x, y) = ex sin y,Q(x, y) = ex cos y,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0

由Green公式 ∫
Γ1+Γ2

ex cos ydx+ ex cos ydy =

∫∫
x2+y2≤ax,y≥0

0dxdy = 0,

又在Γ2上y = 0,dy = 0故 ∫
Γ2

ex cos ydx+ ex cos ydy = 0.

因此∫
Γ

ex cos ydx+ ex cos ydy = −
∫
Γ1

ex cos ydx+ ex cos ydy = −
∫
Γ1+Γ2

ex cos ydx+ ex cos ydy = 0.

11.3.2 用Green公式计算面积。

(1) 星形线x = a cos3 t, y = a sin3 t(0 ≤ t ≤ 2π);

(2) 双纽线(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2);

(3) Descartes叶形线x3 + y3 = 3axy(a > 0).

解.

σ(D) =

∫
∂D

xdy = −
∫
∂D

ydx =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx.

(1)dx = −3a cos2 t sin tdt,dy = 3a cos t sin2 tdt,

σ(D) =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx

=
1

2

∫
∂D

(3a2 cos4 t sin2 t+ 3a2 cos2 t sin4 t)dt

=
3a2

2

∫
∂D

cos2 t sin2 tdt

=
3πa2

8
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(2)令y = x tan θ,代入方程得
(
x2(1 + tan2 θ)

)2
= a2(1− tan2 θ)x2,

x2 =
a2(1− tan2 θ)

(1 + tan2 θ)2
= a2 cos2 θ cos(2θ), y2 = a2 sin2 θ cos(2θ)

θ范围：由计算知cos(2θ) ≥ 0,故θ ∈ [0,
π

4
]∪ [

3π

4
,
5π

4
]∪ [

7

4π
, 2π]. 由对称性，只考虑第一象限即可。

ydx = x tan θdx =a2 tan θ
(
− 2 cos θ sin θ cos(2θ)− 2 cos2 θ sin(2θ)

)
dθ

=− 2a2
(
sin2 θ cos(2θ) + sin θ cos θ sin(2θ)

)
dθ

xdy =
y

tan θ
dy =

a2

tan θ

(
2 sin θ cos θ cos(2θ)− 2 sin2 θ sin(2θ)

)
dθ

=2a2
(
cos2 θ cos(2θ)− sin θ cos θ sin(2θ)

)
dθ

代入得
1

4
σ(D) =

1

8

∫
∂D

xdy − ydx =
1

8

∫ π/4

0

2a2 cos(2θ)dθ =
a2

4
,

故

σ(D) = a2.

(3) 令y = xt,代入方程得x3(1 + t3) = 3ax2t,得到参数方程

x =
3at

1 + t3
, y =

3at2

1 + t3
,

用参数u =
1

t
代换可得上述x, y交换的表达式，容易知道上述用t作为参数的表达式在t ∈ [0, 1]时是

从(0, 0)到
(3a
2
,
3a

2

)
的曲线Γ1，而在参数u ∈ [0, 1]时是与Γ1关于y = x对称的曲线Γ2，因此Γ1和−Γ2构

成了封闭曲线，其参数范围t ∈ [0,+∞).

dx =
3a(1− 2t3)

1 + t3)2
dt

由Green公式，换元u = t3,

σ(D) = −
∫
∂

ydx = 9a2
∫ +∞

0

t2(2t3 − 1)

(1 + t3)3
dt = 3a2

∫ +∞

0

2u− 1

(1 + u)3
du

= 3a2
∫ +∞

0

2

(1 + u)2
− 3

(1 + u)3
du

=
3a2

2
.

11.3.3 封闭曲线Γ : x = φ(t), y = ψ(t)(α ≤ t ≤ β),参数增加的方向是正方向，求证Γ围城的面

积

A =
1

2

∫ β

α

∣∣∣∣∣φ(t) ψ(t)

φ′(t) ψ′(t)

∣∣∣∣∣ dt.
解.

dx = φ′(t)dt, dy = ψ′(t)dt
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故

A =
1

2

∫
∂D

xdy − ydx =
1

2

∫ β

α

∣∣∣∣∣φ(t) ψ(t)

φ′(t) ψ′(t)

∣∣∣∣∣ dt.
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