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10.6.1 计算下列二重积分：
(1)

∫∫
D

(x− y)2 sin(x+ y)dxdy, 其中 D 是由四点 (π, 0), (2π, π), (π, 2π), (0, π) 顺次连成的正方形.

(2)
∫∫

D

(x2 + y2)dxdy, 其中 D 是由曲线 x2 − y2 = 1,x2 − y2 = 2,xy = 1 和 xy = 2 围成的图像在

第一象限的那一部分.

解. (1) 令 u = x− y

v = x+ y,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 1 −1

1 1

∣∣∣∣∣ = 2
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
,

对应的积分区域化为
F = [−π, π]× [π, 3π],

带入由换元公式得到 ∫∫
D

(x− y)2 sin(x+ y)dxdy =

∫∫
F

u2 sin v|1
2
|dudv

=
1

2

∫ π

−π

u2du

∫ 3π

π

sin vdv

= 0.

(2) 令 u = x2 − y2

v = xy,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 2x −2y

y x

∣∣∣∣∣ = 2(x2 + y2)
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2(x2 + y2)
,

对应的积分区域化为
F = [1, 2]× [1, 2],
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带入由换元公式得到 ∫∫
D

x2 + y2dxdy =

∫∫
F

|1
2
|dudv

=
1

2

∫∫
F

dudv

=
1

2
.

10.6.2 计算下列围成的图像的面积:
(1)(a1x+ b1y + c1)

2 + (a2x+ b2y + c2)
2 = 1, 其中 a1b2 ̸= a2b1;

(2)
√
x+

√
y =

√
a,x = 0 和 y = 0.

解. (1) 令 u = a1x+ b1y + c1

v = a2x+ b2y + c2,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

a1b2 − a2b1
,

对应的积分区域化为
F = {(u, v) ∈ R2|u2 + v2 ≤ 1},

带入由换元公式得到 ∫∫
D

dxdy =

∫∫
F

| 1

a1b2 − a2b1
|dudv

=
π

|a1b2 − a2b1|
.

(2) 令 x = r2 cos4 θ

y = r2 sin4 θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ 2r cos4 θ −4r2 cos3 θ sin θ

2r sin4 θ 4r2 sin3 θ cos θ

∣∣∣∣∣ = 8r3 sin3 θ cos3 θ,

对应的积分区域化为
F = [0,

√
a]× [0,

π

2
],

带入由换元公式得到 ∫∫
D

dxdy =

∫ √
a

0

dr

∫ π
2

0

8r3 sin3 θ cos3 θdθ

=
a2

6
.
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10.6.3 求证: ∫∫
|x|+|y|≤1

f(x+ y)dxdy =

∫ 1

−1

f(t)dt.

解. (1) 令 u = x+ y

v = x− y,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = 2
∂(x, y)

∂(u, v)
=

1

2
,

对应的积分区域化为
F = [−1, 1]× [−1, 1],

带入由换元公式得到 ∫∫
|x|+|y|≤1

f(x+ y)dxdy =

∫∫
[−1,1]2

f(u)|1
2
|dudv

=

∫ 1

−1

f(t)dt.

10.6.5 计算下列二重积分:
(2)

∫∫
x2+y2≤Rx

√
R2 − x2 − y2dxdy;

(4)
∫∫

x2+y2≤x+y

√
x2 + y2dxdy.

解. (2) 令 x = r cos θ

y = r sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r,

对应的积分区域化为
{(r, θ) ∈ R2|0 ≤ r ≤ R cos θ,−π

2
≤ θ ≤ π

2
},

带入由换元公式得到 ∫∫
x2+y2≤Rx

√
R2 − x2 − y2dxdy =

∫ π
2

−π
2

dθ

∫ R cos θ

0

√
R2 − r2rdr

=

∫ π
2

−π
2

1

3
(R3 −R3| sin3 θ|)dθ

= (
π

3
− 4

9
)R3.
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(4) 令 x = r cos θ

y = r sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ

sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣ = r,

对应的积分区域化为

{(r, θ) ∈ R2|0 ≤ r ≤ (cos θ + sin θ),−π

4
≤ θ ≤ 3π

4
},

带入由换元公式得到 ∫∫
x2+y2≤x+y

√
x2 + y2dxdy =

∫ 3π
4

−π
4

dθ

∫ cos θ+sin θ

0

r2dr

=

∫ 3π
4

−π
4

(cos θ + sin θ)3

3
dθ

=
8
√
2

9
.

10.6.7 设常数 a, b > 0,
D = {(x, y) : x

2

a2
+

y2

b2
≤ 1�x ≥ y ≥ 0}.

计算二重积分 ∫∫
D

√
x2

a2
+

y2

b2
dxdy.

解. 令 x = ar cos θ

y = br sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ a cos θ −ar sin θ

b sin θ br cos θ

∣∣∣∣∣ = abr,

对应的积分区域化为
{(r, θ) ∈ R2|0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ arctan a

b
},

带入由换元公式得到 ∫∫
D

√
x2

a2
+

y2

b2
dxdy =

∫ arctan a
b

0

dθ

∫ 1

0

abr2dr

=
1

3
ab arctan a

b
.
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10.7.1 计算以下积分：
(1)

∫
V

xyzdµ,V 为球体 x2 + y2 + z2 ≤ 1 在第一卦限中的部分;

(2)
∫
V

(x+ y + z)dµ,V 为平面 x+ y + z = 1 和上和坐标平面所围成的立体;

(3)
∫
V

xy2z3dxdydz,V 由 z = xy 和 z = 0 以及两张平面 x = 1 和 x = y 围成.

解. (1) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为
D = [0, 1]× [0,

π

2
]× [0,

π

2
],

带入由换元公式得到 ∫
V

xyzdµ =

∫∫∫
D

r5 sin3 θ cos θ sinϕ cosϕdrdθdϕ

=
1

48
.

(2) ∫
V

(x+ y + z)dµ =

∫
V

xdµ+

∫
V

ydµ+

∫
V

zdµ

= 3

∫
V

xdµ

= 3

∫ 1

0

xdx

∫∫
y+z≤1−x

y,z≥0

dydz

= 3

∫ 1

0

1

2
x(1− x)2dx

=
1

8
.

(3) ∫
V

xy2z3dµ =

∫ 1

0

xdx

∫ x

0

y2dy

∫ xy

0

z3dz

=
1

364
.

10.7.2 计算下列曲面围成的立体的体积:
(1)z2 = x2 +

y2

4
, 2z = x2 +

y2

4
;

(2)x2 + y2 = a2, |x|+ |y| = a,
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解. (1)

V =

∫∫
x2+ y2

4 ≤4

(

√
x2 +

y2

4
− x2

2
− y2

8
)dxdy

令 x = r cos θ

y = 2r sin θ,

换元的 Jcaobi 行列式为
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ

2 sin θ 2r cos θ

∣∣∣∣∣ = 2r,

对应的积分区域化为
D = [0, 2]× [0, 2π],

带入由换元公式得到∫∫
x2+ y2

4 ≤4

(

√
x2 +

y2

4
− x2

2
− y2

8
)dxdy =

∫ 2π

0

dθ

∫ 2

0

(r − r2

2
)2rdr =

8π

3
.

(2)

V = 8

∫∫
x2+y2≤a2

x,z≥0

dxdy

∫ a−x

0

dy

= 8

∫∫
x2+y2≤a2

x,z≥0

(a− x)dxdz

= 8

∫∫
[0,a]×[0,2π]

(a− r cos θ)rdrdθ

= (2π − 8

3
)a3.

10.7.3 设 f 为连续函数, 求极限:

lim
r→0

3

4πr3

∫∫∫
x2+y2+z2≤r2

f(x, y, z)dxdydz.

解. 由积分中值定理得

lim
r→0

3

4πr3

∫∫∫
x2+y2+z2≤r2

f(x, y, z)dxdydz = lim
r→0

3

4πr3
f(ξ, η, ϕ)

4πr3

3

= lim
r→0

f(ξ, η, ϕ)

= f(0, 0, 0).
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10.7.4 计算下列积分:
(1)

∫∫∫
x2+y2+z2≤2

√
x2 + y2 + z2dxdydz;

(2)
∫∫∫
D

(x2 + y2)dxdydz, 其中 D = {(x, y, z) : z ≥ 0, a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2};

(3)
∫∫∫
D

(
1−

(x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

))1/2

dxdydz, 其中 D 为椭球面 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 包围的立体.

解. (1) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为
D = [0, 2]× [0, π]× [0, 2π],

带入由换元公式得到 ∫∫∫
x2+y2+z2≤2

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫∫∫
D

r3 sin θdrdθdϕ

= 4π.

(2) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为
E = [a, b]× [0,

π

2
]× [0, 2π],

带入由换元公式得到 ∫∫∫
D

(x2 + y2)dxdydz =

∫∫∫
E

r4 sin3 θdrdθdϕ

=
4(b5 − a5)π

15
.
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(3) 令 
x = ar sin θ cosϕ

y = br sin θ sinϕ

z = cr cos θ,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a sin θ cosϕ ar cos θ cosϕ −ar sin θ cosϕ
b sin θ sinϕ br cos θ sinϕ br sin θ cosϕ

c cos θ −cr sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abcr2 sin θ,

对应的积分区域化为
E = [0, 1]× [0,

π

2
]× [0, 2π],

带入由换元公式得到∫∫∫
D

(
1−

(x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

))1/2

dxdydz = abc

∫∫∫
E

r2
√
1− r2 sin θdrdθdϕ

=
abcπ2

4
.

10.7.5 计算由下列曲面围成的立体的体积:
(1)aix+ biy + ciz = ±hi(i = 1, 2, 3), 设行列式∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0;

(4)(x2 + y2 + z2)n = z2n−1(n ∈ N∗);

(5)
(x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2

)2

=
x2

a2
+

y2

b2
.

解. (1) 令 
u = a1x+ b1y + c1z

v = a2x+ b2y + c2z

w = a3x+ b3y + c3z,

换元的 Jcaobi 行列式为

∂(u, v, w)

∂(x, y, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
对应的积分区域化为

E = [−h1, h1]× [−h2, h2]× [−h3, h3],
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带入由换元公式得到

V =

∫∫∫
E

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1∣∣∣∣∣∣∣∣ dudvdw

=
8h1h2h3∥∥∥∥∥∥∥∥

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

(4) 令 
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ,
换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ cosϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = r2 sin θ,

对应的积分区域化为

E = {(r, θ, ϕ)|0 ≤ r ≤ cos2n−1 θ, 0 ≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},

带入由换元公式得到

V =

∫∫∫
E

r2 sin θdrdθdϕ

=
π

3(3n− 1)
.

(5) 令 
x = ar sin θ cosϕ

y = br sin θ sinϕ

z = cr cos θ,
换元的 Jcaobi 行列式为

∂(x, y, z)

∂(r, θ, ϕ)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a sin θ cosϕ ar cos θ cosϕ −ar sin θ cosϕ
b sin θ sinϕ br cos θ sinϕ br sin θ cosϕ

c cos θ −cr sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = abcr2 sin θ,

对应的积分区域化为

E = {(r, θ, ϕ)|0 ≤ r2 ≤ sin2 θ, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},

带入由换元公式得到

V =

∫∫∫
E

abcr2 sin θdrdθdϕ

= 8abc

∫ π
2

0

sin θdθ

∫ sin θ

0

r2dr

∫ π
2

0

dϕ =
π2

4
abc.
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10.8.1 计算下列 n 重积分：
(1)

∫
· · ·

∫
[0,1]n

(x2
1 + ...+ x2

n)dx1...dxn;

(2)
∫

· · ·
∫

[0,1]n

(x1 + ...+ xn)
2dx1...dxn.

解. (1) ∫
· · ·

∫
[0,1]n

(x2
1 + ...+ x2

n)dx1...dxn = n

∫
· · ·

∫
[0,1]n

x2
1dx1...dxn

= n

∫ 1

0

x2
1dx1

∫
· · ·

∫
[0,1]n−1

dx2...dxn

= n

∫ 1

0

x2
1dx1

=
n

3
.

(2) ∫
· · ·

∫
[0,1]n

(x1 + ...+ xn)
2dx1...dxn =

∫
· · ·

∫
[0,1]n

n∑
k=1

x2
k +

∑
i ̸=j

xixjdx1...dxn

= n

∫
· · ·

∫
[0,1]n

x2
1dx1...dxn +

n(n− 1)

2

∫
· · ·

∫
[0,1]n

x1x2dx1...dxn

=
n

3
+

n(n− 1)

4

=
n2

4
+

n

12
.

10.8.2 计算累次积分: ∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x1...xn−1xndxn.

解.

fn =

∫ 1

0

dx1

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x1...xn−1xndxn =

∫ 1

0

x1dx1

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x2...xndxn

=

∫ 1

0

x1x
2n−2
1 dx1

∫ 1

0

dx2

∫ x1

0

...

∫ xn−1

0

x2...xn−1dxn−1

=
1

2n
fn−1

=
1

(2n)!!
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10.8.3 计算下列 Rn 中区域的体积 (a1, a2, ..., an > 0):
(1)Vn = (x1, x2, ..., xn) :

x1

a1
+

x2

a2
+ ...+

xn

an
≤ 1, x1, x2, ..., xn ≥ 0;

(2)Vn(a) =

{
(x1, x2, ..., xn) : |x1|+ |x2|+ ...+ |xn| ≤ a

}
.

解. (1)
fn(a1, ..., an) =

∫
· · ·

∫
x1
a1

+...+ xn
an

≤1

xi≥0

dx1...dxn

=

∫ a1

0

dx1

∫
· · ·

∫
x2
a2

+...+ xn
an

≤1− x1
a1

xi≥0

dx2...dxn

=

∫ a1

0

(
1− x1

a1

)n−1
dx1fn−1(a2, ..., an)

=
a1
n
fn−1(a2, ..., an)

=
a1...an
n!

.

(2)
fn(a) =

∫
Vn(a)

dµ

= 2

∫ a

0

fn−1(a− xn)dxn

= 2

∫ a

0

(a− xn)
n−1fn−1(1)dxn

=
2a

n
fn−1(a)

=
(2a)n

n!
.

10.8.4 设 K 为二元连续函数, 对 n ∈ N∗, 令

Kn(x, y) =

∫
· · ·

∫
[a,b]n

K(x, t1)K(t1, t2)...K(tn, y)dt1...dtn.

求证: 对任意 m,n ∈ N∗, 有

Km+n+1(x, y) =

∫ b

a

Km(x, t)Kn(t, y)dt.

解.∫ b

a

Kn(x, t)Km(t, y)dt

=

∫ b

a

∫
· · ·

∫
[a,b]n

K(x, t1)K(t1, t2)...K(tn, t)dt1...dtn

∫
· · ·

∫
[a,b]m

K(t, tn+1)K(tn+1, tn+2)...K(tn+m, t)dtn+1...dtn+mdt

=

∫
· · ·

∫
[a,b]n+m

K(x, t1)K(t1, t2)...K(tn+m, y)dt1...dtn+m.
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10.8.5 设 a1, a2, ..., an > 0,

Vn =

{
(x1, x2, ..., xn) :

|xi|
a2

+ | |xn|
an

≤ 1(i− 1, 2, ..., n− 1)

}
.

求 Vn 的体积.

解. ∫
Vn

dµ = 2n
∫ an

0

dxn

∫ a1(1− xn
an

)

0

dx1...

∫ an−1(1− xn
an

)

0

dxn−1

= 2na1...an−1

∫ an

0

(
1− xn

an

)
dxn

=
2n

n
a1...an
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